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本文旨在強調應用數學教具輔助數學教學之重要性。創新之處為提出「幾何九九乘法表」之製

作與運用，以供數學教師於課堂中使用。「幾何九九乘法表」不僅能將抽象的數學概念具體化，

更能激勵學童具體的數學思維。除了指出代數與幾何之關聯性，我們更說明代數與立方體的關

聯。 

關鍵詞：幾何九九乘法表、數學教具、數學教學法 
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壹、前言 

數學是人類最重要的資產之一且被公認為科學、技術及思想發展的基石，文明演進的指標

與推手。數學結構之精美，不但體現在科學理論的內在結構中及各文明之建築、工技與藝術作

品上，自身亦呈現一種獨特的美感。在進入 21 世紀且處於高度文明化的世界中，數學知識及數

學能力，已逐漸成為日常生活及職場裡應具備的基本能力，前述論點請參閱教育部（2008）。不

但如此，Devlin（2011）、Devlin and Lorden（2007）與 Shaw（2002）一語道出數學是一種國際

性語言，數學知識及數學能力能夠解決日常生活中所遭遇的問題，更顯示出數學的重要性。然

而，卻有一些研究指出在國小數學的學習過程中，不僅有許多學童在一開始學數學時便產生害

怕與恐懼的現象，而且隨著年級越高此一現象越加嚴重，最後甚至排斥數學或放棄數學，例如：

Freer（2006）、Hadley and Doward（2011）與 Ojose and Sexton（2009）。因此，如何大幅提升幼

兒與國小學童數學的學習興趣，乃是一件刻不容緩的重要議題。 

有鑑於此，教育部（2008）於「國民中小學九年一貫課程綱要數學學習領域」中明白揭示

並強調：要把每一位學生都帶上來，是九年一貫及國家教育政策既有的理念。在數學教育裡，

強調每個學生都有權利要求受到良好的數學訓練，並充分認識重要的數學概念及提升厚實數學

能力。教育應提供學生做有意義及有效率學習的機會，使學生能學好重要的核心數學題材，因

為這些重要的數學概念和精熟的演算能力，是九年一貫所強調「帶著走」的能力。此外，面對

21 世紀劇變之「知識經濟時代」的來臨，教育部（2002）於「創造力教育白皮書」中提及：創

新可視為一系列知識生產、知識利用以及知識擴散的歷程，而創造力就是創新的火苗。因此創

造力與創新能力之培育，不僅是提昇國民素質之關鍵，亦為發展知識經濟之前提，所以創造力

教育也就成為未來教育工作之推動重點。綜合上述所言，我們發現如何將創造力與創新能力之

培育落實於老師的數學教學中，是一件勢在必行且需迫切執行的工作，相信對於每位老師而言，

這項工作必定是一個相當棘手的問題。 

子曰：「知之者不如好之者，好之者不如樂之者。」因此，如何讓孩子們對於學科（尤其是

數學科目）的學習能夠陶醉在其中而樂此不疲，將是本文所欲探討的主題。透過創新數學教具

教學法（innovatory mathematics manipulatives teaching method），我們首先提出「幾何九九乘法

表」（geometric 99 multiplication table）的概念，設計做中學（learning by doing）與玩數學的數

學教室，讓學童們對於「學數學」一事能樂在其中，進而大幅提升學習數學之興趣；更在做中

學的過程中，經由實物操作的訓練，使得學童們具備「帶著走」的數學能力。最後，冀希藉由

「幾何九九乘法表」的概念對於創新教育以及創造力與創新能力之培育略盡棉薄之力；相信唯

有每位數學老師皆發揮創意教學的理念，則必能達成把每一位學生都帶上來的教育目標。 
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本文行文如下：第貳節為文獻探討；第參節針對創新數學教具教學法—幾何九九乘法表之

設計理念加以分析與討論；第肆節則為結論與建議。 

貳、文獻探討 

何謂數學教具（mathematics manipulatives）？許多學者紛紛定義數學教具的意涵，舉凡看

的見、摸得著，有形的具體實物若能應用於數學教學中，並將抽象的數學觀念具體化或簡單化

者，皆可視為數學教具，如：Boggan et al.（2010）、Bujak et al.（2013）、Glenn and Carpenter（2007）、

Heddens（2005）與 Swan and Marshall（2010）。目前常被數學老師應用於教學中的數學教具，

包括：塑膠代幣、七巧板、扣條、積木…等。一般而言，教具之使用能夠提高學童的專注力也

有助於學童們對於抽象數學觀念的理解，不但提高學習興趣與意願更能降低學習障礙與焦慮，

進而增加學童們的自信心與創造力，可見數學教具之重要性，如：Hunt et al.（2011）、Kelly（2006）、

Ojose（2008）、Ojose and Sexton（2009）與 Thompson（1999）。 

心理學家 Piaget（1965）的認知發展論指出兒童的認知發展過程分為四個階段，即感覺動

作期（sensory motor stage）、操作前期（preoperational stage）、具體物操作期（concrete operational 

stage）與形式或邏輯操作期（formal operational or mathematical logical operational stage）等，同

時認為數學教具之採用對於這四個階段兒童的數學學習是不可或缺的輔助工具。美國數學教師

學會（National Council of Teachers of Mathematics，簡稱 NCTM）也極力要求各級學校使用數學

教具於不同年級學生的數學教學中。換言之，應用數學教具於數學教學之理念，亦符合許多先

進國家數學教育發展之趨勢，其重要性可見一般，如：Cain-Caston（1996）、Castro（2006）、Freer 

（2006）、Kelly（2006）、Moch（2001）、Peavler et al.（1987）、Smith（2009）、Swan and Marshall

（2010）與 Uttal et al.（1997）。 

實務上，在課堂中使用數學教具學習之學生的數學績效比未使用數學教具學生的數學績效

高出許多。這是因為數學教具的使用能幫助學生快速理解抽象的數學觀念、以抽象的數學觀念

思考並解決問題、針對數學問題能激發許多不同的解決方法。換言之，應用數學教具於數學教

學中對於提升同學的學習興趣、創新能力與學習績效皆有正面的助益，參見 Ball（1992）、Driscoll

（1981）、Heddens（2005）、Raphael and Wahlstrom（1989）、Sowell（1998）、Suydam（1986）、

Suydam and Higgins（1976）、Thompson（1999）與 Toptaş et al.（2012）。 

然而，九年一貫數學學習領域的內容分為「數與量」、「幾何」、「代數」、「統計與機率」、「連

結」等 5 大主題。觀察老師們所用的數學教具都是針對某項數學內容之教授設計而成，例如：

塑膠代幣可用來教導幼兒及一年級學童如何數數與認識日常生活中常用的硬幣種類；七巧板的

使用可使學童瞭解各種不同的幾何圖形並且任意發揮想像力排出許多不同的幾何形狀；應用扣
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條除了介紹幾何圖形，更能導入幾何圖形中邊長與角的觀念；透過積木的操作可讓學童瞭解立

體的概念，譬如：正立方體、長方體與錐體。單一數學教具教導單一數學內容雖立意良善且成

效良好，卻仍有美中不足之處；若能由老師們發揮創意與巧思，設計融合多項數學內容的創新

數學教具教學法，則不但能使學童瞭解各項數學內容的關聯性，更能培育訓練學童的創造力。 

有鑑於此，本文的主要目的係發展一個融合「數與量」、「幾何」、「代數」與「立方體」等

數學內容的創新數學教具教學法，此一創新教具我們命名為：「幾何九九乘法表」。下一節將介

紹「幾何九九乘法表」的製作過程、教學方法與教學目標。 

參、分析與討論 

美國數學教師學會 NCTM（2000）認為一個好的數學教具必須具備 4 項功能，說明如下：

幫助學童明瞭數學觀念、學童能夠互相溝通數學想法、瞭解數學觀念間的連結性與協助學童明

白生活中處處充滿數學。本文所提之數學教具，除了具備前述 4 項功能，更實踐做中學的教學

理念，透過親手作教具的方式，自然且輕鬆的玩數學。以下將分兩小節進行討論，第一小節為

「幾何九九乘法表」之製作；第二小節為創新數學教具教學法。 

一、「幾何九九乘法表」之製作 

製作「幾何九九乘法表」的基本元件係以瑞士數學家 Cuisenaire 所發明的一套數學教具稱

為古式數棒為主。古式數棒皆由邊長 1 公分的正立方體組成，如圖 1 所示，從 1 到 10 分別以不

同的顏色表示： 

白色數棒 =1 個正立方體代表長度 1 公分、體積 1 立方公分、重量 1 公克； 

紅色數棒 =2 個正立方體排列代表長度 2 公分、體積 2 立方公分、重量 2 公克； 

淺綠色數棒 =3 個正立方體排列代表長度 3 公分、體積 3 立方公分、重量 3 公克； 

紫色數棒 =4 個正立方體排列代表長度 4 公分、體積 4 立方公分、重量 4 公克； 

黃色數棒 =5 個正立方體排列代表長度 5 公分、體積 5 立方公分、重量 5 公克； 

綠色數棒 =6 個正立方體排列代表長度 6 公分、體積 6 立方公分、重量 6 公克； 

黑色數棒 =7 個正立方體排列代表長度 7 公分、體積 7 立方公分、重量 7 公克； 

棕色數棒 =8 個正立方體排列代表長度 8 公分、體積 8 立方公分、重量 8 公克； 

藍色數棒 =9 個正立方體排列代表長度 9 公分、體積 9 立方公分、重量 9 公克； 

桔色數棒 =10 個正立方體排列代表長度 10 公分、體積 10 立方公分、重量 10 公克。 
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圖 1  古式數棒 

採用古式數棒我們可以製作「幾何九九乘法表」，以下將以最簡單的情況開始堆疊，最後類

推出「幾何九九乘法表」。 

步驟 1：幾何 2 × 2 乘法表，如圖 2 所示。其中，圖（2a）為分解圖；圖（2b）為完成圖。 

 

 （2a）分解圖 （2b） 完成圖 

圖 2  2 × 2 乘法表 

步驟 2：幾何 3 × 3 乘法表，如圖 3 所示。其中，圖（3a）為分解圖；圖（3b）為完成圖。 

 

 （3a）分解圖 （3b）完成圖 

圖 3  3 × 3 乘法表 
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以此類推，可得「幾何九九乘法表」，如圖 4 所示，圖 4 為「幾何九九乘法表」之俯視圖。 

「幾何九九乘法表」之製作說明如下：以圖（3a）為例，左下方有 1 個白色的正立方體，

其意涵為每行有 1 個正立方體，1 行共有 1 × 1 = 1 個正立方體；中下方有 1 個紅色的長方體，

試問共有幾個正立方體？其意涵為每行有 1 個正立方體，2 行共有 1 × 2 = 2 個正立方體；右下

方有 1 個淺綠色的長方體，試問共有幾個正立方體？其意涵為每行有 1 個正立方體，3 行共有 1 

× 3 = 3 個正立方體…左上方有 1 個淺綠色的長方體，試問共有幾個正立方體？其意涵為每行有

3 個正立方體，1 行共有 3 × 1 = 3 個正立方體；中上方有 1 個紅色的長方體，試問共有幾個正立

方體？其意涵為每行有 3 個正立方體，2 行共有 3 × 2 = 6 個正立方體；右上方有 1 個白色的長

方體，其意涵為每行有 3 個正立方體，3 行共有 3 × 3 = 9 個正立方體…以此類推，可得圖 4 之

「幾何九九乘法表」。圖 4 中最下列代表 1 × 1 = 1、1 × 2 = 2、1 × 3 = 3…1 × 9 = 9；下方倒數第

2 列代表 2 × 1 = 2、2 × 2 = 4、2 × 3 = 6…2 × 9 = 18；…最上列代表 9 × 1 = 9、9 × 2 = 18、9 × 3 = 

27…9 × 9 = 81。 

 

圖 4  「幾何九九乘法表」 
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二、創新數學教具教學法 

本小節將輔以「幾何九九乘法表」說明針對不同年齡層之學童所能教授的數學觀念與教學

目標。並闡述「幾何九九乘法表」的應用將如何融合「數與量」、「幾何」、「代數」與「立方體」

等數學內容。 

首先，建立基本觀念，如圖 1 以白色數棒為單位量 1，因此白色數棒 = 1 個正立方體代表

長度 1 公分、體積 1 立方公分、重量 1 公克。白色數棒為正立方體，觀察其有 6 個面，每個面

皆為正方形且正方形面積為 1 平方公分，12 個邊長皆等長為 1 公分。 

紅色數棒由兩個白色數棒排列而成，故紅色數棒為白色數棒的兩倍。紅色數棒為長方體，

觀察紅色數棒亦有 6 個面，其中 2 個面為正方形（正方形面積為 1 平方公分），另 4 個面為長方

形（長方形面積為 2 平方公分），亦有 12 個邊長其中有 8 個邊長皆為 1 公分，另 4 個邊長皆為

2 公分。 

其餘顏色之數棒皆可以此方法類推，這些數與量的概念可由點數而得（包括：長度、周長、

面積、體積與重量），不但得到倍數的概念，還融入正方形、長方形之幾何概念以及正立方體、

長方體之立方體概念。因此，古式數棒常被應用於數學教學中，已是不爭的事實。但是排列成

「幾何九九乘法表」輔助數學教學乃本研究之首創，本文希望能在數學教具教學的領域中開創

嶄新的一頁。 

其次，建議第一次上課之學童（不論年齡大小）一定要求其跟著老師照著前一小節之步驟，

親自動手完成圖 4 之「幾何九九乘法表」。以下將逐點說明「幾何九九乘法表」之教學功能：1
  

(一) 「幾何九九乘法表」 

原本抽象的數學符號（小時候背誦的九九乘法表），透過學童自行製作教具之「幾何九九乘

法表」，以圖像與實物的方式呈現後（如圖 4），必定能夠加深學童們的印象。 

(二) 乘法交換律 

圖 5 為乘法交換律分解圖，圖（5a）的問題可陳述如下：每條紅色數棒有 2 個正立方體，3

條紅色數棒共有幾個正立方體，其計算式為 2 × 3 = 6 亦即共有 6 個正立方體，其中 2 代表集聚

單位的數量，3 代表集聚單位的倍數。同理，圖（5b）的問題為：每條淺綠色數棒有 3 個正立

方體，2 條淺綠色數棒共有幾個正立方體，其計算式為 3 × 2 = 6 亦即共有 6 個正立方體，其中 3

                                                      
1
 本文所列五點之教學功能其表達的數學觀念，雖然分散於國小、國中、高中之數學課程，但本研究團隊

認為這些操作皆可適用於國小一年級至國小三年級的學童，主要的目的為透過做中學的方式提升學童學

習數學的興趣。在國小一年級至國小三年級學童的操作課程中，不需提及國中、高中之數學專有名詞，

例如：「和的平方公式」…等。然而，國中、高中之數學教師，則可利用本研究之教學法，表達抽象之數

學觀念。 
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代表集聚單位的數量，2 代表集聚單位的倍數。圖 6 為乘法交換律合併圖，對於幼兒與低年級

的同學皆可用點數之方式，得到共有 6 個正立方體的結果。綜合以上所言，我們可得乘法交換

律為 2 × 3 = 3 × 2 = 6。 

 

（5a）3 個紅色數棒 （5b）2 個淺綠色數棒 

圖 5  乘法交換律分解圖 

 

（6a）3 個紅色數棒 （6b）2 個淺綠色數棒 

圖 6  乘法交換律合併圖 

(三) 乘法與面積（正方形與長方形） 

以圖（3a）為例，對角線的 3 個白色正方形，左下方的正方形面積為 1 × 1 = 1 平方公分；

右上方的正方形面積為 3 × 3 = 9 平方公分，其面積亦可由點數而得 9 平方公分。中上方紅色的

長方形面積為 3 × 2 = 6 平方公分，其面積亦可由點數而得 6 平方公分。圖 4 中其餘的正方形與

長方形皆可用相同方法計算或點數而求得其面積，換言之，傳統抽象的九九乘法表與正方形、

長方形面積的計算存在密切的關聯性，此一關聯透過「幾何九九乘法表」的呈現必能一目了然。 

(四) 代數與面積 

「和的平方公式」 (a + b)
2  

= a
2 
+ 2ab + b

2是一個代數問題，還記得當年數學老師在黑板上，

按部就班地計算其結果，老師講得很清楚同學們卻聽得很模糊，因為這些都是抽象的數學符號，

難以理解此公式之意涵。若能輔以幾何圖形說明之，同學們必能恍然大悟立即瞭解此公式所代

表的意義。圖 7 是一個邊長為 (a + b) 的正方形，其面積為 (a + b)
2
 平方單位。另一方面，此一

正方形可以分割成 4 個幾何圖形，左下方是一個邊長為 a 的正方形，其面積為 a
2 平方單位；
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紅色的長方形其寬與長分別為 a 與 b，面積為 ab 平方單位，共有 2 個相等的紅色長方形，故面

積為 2ab 平方單位；右上方是一個邊長為 b 的正方形，其面積為 b
2平方單位，因此，這 4 個

幾何圖形的面積和為 a
2 
+ 2ab + b

2。換言之，利用「幾何九九乘法表」可以證明 (a + b)
2
 = a

2 
+ 2ab 

+ b
2等式成立。以圖（2b）為例：正方形面積為 (1 + 2)

2
 = 1

2
 + 2 × 1 × 2 + 2

2平方單位，如此一

來，同學們不但瞭解此公式之意涵，更能對此公式產生深刻的印象。 

 

圖 7  代數與面積 

(五) (1 + 2 + 3 + … + n)
2
 = 1

3 
+ 2

3 
+ 3

3 
+ … + n

3之發現與說明 

此一抽象之代數證明題，數學老師會用數學歸納法（mathematical induction） 證明之。然

而，本文之「幾何九九乘法表」亦能加速同學對此代數關係之瞭解。圖 8（步驟 1） 為 (1 + 2)
2
 

= 1
3 
+ 2

3之說明，如下所示：圖（8a）合併圖中試問共有幾個單位量為 1 的正立方體？答案為 (1 

+ 2)
2
 = 9 個正立方體，透過圖（8b）分解圖將原圖拆解為 4 部分，再將 2 個紅色之長方體堆疊

在右上方之白色長方體上，即可得圖（8c）立體圖為 2 個正立方體（一小、一大），試問圖（8c） 

中 2 個正立方體是由幾個單位量為 1 的正立方體所組成？答案是 1
3 
+ 2

3
 = 9，換言之，圖 8 說明

了 (1 + 2)
2
 = 1

3 
+ 2

3等式成立。 

 

（8a）合併圖 （8b）分解圖 （8c）立體圖 

圖 8  代數說明（步驟 1） 

圖 9（步驟 2）為 (1 + 2 + 3)
2
 = 1

3 
+ 2

3 
+ 3

3之說明，如下所示：圖（9a）合併圖中試問共有

幾個單位量為 1 的正立方體？答案為 (1 + 2 + 3)
2
 = 36 個正立方體，透過圖（9b）分解圖將原圖

拆解為 9 部分，左下方 4 部分只需依步驟 1 為之即可，再將右中紅色長方體與右下方淺綠色長

方體以及中上方紅色長方體與左上方淺綠色長方體堆疊在右上方之白色長方體上，即可得圖 
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（9c）立體圖為 3 個正立方體（一小、一中、一大），試問圖（9c）中 3 個正立方體是由幾個單

位量為 1 的正立方體所組成？答案是 1
3 
+ 2

3 
+ 3

3
 = 36，換言之，圖 9 說明了 (1 + 2 + 3)

2
 = 1

3 
+ 2

3 

+ 3
3等式成立。以此觀念類推，則可發現 (1 + 2 + 3 + … + n)

2
 = 1

3 
+ 2

3 
+ 3

3 
+ … + n

3等式成立。 

 

（9a）合併圖 （9b）分解圖 （9c）立體圖 

圖 9  代數說明（步驟 2） 

肆、結論與建議 

專注力是學習的根本，數學教具之使用，尤其是本研究首創之「幾何九九乘法表」玩數學

的創新教學法，更是培養學童專注力與提升學習興趣的最佳利器，自然地建立學童的自信心，

進而使得學童的數學成就、學習績效與創新能力油然而生，更重要的是學童皆具備「帶著走」

的數學能力。 

「幾何九九乘法表」不但是個融合「數與量」、「幾何」、「代數」與「立方體」等數學內容

的創新數學教具；更符合 NCTM（2000）所提好的數學教具必須具備：幫助學童明瞭數學觀念、

學童能夠互相溝通數學想法、瞭解數學觀念間的連結性與協助學童明白生活中處處充滿數學等

4 項功能。特別是第參節第二小節中所提「幾何九九乘法表」之 5 項教學功能，充分表達「數

與量」、「幾何」、「代數」與「立方體」間的關連性。將代數中抽象難懂的數學符號，以簡單明

瞭的平面、立體實物呈現，對於學童的數學學習將產生事半功倍之成效。 

數學能力之培育並非一蹴可幾，著實需要數學老師費盡心力教導之。本研究希望扮演拋磚

引玉之角色，激發數學老師們的創意與巧思，精進於數學教學法之創新；更建議老師們皆能應

用「幾何九九乘法表」於數學教學中，達到把每一位學生都帶上來的教育目標。 
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