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用。 
5. 針對多數學生特定迷思概念之教學引

導，如學生易有的錯誤型態及如何釐

清觀念等。 
6. 介紹國內外數學教育現況。 
 

二、本刊內容以充實高中、國中與小學數學教

學、課程與教材為主，以提供所有關心數

學教育人士之教學資源與參考依據。 
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序言 

TJMT 需要老師們的回響 – 請用你的實務來評論學理 

李源順 
台北市立教育大學數學資訊教育學系 

 

回想多年前，我在上林福來老師的課的時候，林老師時常用學理來剖析我

們所提出的問題。當時我心裏一直在想，我的實務經驗是它有許多的例外情形，

學理不可能永遠都是對的。之後自己在進行研究的過程中，有一天，我的同事告

訴我一件事，「他覺得學理和實務不一樣，一點都ＸＸ不通。」學理和實務的不

一致似乎存在你和我之間。 

這些年來對教學實務的研究，讓我對學理和實務有一點初淺的體認。理論

在某時候是可以幫助教學實務，使教學可以教得“更好”，但是要去體會真的很不

容易。同時，個人發現許多人都是用學理來評論教學實務，出發點當然很好。但

是，我們也可以反向思考「用你我的教學實務來評論學理」，讓大家知道學理在

運用時所可能遭受到的困難，讓學理做一些“調整”，或者讓學理說明清楚“假設

條件是什麼”(把邏輯推理若 P 則 q 中的 p 說得更清楚一點)。 

我也知道要在教學實務現場的老師提起筆來有點困難。第一：一般的老師

不太敢評論學者的研究；第二：很多老師真的很忙；第三：有些老師不寫文章很

久了。但是這件事和學理一樣：「凡事總有例外」。總有一些老師勇於說出自己的

想法，有一些老師不是永遠沒空，有一些老師的文筆不錯。TJMT 請這些老師為

大家發聲吧！TJMT 請這些老師造福其他不敢發聲的老師吧！ 

TJMT 請這些老師們，說出、寫出、並投出你們教學上的困難在那裏，你試

著怎麼改進，又碰到什麼困難？好讓學者思考如何解決教學上的困難。TJMT 請

這些老師們評論你們對教學研究上的看法，教學研究上的學理，在你的教學上有

那些困難？請具體的說出來，不限文章格式。 

本期的內容有四篇：楊德清的「從兒童迷思概念談數常識之教學經驗分
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享」、王劍和武海蓬的「哥德爾：數學和邏輯領域中的跋涉者」、閻依萍的「一個

國小教師對『九九乘法』的看法」、以及陳志瑲的「三年級面積概念之應用」，這

四篇都是具有教學實務和學理的文章。我們期待大家（老師們、學者）對這些文

章提出一些回應。也期望大家提出一些老師們常碰到的問題，大家共同思考問題

的癥結在那裏？例如，老師在黑板上畫了各式各樣的四邊形，然後問學生什麼是

四邊形（第一次問這個問題）？有些學生回答，有四個邊，四個角，四個頂點（可

能是一個學生回答，也可能是分由不同學生回答），之後，有學生說「有兩個邊

一樣長」，「四個角合來是 360 度」。請問老師思考學生反應和教學上的一些問題。 

TJMT 需要老師們的回響 – 請用你的實務來評論學理。 
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從兒童迷思概念談數常識之教學經驗分享 

楊德清 

國立嘉義大學數學教育研究所教授 

壹、 前言 

數常識之教與學已被許多國家視為小學數學教育的主要目標之一，而其教學精

神更與九年一貫的理念相契合(徐俊仁和楊德清，2000)。因此如何發展數常識相關

之教學活動以融入數學課程中，以及發展能夠有效率地進行這些教學活動，進而幫

助兒童發展數常識能力之教學模式，實為當務之急。  

數字常識並不是數學課程中的一個新主題，而是教與學方法上的改變。數常識

教學重視學習者的學習過程，主張兒童應該有意義地學習數字與運算的概念，並且

能夠將此種理解應用於日常生活情境中，而不只是汲汲於尋求「標準答案」；重視學

生思考層面的多元化，而不只是機械式的使用公式或規則以獲得答案；同時鼓勵兒

童發展「創造式」的解法，而不只是教師「供給式」的學習模式（Reys,et al., 1991）。 

貳、 兒童迷思概念之探討 

數常識教學之所以受到重視，乃是由於傳統的數學教育太過於強調程序性技能

的獲得，因而忽略了陳述性知識的培養，以致於兒童缺乏思考、判斷的能力。誠如

許多數學教育家的主張：思考的過程要比答案的獲得更重要，數學的學習應該是強

調概念的理解，而不只是機械式地練習以尋求正確的答案(Altizer-Tuning, 1984; 

Bezuk & Cramer, 1989; Cherry, 2001; Markovits & Sowder, 1994; Sowder, 1988)。因此

在教學的過程中，教師應重視的是如何協助兒童概念的發展，而不是熟稔計算的技

能，畢竟正確的答案並不代表理解。例如：例如，楊德清（2000, 2002）的研究顯示，

當要求學生不需使用紙筆計算的方式去判斷 534.6×0.545＝291357 之小數點的位置

時，多數的學生皆提供了錯誤的答案，經研究者進一步的追問，以深入瞭解學生的

通訊作者：楊德清 dcyang@mail.ncyu.edu.tw 
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思考過程，乃發現了問題的癥結之所在： 

這個 534.6 有 1 位小數，而 0.545 有 3 位小數。則這兩個 

數目相乘的結果應該有 1＋3＝4 位小數，所以答案是 29.1357。 

或 

這個數字(指 534.6)有 1 位小數，而這個數字(指 0.545)有 

3 位小數，所以相乘的結果應該有 1＋3＝4 位小數，所以我 

想答案應該是 2913.57。 

雖然少數學生可以給予正確的答案，但是其解題過程仍無法跳脫算則的巢臼： 

        被乘數有 1 位小數，乘數有 3 位小數，所以本來應該有四位 

小數才對。因為 6×5＝30，因為 0 沒有寫上去，所以小數點 

變為 3 位。所以答案為 291.357。 

從上述的結果可以發現兒童的迷思概念乃在於傳統的教學裡，教科書習慣性地

告訴兒童：「當兩數相乘時，其乘積之小數位數乃是由被乘數與乘數之小數位數相

加所得，同時由右至左數其位數以決定小數點之位置」。此迷思概念正反應了：過

度的強調算則的教學或計算技巧，將侷限了兒童對數字與運算的理解，以及思考與

判斷答案合理性的能力，亦即阻礙了兒童數常識能力的發展(Burns, 1994; Markovits 

& Sowder, 1994; Reys & Yang, 1998)。 

參、 教學經驗之分享 

誠如許多數學教育家的主張：思考的過程要比答案的獲得更重要，數學的學習

應該是強調概念的理解，而不只是機械式地練習以尋求正確的答案(Altizer-Tuning, 

1984; Cramer, et al., 2002; Cherry, 2001; Sowder, 1988)。 因此在教學的過程中，教師

應重視的是如何協助兒童概念的發展，而不是熟稔計算的技能，畢竟正確的答案並

不能代表真正的理解。 

那麼教師應如何有效的運用數常識教學活動於教室，以協助兒童發展數常識

呢？教學並沒有唯一的捷徑，亦沒有唯一正確的教學法，唯端賴教師們從教學行動
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中不斷的反省檢討，不斷的學習，以修正我們的教學方法。以下將從研究者多年的

實務與研究經驗，分享教學心得：  

一、 培養自己隨時具教學反思能力的教學者 

NCTM(2000)之學習原則認為：有效率的學習者能夠從錯誤中反思與學習。同

樣地，有效率的教學者亦能從教學中進行反思，隨時掌握學習者的狀況，能夠隨時

隨地發現問題，並尋求解決的策略。教師在教學中或教學後嘗試寫下反思札記，以

隨時讓自己有機會進行反思是不錯的方式。例如： 

　  　 有時研究者雖然想有效地引導學生發表自己的解題方法，但卻仍 

　 　 有許多不盡理想之處。例如：在教學時，研究者對「
4
1
和

8
2
是不 

　  　 是同樣的大小？」這樣的教學方式，應該改為「
4
1
和下面哪一個答 

　  　 案是同樣的大小呢？」，我想會是較理想的方式（890929 反省札記） 

藉由上述的教學反省札記，教師可以經常反省以思考如何改進教學。 

二、 教師必須為學生創造良好的學習情境，方能幫助學生學習 

許多學者（Anghileri, 2000; Reys, et al.,1991; Yang, 2002, 2003; 楊德清，2002)主

張數常識教學應強調學習的過程。教師應營造自然的學習情境與愉快的室內對話氣

氛，以鼓勵學生積極從事數學概念的探索、參與討論的意願，以啟發學生思考和推

理的能力，讓師生從質疑與辯證的互動中，檢視過程或答案的合理性。因此，欲鼓

勵學生進行有意義的學習，教師必須創造一個良好與安全之學習情境，提供學生探

索問題的空間，讓學生有思考、辯證、質疑的機會，從討論的環境中發展與修正自

己的觀點，發展屬於自己的知識，引導學生成為自己學習的主宰者，如此之教學情

境對兒童數常識之發展，才是最好的途徑。誠如美國數學教師協會在「學校數學原

則與標準」(PSSM)之 教學原則中所提到的：「有效率的數學教學必須瞭解學生所要

學的知識及如何學習，並且要不斷的挑戰及支持他們，讓他們能學習的更好。」

（NCTM, 2000，p.16）。 
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三、 教師在有效率的教學過程中扮演一個極為重要的角色-佈題者，引導者，而非解

題者(NCTM, 2000) 

教師在教學的過程中應清楚的瞭解本身所扮演的角色，為佈題者，以及鼓勵同

學進行合作解題，分享彼此的想法。是引導學生學習，而不是為他們解題。誠如

Sowder（1992）的主張：我們應該運用一種非直接的教學方法，以協助學生發展數常識。

而此種非直接的教學法即是重視學生的學習過程，是一種幫助學生察覺、探索、思考、

了解的學習歷程。因此教師於教學的過程中是引導者，引導學生往正確的方向前進。此

正與九年一貫數學學習領域之課程目標的精神「數學學習活動應讓所有學生都能積極參

與討論，激盪各種想法，激發創造力，明確表達想法，強化合理判斷的思維與理性溝通

的能力，期在社會互動的過程中建立數學知識」相呼應。例如：下列之教學討論中，教

師扮演的角色是追問者：「為什麼呢？」以及 

 S3：
10
3
比較接近

2
1
。 

 T：好，為什麼呢？ 

 S3：請看我們的圖形(參考圖 1)因為
10
3
差

10
2
就是

2
1
了。 

 T：耶，
10
3
差

10
2
就是

2
1
了，然後呢？ 

 S：可是
4
3
離

2
1
感覺就較遠了，所以答案是

10
3
比較接近

2
1
。 

                　　　　　　　　　　　　　　 (891027 之教學活動) 

 

           

圖 1： 以圖形及符號表徵的方式解釋　  

引導者，鼓勵學生發表想法，而不是為學生解題。 
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四、 運用「重覆」與「回應」技巧，引導班級討論的進行 

研究者認為教師在引導班級進行討論時，若有必要時應協助學生清楚的表達（重覆）

想法，使得每一位學生都能聽得清楚，並藉以集中學生注意的焦點；如果學生回答

的內容太過粗略，教師為了讓問題更明確，也為了引導學生能夠使用數學語言來溝

通，所以可運用「回應」（Resnick, 1983）技巧，將學生所提出的問題，傳達出更精

確的意義，以引導討論的進行。例如：學生的發表不夠清楚時，教師可適時協助學

生釐清發言內容。 

 S：（第四組的杰陞）這裡才
10
1
啊（指箭頭的另一端）！ 

 T：好，這裡才
10
1
，那這裡有沒有可能是

10
5
？ 

 S：不可能。 

 T：為什麼不可能呢？ 

 S：因為
10
5
比

10
1
大。（有些同學回答） 

五、 請學生寫「數學日誌」以記錄學習心得，如此可以幫助學生自我反省 

　　數學日誌可以幫助學生反省學習心得，培養學生寫作的技巧，亦可以紀錄他們

在課堂進行中沒有表達出來的想法。學生的數學日誌更可以幫助教師做為反省教學

方式，教學內容與改進教學之用。同時數學日誌更可用以幫助教師瞭解學生的學習

心態，學習成效，與確定教學活動是否有助於他們的學習。例如:  

　我們以前的觀念，就是
5
1
比

6
1
大，那

5
4
就比

6
5
大，可是我們聽 

到上一次聖茲解釋說，如果剩下的
5
1
比

6
1
大，那用去的部分就會 

比較小，
6
1
比

5
1
小，那用去的部份就會比較大。這時我們就用聖 

茲說過的，用剩下的來比較。」    　　　 （筱詩的數學日誌） 

但是我聽班上的聖茲說
6
5
剩下的部份比

5
4
小，所以

6
5
大。」 

　               　　　　　　　　　　　　　　 （俊億的數學日誌） 

藉由上述的數學日誌可以幫助教師更清楚的瞭解學生的學習情形。 
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六、 教師必需具備充足的數常識 

數學教師必需具備深厚的數學背景與能力已被非常重視，誠如 Ma(1999)在她的

一本書「Knowing and teaching elementary mathematic」中已清楚明白地強調學科知

識的重要性，特別是數學教師應具有的數學素養。研究者亦認為教師欲幫助兒童發

展數常識能力，則教師必須首先具備穩固的與深厚的數常識。由於數學教室的學習

情況是千變萬化的，教師必須從學生的討論中隨時掌握情況，瞭解學生的迷思概念，

問題癥結之所在，並在適當時機適時介入以引導學生獲得正確的數學知識。例如：「當

沒有任何一小組的同學可以提供正確答案時，教師仍須有耐心地等待與聆聽學生的

解題方法與解釋，並思考如何配合學生的反應以引導學生發展正確的數學概念。教

師唯有具備堅實的數常識概念，方能知道何時與如何引導學生發展正確的思考方向

(891027 教學反思)」。 

肆、 結論 

教學是一門藝術、亦是一門學問，它沒有固定的模式，教學之妙，存乎一心；更何

況教學情境因人、事、時、地、物之不同而有顯著之差異存在。故如何營造良好之學習

情境，以利學生之學習，以及協助兒童發展數常識能力，端賴教師臨場之應變與反思能

力。 

    子曰：「學而不思則惘，思而不學則怠」，意思是說只知學習而不思考所學為何，

此種學習只是惘然而已；…。此種情境猶如傳統的數學教學，只知一昧地強調熟稔

數學公式的重要，強調解題速度、解題技巧、與快速地獲得答案。然而此種不重視

學習歷程，不強調理解，其學習結果往往是知其然而不知其所以然？的確，教師在

教學過程中應該思考如何讓學生能夠”學而後思，思而後學”，兩者並行，使學生的

學習達到完美的境界，以發揮教學的功效。 
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紀念哥德爾誕辰一百周年！ 

哥德爾：數學和邏輯領域中的跋涉者 

王劍   山東師範大學數學科學學院  講師 

武海蓬 山東師範大學數學科學學院 

摘  要 

哥德爾作為繼亞裏斯多德、萊布尼茨以來最偉大的邏輯學家，從正面或

反面部分地解答了 20 世紀初在數學和邏輯領域最根本的問題。他的成果影響

和推動影響和推動了數學基礎和數理邏輯近 70 年的發展，同時對電腦科學和

科學哲學等眾多學科領域已經產生並將繼續產生深刻的影響。 

關鍵字：哥德爾、數學、邏輯 

壹、 前言 

2002 年美國《時代週刊》上列出了 20 世紀震撼人類思想的四大偉人，他

們是愛因斯坦、圖靈、凱恩斯和哥德爾。對於物理學家愛因斯坦、電腦專家

圖靈以及經濟學家凱恩斯的工作，一般人都略知一二，但大多數人對作為數

學家和邏輯學家的哥德爾的思想就知之甚少。哈佛大學在授予哥德爾榮譽博

士學位的時候，稱他為“二十世紀最有意義的數學真理的發現者（指哥德爾不

完全性定理，作者注），……，近一個多世紀以來，唯一把真正基本的科學貢

獻與異常深奧準確的哲學探討相結合的人”[1]，由此就可以看出他思想成果的

重要性。下面我們就追尋哥德爾走過的學術道路，感受他在數學和邏輯學領

域所進行的思想跋涉。 

通訊作者：王劍 7676dyj@sina.com 
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貳、 走進數學和邏輯的殿堂 

    庫爾特.弗雷德里希.哥德爾 (Kurt.Friedrich.Gödel)於 1906 年 4 月生於奧匈

帝國的布爾諾。他的才智及其對理論問題的濃厚興趣很早就顯露出來，由於

他經常提出問題，家裏人稱他 “為什麼先生”。 

1924 年哥德爾到維也納大學學習。在維也納大學，哥德爾的興趣和聰明

才智得到了充分的施展。他參加了以攻讀 B.羅素的專著《數學的哲學導論》

為中心的討論班，這使他得到了良好的數學和邏輯的思維訓練。在 1926—1928

年期間哥德爾還參加了維也納 M.石裏克的哲學討論班，但他並不贊成石裏克

的邏輯實證主義，並且很快建立了自己的哲學觀點。在這兩個小組的經歷使

得哥德爾養成了從哲學層面思考數學和邏輯問題的習慣，引領他開始走進數

學和邏輯的神聖殿堂。哥德爾的老師 H.哈恩對於哥德爾走上數學和邏輯的研

究之路也有重要的影響，哈恩的研究興趣主要是集合論、數學基礎、邏輯和

科學哲學，這在知識背景方面給了哥德爾直接的影響。 

但是，時代背景對於哥德爾確定研究方向、開始數學和邏輯的人生跋涉

之旅，起了決定性的作用。20 世紀初，集合論悖論特別是羅素悖論的出現，

震動了整個西方數學界和邏輯學界。羅素悖論的通俗形式為理髮師悖論，即

一個理髮師宣佈只給自己不給自己理髮的人理髮，問這個理髮師是否給自己

理髮？，理髮師是否給自己理髮是個不能判定的問題。它徹底摧毀了人們對

於邏輯學是絕對真理的幻想，因為只要對它稍作分析，就會發現只要用邏輯

術語來代替集合論術語，羅素悖論就要直接牽涉到邏輯理論本身，從而衝擊

了數學和邏輯這兩門一向被認為嚴謹的學科。為了解決集合論悖論給數學基

礎帶來的危機，希爾伯特及其學派制定了一個把數學建立在可靠基礎上的方
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案，這一方案是要把數學理論進行形式化處理，建立起相應的形式公理系統，

並且用有限方法研究形式系統的完全性（由公理出發能得到所有的相關真命

題）、相容性（公理集和定理集都無矛盾）和判定性等問題。這些形式公理系

統共同的邏輯基礎是一階古典謂詞演算。當時人們已證明了謂詞演算的可靠

性(或一致性)，即任意一個邏輯定理在所有的解釋(或賦值)下都是真的(或普遍

有效的)。但是，謂詞演算是否具有完全性呢？也就是說，謂詞演算中的普遍

有效命題是否都為邏輯定理呢？這是 1920 年前後人們關注的一個重大理論問

題，直至 1928 年它仍然沒有獲得解決。這個難題吸引著當時最優秀的數學家

和邏輯學家。時代的呼喚使得哥德爾勇敢地選擇了這個難題作為自己的博士

論文，從此他也真正開始了自己的數學和邏輯人生。  

    1929 年夏季， 23 歲的哥德爾肯定地解決了這一問題，證明了謂詞演算

的完全性定理：對於謂詞演算的任一命題集合 S 而言， S 是相容的當且僅當

S 有模型。這一結果對於希爾伯特方案是一個有力支持，因為它表明了希爾伯

特所依據的邏輯基礎是既可靠又完全的一門獨立數學理論。證明完全性定理

的關鍵在於哥德爾敢於突破當時的數學傳統（即元定理只允許使用有限方法

給出證明，不允許使用排中律與無限方法），大膽地採用無限方法。對此，哥

德爾曾在給王浩的信中說道，“我解決完全性定理在於我的哲學思想先進，不

拘泥於有限方法，而並不是我的數學方法比別人高明。”[1]這就啟發我們在數

學教育中要鼓勵學生敢於對原有的數學知識和方法做出批判， 從而培養學生

的創新精神。由此，哥德爾在 1930 年 2 月獲得了博士學位。 

哥德爾完全性定理（Gödel’s completeness theorem）是關於形式系統的整

體特徵性定理，它在謂詞演算的語法概念與語義概念之間架起了一座橋樑，
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這裏語法概念指形式系統，語義概念指數學模型，也就是說，哥德爾定理在

形式系統與數學模型之間架起了一座橋樑。這對於試圖以公理化化方法構建

數學基礎的形式主義學派是一個莫大的鼓舞。希爾伯特，形式主義學派的領

軍人物，確信他的元數學（證明論）將會成功地確立全部數學的相容性和完

全性。1930 年夏天，在柯尼斯堡接受“榮譽市民” 的受禮儀式上，希爾伯特堅

定地說出一句話：“我們必須知道，我們必將知道。” [2] 哥德爾的完全性定理

似乎表明曙光就要到來。 

參、 站在數學和邏輯的頂峰 

但就在 1931 年，哥德爾發表的論文卻打開了“潘朵拉的盒子”。在《論〈數

學原理〉及有關系統的形式不可判定命題》的論文中提出了兩個驚人的結論：

第一不完全性定理（任何包含自然數的形式系統，如果是相容的，則是不完

備的）和第二不完全性定理（如果一個包含自然數的公理系統是相容的，那

麼這種相容性在該系統內是不能判定的）[3]。這篇論文是哥德爾最重要的學術

論文，標誌著他的數學和邏輯人生到達了輝煌的頂峰。第一不完全性定理所

指的自然數形式系統也就是皮亞諾算術系統（記為 P），定理的意思就是：如

果 P 是相容（無矛盾）的，則存在一個算術的形式命題 A（A 為 P 中一個命

題）和 A 的否定（ A）在 P 中都不能被證明。第二定理是第一定理的一個

推論，也就是說一個公理系統的相容性必須在更大的公理系統內才能證明。 

哥德爾不完全性定理（Gödel’s incompleteness theorem）是哥德爾在解決

懷特海提出的一個邏輯問題時所得出的一個否定性思想成果。集合論悖論出

現以後，羅素與懷特海創立了邏輯主義學派，試圖消除集合論悖論。他們的
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一個基本思想就是讓原先那個包含悖論的邏輯體系作為更大的邏輯體系的子

集合，在新的邏輯體系中就消除了原來的悖論。這樣做的結果，新的邏輯體

系又會產生新的悖論，於是懷特海就提出了下面的問題：這樣的邏輯體系一

層一層地構造下去，以至於無窮，是否就可消除悖論呢？哥德爾不完全性的

定理回答就是使用層層外延法擴張形式邏輯體系並不能清除其總和的悖論！ 

哥德爾不完全性定理的證明思想和結果都有超乎尋常的重要意義。哥德

爾在闡述定理的證明思想時說過：“我們可以注意到一個形式系統的公式在形

式上都表現為基本符號（變數、邏輯常項、括弧或中斷號）的一個有限序列，

從形式的觀點看，所謂證明實際上就是公式的一個有限序列。對於元數學來

說，究竟用什麼東西作為基本符號當然是沒有關係的。我們不妨就用自然數

作為基本符號，如此，一個公式就是一個自然數的有限序列，而證明便是一

個有限的自然數序列的有限序列。據此，元數學的概念（命題）也就變成了

關於自然數或他們的序列的基本概念（命題），從而就可以（至少是部分地）

在（物件）系統本身的符號中得到表示，特別是人們可以證明‘公式’、‘證明’、

‘可證公式’等都可在物件系統中加以定義。”[2]　  

　  我們可以看到，哥德爾把精深的哲學思想和精緻的數學方法巧妙結合起

來，開創了用數學方法（通過映射和遞迴函數）證明邏輯問題的新時代。對

於數理邏輯等領域來說，哥德爾提供了一種數位化的研究方法（映射），能夠

方便地把一些物件（如符號和公式）轉換為自然數或自然數的函數，從而用

自然數的理論來研究有關問題。   

哥德爾不完全性定理是一階邏輯的基本定理，它宣告了形式主義和邏輯

主義等學派的失敗，數學知識不可能完全由形式公理化方法得到，一個形式
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公理系統要麼不完備，要麼有矛盾，換句話說數學不可能有一勞永逸的邏輯

基礎。對此，外爾曾經悲歎地說道：“上帝是存在的，因為數學無疑是相容的；

魔鬼也是存在的，因為我們不能證明這種相容性。”[1]  

   哥德爾第一不完全性定理是最重要的，它有多個不同的版本。比如下面的

兩種說法： 

    “如果一個形式系統足以容納數論且無矛盾，則該系統必定是不完備的。” 

    “任何一個相容的數學形式化系統中，只要它強到足以定義自然數的概念，

就可以構造出在該體系中既不能證明也不能證偽的命題。” 

     下面我們分析一些對該定理常見的誤解，澄清一些模糊認識，以便加深對

整個數學的理解，從而形成正確的數學觀，更好地從事數學教育。 

誤解一：“所有的公理系統都是不完備的”，這是最常見的錯誤。歐氏幾何

就可以被公理化為一個完整的形式系統。 

     誤解二：“所有包含自然數的公理系統都是不完備的”，這也是錯誤的。第

一不完全定理僅假設公理系統能“定義”自然數，很多包含自然數的系統，例如

“實數”和“複數”都有完備的公理化系統。 

    誤解三：“我們永遠無法證明一個公理系統無矛盾”，這同樣是錯誤的。該

定理只表明我們不能從系統的內部證明相容性，但可以通過其他系統和方法

給出證明。例如，數論中的皮亞諾公理不能在數論範圍內被證明，但可在集

合論系統中被證明。這就啟發我們要引導學生從聯繫的觀點考慮問題，在解

決一個領域的數學問題時要善於引入別的領域的概念和方法，善於利用不同

數學分支的工具和思想解決問題。 

哥德爾不完全性定理是數學和邏輯研究的一個里程碑。 
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首先，它在人類歷史上第一次分清了真理和可證是兩個不同的概念。從

語法上講，A 與 A 都是不可證的，而從語義上，A 與 A 必然有一個是真

的。對於形式系統而言，“可證性是一個機械的思維過程，而真理性則是一個

能動的和無窮的思維過程，二者具有質的不同。”[4]  。 

其次，它揭示出任何形式系統都不能把所有的經驗知識都包括無遺，總

有一個問題從形式系統的公理出發得不到判定，這深刻地揭示了形式化方法

的局限性，把人們對數學真理的認識推向了一個嶄新的層次。但這並不代表

公理化方法失效了，更不能得出用“哥德爾不完全性定理”革“公理化體系之命”

的謬論！如果哥德爾不完全性定理表明公理化方法失效了，那麼我們如何去

相信這本身來自於公理化方法的哥德爾不完全性定理呢？ 哥德爾不完全性定

理也不能成為一些教育極端主義者在數學課程改革中隨意處理數學內容、甚

至讓數學變的無形式化和無邏輯化的理論根據。 

最後，哥德爾不完全性定理的影響是穿越時空和跨學科的。2002 年北京

國際數學家大會，著名物理學家霍金的報告就是《哥德爾與Ｍ理論》。霍金認

為，建立一個描述宇宙的大統一理論是不可能的，霍金說他的這一推測正是

基於數學領域的哥德爾不完全性定理。 

哥德爾不完全性定理由於其對數學和邏輯產生的巨大影響而在 20 世紀科

學史上留下了濃重的一筆。著名物理學家 J.惠勒評論道：“如果到了西元 5000

年，宇宙仍然存在，而且知識仍然放射出光芒的話，人們就將仍然把哥德爾

和科恩的工作（指哥德爾的不完全性定理和科恩的連續統假設相對於集合論

公理的獨立性證明）看作是一切知識的中心。”[2] 

肆、 開創數學和邏輯研究的黃金時代 
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由於不完全性定理的重要影響，從 1931 年起，哥德爾與馮.諾伊曼、P.伯

奈斯、 E.F.策梅羅和 A.塔斯基等著名數理邏輯學家建立了良好的關係。他們

的交流促進了數理邏輯的發展，擴大了這一學科的影響，並使哥德爾開創的

方向到現在仍然是這一學科的主要研究領域。哥德爾深刻的思想和超凡的洞

察力使他的研究始終面向數學和邏輯領域中的根本問題。 

1932 哥德爾發表論文“對於理論邏輯判定問題的一個特別情況”，說明了

邏輯判定問題的可解情況。1933 年發表論文“關於謂詞邏輯演算的判定問題”

給出了謂詞演算中可判定問題的最重要表達形式。所謂謂詞演算的判定問題

就是尋找一個一般的方法，對於任意給定的命題，我們都可以在有限步驟內

判定它是否為真。這些結果對於數學形式系統可判定性問題做出了奠基性工

作，對數學、邏輯和電腦等學科都產生了重要影響。1935 年哥德爾證明了選

擇公理對於通常集合論公理系統的相容性，這對於公理化集合論的研究也是

一個新的突破，大大加深了我們對公理關係的理解。1936 年，哥德爾證明了

加速度定理（或證明長度定理），即對於類型和強度都逐漸增加的系統：S1，

S2，…，Sn，Sn＋1，…，在 Sn 與 Sn+1 中都存在多個命題，它們在系統 Sn

與 Sn+1 中都是可證的，但在 Sn+1 的證明長度要比 Sn 中的長度短得多,這一

結果對於電腦科學有著重要影響，將會大大提高電腦的運行速度。1942 年哥

德爾做出了“在有窮類型論中選擇公理的獨立性證明”，這同樣對於增加我們對

集合公理的理解有重要意義。這段時間，哥德爾還對直覺主義邏輯等領域做

出了重要貢獻。1944 年，哥德爾在他的一篇哲學性論文“羅素的數理邏輯”[2]

中著重分析了羅素的邏輯思想發展，指出了數理邏輯在實際發展中曾採取的

方法，他說“…最重要的簡單類型論和公理化集合論，它們二者至少在這個範



台灣數學教師電子期刊 2006, 第七期 

 19

圍內是成功的，即它們允許推導現代數學同時避免一切已知的悖論．但許多

跡象只是更加清楚地表明，一些原始的概念尚需進一步闡明”[5]，這是對邏輯

主義中肯的評價。 

1940 年前後，哥德爾對連續統問題所作的探索是繼不完全性定理以後做

出的又一重大貢獻。由康托提出的連續統的基數(勢)到底等於什麼呢？這是一

個未解決的重大數學問題，也是希爾伯特提出的指引 20 世紀數學發展的 23

個數學問題中的第一個問題。連續統問題可表述為每個實數集合 R 的無窮子

集合，或者與自然數集合對等(存在一一映射，即兩者的基數相等)，或者與全

體實數組成的集合對等。對於這一問題，哥德爾所取得的重大成果是（廣義）

連續統假設與集合論的通常公理系統(包括選擇公理)是相容的，也就是說連續

統假設不假。在證明過程中，哥德爾引進了可構成集合、可構成公理等重要

概念，從而開創了集合論研究的新方法和新方向（內模型方法，相當於用歐

氏幾何去構造非歐幾何）。在這些結果與方法的基礎上，P.J.科恩在 1963 年創

立了力迫方法，證明了廣義連續統假設相對於通常集合論公理是獨立的（即

連續統假設不真）。哥德爾和科恩的工作表明連續統假設在目前的集合論公理

中是一個不可判定命題，這就是 100 多年以來，人們連續統假設的主要認識。 

值得指出的是，早在 1947 年，哥德爾就憑藉超凡的洞察力指出連續統假

設可能是一個不可判定命題。在“什麼是康托爾的連續統問題？”這一篇重要的

哲學論文中，哥德爾指出：“對於 ZF 公理系統來講，連續統問題的最終解答

很可能就是一種不可判定性性，這一結果並不代表問題的解決，只是意味著

現行的公理系統沒有包括那個實在的完全描述，可能存在就其證明的結果來

說是如此豐富的其他公理，它照亮整個領域並產生這樣強有力的解決問題的



台灣數學教師電子期刊 2006, 第七期 

 20

方法，……與大量的蘊涵連續統假設的否定似乎真的命題相反，沒有一個已

知的似乎真的命題蘊涵連續統假設，……在新的公理系統中有可能否證連續

統假設。”[5]哥德爾 60 多年前的論斷，仍然是當今集合論學者研究的中心課題。 

哥德爾的這些工作，開創了數學基礎和數理邏輯研究的黃金時代。在他思想

的指引下，人們得出了一系列關於數學和邏輯的深刻成果，形成了許多數學

和邏輯的分支，大大加深了我們對於數學本質和邏輯的認識。 

伍、 從數學和邏輯走向哲學 

1943 年以後，哥德爾逐漸把注意力轉向數學哲學、科學哲學乃至一般的

哲學問題。當然他仍然密切關注著數學和邏輯的進展，比如 1958 年他研究了

有限方法的擴充，1963 年審閱並推薦了 P.J.科恩的論文“連續統假設的獨立

性”， 1973 年評述了 A.魯賓遜創立的非標準分析。哥德爾的這些評述對數理

邏輯的發展起到了積極的推動作用。 

  哥德爾把注意力轉向哲學是他進行數學和邏輯跋涉的必然歸宿。因為他在

數學和邏輯領域所做的探索都是著眼於根本性的問題。這就要求他必須進行

深刻而細緻地哲學思考才能得到問題的解決方案，因此，他的每一個學術成

果，都蘊含著豐富而深刻的哲學思想。哲學思考已經成為了哥德爾的一種探

索問題的基本態度。事實上，在數學哲學研究領域，哥德爾一般被認為是一

個客觀主義者，魯賓遜稱他是當代最傑出的柏拉圖主義者。在到達數學和邏

輯的頂峰以後，對自己和別人的成果進行哲學思考、探究其中更本質的原理

也就成為哥德爾一個自覺的行動，可以說，對於科學本質的孜孜追求，促使

哥德爾必然把精力投向哲學。在哲學中，哥德爾所推崇的 5 種好品格“善取捨、
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求準確、棄偏見、慎試驗、有膽魄” ，也正是他獻身數學和邏輯研究的真實寫

照。 

需要強調的是，從表面看來，哥德爾的這種研究轉向是從輝煌到平淡的

回歸，其實這是哥德爾為了追尋數學和邏輯乃至一般自然科學和社會科學根

本原理的必然選擇，是另一段輝煌的開始。限於篇幅，在這裏不作詳細介紹，

筆者願意另行撰文探討。有興趣的讀者可以閱讀《哥德爾文集》，通過該文集，

我們必將更加深入地走進哥德爾的精神世界，進一步感悟他在數學和邏輯領

域的思想歷程。 

   綜上所述，哥德爾作為繼亞里斯多德、萊布尼茨以來最偉大的邏輯學家

影響將是深遠的，他的工作從正面或反面部分地解答了 20 世紀初在數學基礎

方面最根本的問題。他以精闢的哲學思想和精湛的數學方法把數學和邏輯結

合起來，使它們從較為分散的研究工作擴大為獨立的學科，並且產生了若干

研究分支，影響和推動了數學基礎和數理邏輯近 70 年的發展，同時對電腦科

學和科學哲學等眾多學科領域已經產生並將繼續產生深刻的影響。 

參考資料 

王浩、哥德爾和康宏逵譯（1997）。上海譯文出版社 

劉曉力（2000）。邏輯人生—哥德爾。上海譯文出版社。 

胡作玄（2000）。20 世紀數學思想。山東教育出版社。 

李文林（2002）。數學史概論。高等教育出版社。 

《哥德爾文集》第一卷、第二卷、第三卷和第四卷。 
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老師教得有感覺，學生學得有意義！ 

一個國小教師對『九九乘法』的看法 

閻依萍 

國立台北教育大學附設實驗國民小學 

     

最近新聞炒得很熱的話題是小二回復教九九乘法，在我與同事交換心得感想

是新聞媒體並沒有全面性了解國小教師在教學現場的實際狀況。回頭翻翻教育部

64 年版國民小學數學課程標準、82 年國民小學數學課程標準、91 年國民中小學

數學學習領域暫行綱要及 92 年國民中小學九年一貫課程綱要正式版，試將有關

初步引入乘法學習整理如下： 

 

第二學年：理解使用乘法的情境而構成乘法九九 
64 年版 

教材綱要 乘法的初步意義。2 到 9 的乘法表的構造。 

低年級目標：瞭解乘法的意義，並應用乘法表解決問題。 
82 年版 

二年級教材綱要 2 到 9 的基本乘法。查乘法表寫出計算結果。 

 

91 年暫綱 

分段能力指標 

N-1-4 能理解乘法的意義並解決生活中簡單（積≤ 100）的整數倍問

題。 

N-1-03 能理解乘法的意義，並解決生活中簡單整數倍的問題。 

N-1-06 九九乘法 

N-1-07 能理解乘法直式計算 

92 年正綱 

二年級分年細目  

2-n-06 能理解乘法的意義，使用×、＝作橫式記錄，並解決生活中

的問題。 

2-n-08 能理解九九乘法。 

通訊作者：閻依萍 Sunny0618@mail.nttclbs.tp.edu.tw
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三年級分年細目  

3-n-03 能熟練三位數乘以一位數的直式計算，並解決二位數乘以二

位數的乘法問題。  

 

 

  綜合以上教育部所頒行有關乘法學習目標看來，在運用九九乘法前都要能理

解九九乘法的意義，並不是盲目的讓學生沒有意義的背誦「二一得二、二二得四…

二九一十八」。這是在教育現場的老師都知道的事情，唯一比較不同的是 82 年版

九九乘法是用查表的方式，強調學生必須先理解再背誦，不要因為強調九九乘法

而忽略情境與意義的了解。 

    對一個不懂九九乘法的小孩來說，他要強背九九乘法的困難，就有如我們要

背底下的表格。以下的表格是擷取 NCTM(2003)和 Fuson(2003)在非負整數運算

中發展數學能力中提出的表格:想想看，我們能知道其中的規律嗎?如果沒有了解

規律原理原則就要我們背起來，這樣的難度就像要小孩強背九九乘法表而不告訴

他背後原理原則的困難是一樣的。   

 

表一：從數字 C 到 CL 的乘法表。 

 C D E F G H I J K CL 

C C D E F G H I J K CL 

D D F H J CL CD CF CH CJ DL 

E E H K CD CG CJ DC DF DI EL 

F F J CD CH DL DF DJ ED EH FL 

G G CL CG DL DG EL EG FL FG GL 

H H CD FJ DF EL EH FD FJ GF HL 

I I CF DC DJ EG FD FK GH HE IL 
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J J CH DF ED FL FJ GH HF ID JL 

K K CJ DI EH FG GF HE ID JC KL 

CL CL DL EL FL GL HL IL JL KL CLL 

                

從表一我們可以看出用有限的機械方法「記憶乘法事實」觀點會有的問題。

表一.使用一張類似字母表的表格來呈現乘法乘積︰假定你將學習一個新的乘法

組合的計算表(C、D、E、 F、G、H、L、J、K)。我們假裝你並不知道這項任務

的答案。注意這表格，且明白全部和學習這些機械性記憶的兩個刺激物有關事實

回應的干擾。那些任務是難以應付的，因為那些「數字」看起來非常的相似(對

年輕的孩子來說，他們就像 1、2、3、4…等等一樣)。注視這表格一會，並想想

你可以怎樣以另一種方法去著手這項難以應付的任務。看看你是否能找到的全部

規律。你看見乘以 C 的規律嗎？(注意最上排或最左列)。你看見乘以 CL 的規律

嗎？(看最後一列或最後一排)。注意有趣的 G 的規律。你能找到 D 的規律嗎？E

和 F 的規律更令人難解。K 有一種令人驚嘆的規律；你能解釋它嗎？  

表格裡的一些規律如下︰  

一、C 只是複製和所乘以相同一樣乘積的數目。 

二、乘以 CL 則只是加上 L，因此 D 變成 DL，E 變成為 EL…等等。  

三、G 的乘積則是在個位的位置由 G 和 L 交替出現；十位的位置則有兩次 C、

兩次 D，兩次 E…等等。  

四、在 K 的規律中，十位的位置增加一，個位的位置則減少一個；十位和個位

的和是 K。   

    這種規律的發生是因為任何值(n×9)只不過是[(n×10)－(n×1)]。用英語數目

單詞和數目來看，2 個 9 是 2 個 10－2＝20－2＝18，3 個 9 是 3 個 10－3＝30

－3＝27…等等。 

    在解釋上面的規則是否有加深你的印象呢？比其一開始什麼都不知道的情
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況，現在是不是好背了一些呢？至少知其所以然吧！ 

    再者，小朋友在學習乘法的情境都是由加法而來，一開始在學生沒有學到×

符號時，學生依照自己舊有的經驗，當然是用加法做紀錄， 

  

舉例：一隻手有 5 根手指頭，兩隻手有 5+5=10 根手指頭 

      一隻青蛙有四條腿，八隻青蛙有 4+4+4+4+4+4+4+4=32 條腿 

 

  加法的算法是老師還沒有正式教學前每位學生都會的方式解題，此時老師再

引導學生「倍的概念」，如青蛙問題中有八個 4，就是「4 的八倍」，計成「4×8」。

學生要學習使用「×」來做紀錄，但是計算過程方面還是可以用他們所熟悉的「連

加法」。當連加法計算繁複且容易在計算過程中出錯誤，造成一個環節錯，全盤

皆錯的情況下，了解連加法是較耗時又耗力情況下，「九九乘法表」的價值就會

創造出來的。學生知道這項投資是穩賺不賠的，就會心甘情願的去背誦九九乘法

表。許多家長常跑來問老師：九九乘法要不要背？當然要背！在四年級除法的直

式計算時，也要靠乘法的經驗才能加速學習。只是我們要問的是學生是在什麼情

況之下被要求去背九九乘法表？過與不及都不好，在教學現場呈現兩極化的現

象。有些學生早在家長及補習班的「不能輸在起跑點上」的觀念，在小一或是幼

稚園階段就開始背誦「九九乘法表」，這樣的學生進入教室中，當老師出個題目

給他（她），他就直覺寫出答案，你請他解釋，學生反應：「就是這樣啊，因為背

過九九乘法，答案就出來了。」短時間看來，這樣好像也不錯，這單元學得真好，

但是如果老師稍微在題目中多加一個無關的條件或是一張考卷中有加法、減法及

乘法，只有死背九九乘法的學生可能就會開始跌倒了，因為在平常訓練有素的情

況下是不需要去思考題目的，這單元是「乘法」，就全部用乘的，肯定沒問題。

不及的部份則是大家所詬病的「葡萄算法」，因為沒有要求背「九九乘法表」，所

以慢慢加，82 年版一直到第三階段(6-7 年級)能力指標才有「能嘗試理解乘、除

的直式算則」，也就是在六年級前都要忍受學生慢慢加的策略，甚至有些老師認
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為課本所提供的所有策略學生都要學會且習作都要配合習作來寫步驟，造成學生

與家長的困擾，大家有數學越學越倒退的感嘆。 

  以下就列出小朋友在用九九乘法表常見的錯誤分析： 

    2 

    12 

  × 6   因為「位值概念不清」，背二六得 12，紀錄成「寫 1 進 2」，然後再 

81       六一得六。加 2，等於 8。 

   

  15         13 0  

   × 5       ×    8    「加法」影響，「5×5」算成「5+5」、「8×0」算成「8+0」。 

   50    1 0 4 8     

以下列出讓學生熟練九九乘法表的一些方法： 

一、讓學生完成九九乘法表的表格，讓學生去發現規律的地方。如被乘數和乘

數顛倒不會影響答案。如 9×3 忘記了，可以從 3×9 去想。 

二、自己製作九九乘法表的小卡，正面寫        ，背面寫答案         可以

獨自學習或是兩兩合作競賽，以遊戲方式來背誦九九乘法表，讓學生將答

案提取的過程變成自動化。 

三、利用學生喜歡上網玩電腦遊戲的心理，網站打入關鍵字-九九乘法軟體，可

以馬上小試伸手。 

四、老師每天上數學課前，全班抽問九九乘法表。 

五、老師以數學日誌的方式，給一個算式，要學生利用算式設計題目，檢驗單

位量與單位數是否清楚。 

 

  九年一貫正式綱要已經在小一正式登場了，暑假過後升上小二的學生開始要

學習乘法，我們希望看到的是理解與運算並重，九年一貫總體目標是要培養學生

的演算能力、抽象能力、推理能力與溝通能力。以往台灣最引以為傲的數學計算

4×5 20 
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能力我們希望能帶起來外，在國際評比的重要指標之ㄧ是解決問題的能力，也要

能夠提升。陳竹村(民 92)提到台灣學生在國際評比測驗 TIMSS-1999 報告書是名

列前茅，但是調查結果台灣數學教育偏於講述式教學、且學生喜愛數學的程度並

沒有跟評比成績成正比，且這樣的教學法會降低學生的推理能力與、解決非例行

性的能力與降低學生的創造力。 

  因此在教學評量中鼓勵放進一些非例形性題目，讓學生在不同真實情境中應

用問題，而不只是磨練計算能力。要學生「知其然，知其所以然」，有成功解題

經驗，學生成就感與信心自然會提升。 
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三年級面積概念之應用 

陳志瑲 

南崁國民小學 

壹、 前言 

    面積是用來表達一固定區域的覆蓋程度或覆蓋面大小的量感。三年級的面積

教學單元流程主要是先讓學童進行無空隙的平面鋪設的經驗，再利用疊合、切割

及移補來比較兩相異平面圖形的大小，進而培養面積的量感，最後透過平方公分

板進行面積的實測。但是教材中的平面圖形都是學童較常見且有規則的四邊形

（正方形、長方形、菱形、平行四邊形及等腰梯形），其計算方法主要是以點算

法【圖 1：正方形、長方形】和移補法【圖 2：平行四邊形、菱形、箏形及等腰

梯形】為主，對於不規則多邊形面積的求法並未提及。不過教材中的教學活動有

提出正方形能切割成兩個大小相等的直角三角形，來讓學童了解直角三角形面積

是正方形面積的一半【圖 3】，教師若能進一步推演出長方形面積和直角三角形

面積的關係【圖 4】，不但可以強化學童紮實的三角形面積概念，學童還可以利

用直角三角形面積概念來與其它多邊形面積進行連結，使學童從不規則多邊形面

積的求法的操作中，利用直角三角形面積和多邊形圖形面積之間的特性，建構思

考如何解決多邊形面積的問題。本單元中由於大部分的學童都是利用點算 1 ㎝ 2

的正方形面積和切割移補（二個相等面積的直角三角形可以形成一正方形面積或

長方形面積）的方法來求出圖形面積，對於不規則的多邊形面積就無法提出解決

策略，故教師若能利用長方形（正方形）和直角三角形之間的關係，就可以提供

學童運用不同的方法來解決多邊形圖形面積大小的問題。 

 

 

通訊作者：陳志瑲 chiang013@yahoo.com.tw
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圖 1-1 正方形（點算法） 

 

 

 

作法： 

 3 × 3＝9 

 

  Ans：12 ㎝ 2  

圖 1-2 長方形（點算法） 

 

 

 

作法： 

 4 × 3＝12 

 

  Ans：12 ㎝ 2  

圖 2-1 平行四邊形（移補法） 

 

 

 

作法： 

將右方的一個三角形移到左 

  方填補一個三角形，即形成 

  一個長方形。 

長方形面積 3 × 3＝9 

 

  Ans：4 ㎝ 2  

圖 2-2 菱形（移補法） 

 

 
 

作法： 

將下方的二個三角

圖 2-3 箏形（移補法） 

 

 

作法： 

將右方的二個三角形移到 

圖 2-4 等腰梯形（移補法） 

 

 

 

作法： 

將右方的一個三角形移到左 
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形移到 

  上方填補二個三角

形，即 

  形成一個正方形。 

正方形面積 2 × 2＝4 

  Ans：4 ㎝ 2  

 

  左方填補二個三角形，即

  形成一個長方形。 

長方形面積 2 × 4＝8 

 

  Ans：8 ㎝ 2  

  方填補一個三角形，即形成 

  一個長方形。 

長方形面積 4 × 3＝12 

 

  Ans：12 ㎝ 2  

圖 3：透過正方形切割成二個全等的等腰直角三角形，使學童理解正方形面積是由兩個

全等 

      的等腰直角三角形拼湊在一起，建構等腰直角三角形的面積是正方形面積的一

半。 

      
 

圖 4：透過長方形切割成二個全等的直角三角形，使學童理解長方形面積是由兩個全等

      的直角三角形拼湊在一起，建構直角三角形的面積是長方形面積的一半。 

    

    
 

 

由圖 3 和圖 4 歸納：直角三角形面積可由長方形面積（正方形面積）的一半求得。  
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貳、 設計動機 

  三年級的面積教學單元中，主要是以點算法和移補法為主的教學方法，來計

算出圖形面積的大小。布題上如果出現不規則的幾何平面圖形，學生並無法利用

上述兩種方法來解決問題，部分的教師同樣會出現該如何解決不規則平面圖形的

疑惑，於是為了解決多邊形圖形的面積大小問題，於是針對不規則多邊形圖形做

為本單元的延伸活動，利用直角三角形和長方形（正方形）的關係提出累加法、

填補扣除法和扣除法來提供給各位教師作為參考，希望能對大家有所助益。茲以

三角形【圖 5】、四邊形【圖 6】、五邊形【圖 7】為例，活動分述如下： 

一、 透過平方公分板的切割進行三角形面積的實測 

圖 5-1：移補法 

 

     
作法： 

 將右方的一個直角三角形移到左方

填補 

   一個直角三角形，即形成一個正方

形。 

 2 × 2＝4 

 

  Ans：4 ㎝ 2  

 

圖 5-2：累加法 

 

     

作法： 

 切割成二個三角形後，再相加 

  3＋1＝4 

 

  Ans：4 ㎝ 2  

3 ㎝ 2  1 ㎝ 2  
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圖 5-3：扣除法 

 

     

作法： 

 算出長方形面積 4 × 2＝8 

 8－(3＋1)＝4 

  Ans：4 ㎝ 2  

圖 5-4：全體扣除法 

 

         

作法： 

 算出長方形面積 4 × 2＝8 

 8－(4＋2)＝2 

  Ans：2 ㎝ 2  

二、 透過平方公分板的切割進行四邊形面積的實測 

圖 6-1：累加法 

 

     

 

作法： 

 切割成 4 塊直角三角形 

 3＋3＋1＋3＝10 

 

  Ans：10 ㎝ 2  

 

圖 6-2：全體扣除法 

 

        

 

作法： 

 長方形面積 5 × 4＝20 

 20－(3＋3＋1＋3)＝10 

 

  Ans：10 ㎝ 2  

3 ㎝ 2  

1 ㎝ 2

3 ㎝ 2

3 ㎝ 2

 

1 ㎝ 2 4 ㎝ 2

 

3 ㎝ 2  

3 ㎝ 2  

1 ㎝ 2  

3 ㎝ 2  
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圖 6-3：填補扣除法 

 

 

作法： 

填補黑色圖形部分擴展成直角三角形， 

  再扣除 1 ㎝ 2 的正方形 

 6＋3＋3＋(6－1)＝17 

  Ans：17 ㎝ 2  

圖 6-4：全體扣除法  

  

 

作法： 

 長方形面積 7 × 5＝35 

 35－(6＋3＋6＋3)＝17 

       

  Ans：17 ㎝ 2  

三、 透過平方公分板的切割進行五邊形面積的實測 

圖 7-1：累加法 

 

     

 

 

圖 7-2：全體扣除法 

       

 

 

(6－1)㎝ 2  

3 ㎝ 2

6 ㎝ 2  

3 ㎝ 2  6 ㎝ 2

3 ㎝ 2

6 ㎝ 2

3 ㎝ 2

3 ㎝ 2 3 ㎝ 2

2 ㎝ 2

2 ㎝ 2

2 ㎝ 2

1 ㎝ 2

2 ㎝ 2  

1 ㎝ 2  4 ㎝ 2  
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作法： 

 切割成 4 塊直角三角形和一個正方

形 

 (2＋1＋3＋2)＋4＝12 

 

        Ans：12 ㎝ 2  

 

 

作法： 

長方形面積 5 × 4＝20 

 20－(2＋1＋3＋2)＝12 

       

  Ans：12 ㎝ 2  

圖 7-3：累加法 

 

      

 

 

作法： 

 切割成 5 塊直角三角形及中間區塊 

 (1＋2＋2＋1＋2)＋7＝15 

       

   Ans：15 ㎝ 2  

 

 

圖 7-4：全體扣除法 

 

      

 

 

作法： 

 長方形面積 5 × 5＝25 

 25－(1＋2＋2＋1＋2＋2)＝15 

       

   Ans：15 ㎝ 2  

1 ㎝ 2  

2 ㎝ 2  

2 ㎝ 2

1 ㎝ 2

2 ㎝ 2  

7 ㎝ 2  

2 ㎝ 2  

2 ㎝ 2

2 ㎝ 2

2 ㎝ 2

1 ㎝ 2

1 ㎝ 2
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圖 7-5：填補扣除法 

 

   

 
 

作法： 

 填補黑色圖形部分擴展成長方形，

再扣除 

   1 ㎝ 2 的正方形 

 2＋4＋3＋1＋2＋（12－1）＝23 

       

  Ans：23 ㎝ 2  

圖 7-6：全體扣除法 

 

    

 
 

作法： 

 長方形面積 6 × 6＝36 

 36－（2＋4＋3＋1＋1＋2）＝23 

       

   Ans：23 ㎝ 2  

 

參、 結語 

    三年級學童從平分公分板的大小來培養面積的量感，從直接比較二圖形面積

的大小開始學習面積的意義，進而學會點算 1 平方公分來實測面積的大小，並在

本單元的教材中長方形（正方形）和直角三角形之間的概念關係有進一步的了

解，所以對較有規則圖形面積大小的點算較沒有困難。但對於不規則圖形的面積

4 ㎝ 2

3 ㎝ 2

2 ㎝ 2  

2 ㎝ 2  

1 ㎝ 2  

(12-1)㎝ 2  

2 ㎝ 2

4 ㎝ 2

3 ㎝ 2

1 ㎝ 2

2 ㎝ 2

1 ㎝ 2
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求法感到困難而無從下手，當學會從圖形的內部進行切割，再將各區塊的直角三

角形（有時會有數個小正方形）加在一起而求出答案，對教材內容才有更多一些

的認知，但有時切割難度太高【註 1】及不能剛好都切割成直角三角形而發生問

題【註 2】，因為必須填補成直角三角形（或長方形），再進行扣除填補的區塊，

以計算出多邊形的圖形面積。雖然大多數的學童都能了解切割－填補－扣除的意

義，但常常會忘記扣除重複的圖形的面積，而使得計數發生錯誤，無法正確算出

答案，造成面積點算的迷思【註 3】。 

    本活動主要是透過直角三角形的特性來介紹移補法、累加法、填補扣除法及

全體扣除法，所以在進行之前必須讓學童先建立直角三角形和長方形（正方形）

的關係，然後透過切割才能求面積的大小。本活動主要是要利用全體扣除法的策

略來進行面積的實測，在實測之前必先將多邊形圖形框成一長方形，再將圖形外

部的直角三角形（有時會有數個小正方形）扣除，以求出答案。希望學童在利用

全體扣除法的時候，可以與移補法、累加法及填補扣除法互相比較，建立平面圖

形面積的多樣的解法，並從操作中學習思考多邊形面積其它的解題方式，以提昇

學童的解題策略與思考推理的能力。 

 

【註 1】切割難度太高 

切割成 5 塊直角三角形後，剩下的部份可

點算出 1 ㎝ 2 的正方形個數而求出答案，

但切割的難度太高，不是學童能輕易就切

割成功。 

 

【註 2】無法全部切割成直角三角形

切割成 3 塊直角三角形後，第 4 塊無

法形成直角三角形而不會計算。 
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【註 3】錯誤的迷思 

下圖中的四邊形由內部切割成 4塊直角三

角形，但中間的紅色斜線部分面積是重複

的區塊，大多的學童常會忘記扣除，而無

法算出正確答案，因而造成學童的迷思現

象。 

  

 

作法： 6＋3＋6＋3＝18 

       18－1（常忘記扣除）＝17 ㎝ 2

    

 

 

 

6 ㎝ 2

3 ㎝ 26 ㎝ 2  

3 ㎝ 2  
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一、 2006/12/14~2006/12/16 

第二十二屆中華民國科學教育學術研討會 

地點：國立臺灣師範大學公館校區 

二、 2006/11/03~2006/11/04 

2006 數理教學及師資培育研討會：統整課程教學及師資培育 

地點：國立彰化師範大學白沙大樓國際會議廳 

三、 2006/11/29 

   「創意數學教學」研討會 

   地點：國立屏東教育大學應用數學系 

四、 2006/11/11~2006/11/12 

國科會科教處數學教育成果發表會 

地點：國立臺灣師範大學 

五、 2006/12/05~2006/12/19 

屏東教育大學邀請 Dr. J. W. Wilson 講學 

主題：當代資訊融入數學教學之新趨勢 

地點：國立屏東教育大學數理教育研究所 
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稿 約 

一、本刊徵選之數學教育刊物為： 

（一）本刊以徵選實務性的數學教

育刊物為主，舉凡任何數學創

新教學之方法或策略、數學教

學實務經驗、數學課程設計與

實踐之心得分享等皆為本刊

之首要選擇標的； 

（二）研究文章（包括以實驗、個

案、調查或歷史等研究法所得

之結果，和文獻評論、理論分

析等）； 

（三）短文（包括研究問題評析、

數學教育之構想、書評、論文

批判等）；以及 

（四）其他符合本刊宗旨之文章。 

二、本刊所刊之文章，需為報導原創

性教學或研究成果之正式文章，

且未曾於其他刊物或書籍發表者

（在本刊發表之文章未經台灣數

學教育學會同意，不得再於他處

發表）。 

（一）來稿請注意下列事項： 

1. 來稿請以中文撰寫，力求通

俗易讀，須為電腦打字，每

篇以不超過 6000 字為原則

（特約稿不在此限），以電子

郵件傳送。 

2. 來稿請附中英文篇名、作者

姓名及服務機關，作者姓名

中英文並列，若有一位以上

者，請在作者姓名及服務機

關處加註（1）、（2）、（3）等

對應符號，以便識別，服務

機關請寫正式名稱。 

3. 來稿請附中英文摘要，並於

摘要後列明關鍵詞彙（key 

words），依筆劃順序排序（以

不超過五個為原則），英文關

鍵詞彙則須與中文關鍵詞彙

相對應。 

4. 文稿若為譯文，請附原文影

本及原作者同意函，並請註

明原文出處、原作者姓名及

出版年月。 

5. 凡人名、專有名詞等若為外

語者，第一次使用時，謂用

（）加註原文。外國人名若

未有約定成俗之譯名，請逕

用原文。 

6. 附圖與附釋請於文後，並編

列號碼，並在正文中註明位

置。 

7. 文末參考文獻依作者姓氏分

別編號排序：中、日文依筆

劃多寡排列；西文（英、法、

德…等）依字母順序排列；

若中、日、西文並列時，則

先中、日文後西文。至於參
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考文獻之寫法如下： 

（1）期刊論文，請依下列順序

書寫：作者、出版年（西

元）、論文篇名、期刊名

稱、卷期、頁數。 

例：張湘君（1993）。讀者

反應理論及其對兒童文

學教育的啟示。東師語

文學刊，6，285-307。 

（2）圖書單行本，請依下列順

序書寫：作者、出版年（西

元）、書名、版次、出版地、

出版社、頁數。 

例：張春興（1996）。教育

心理學。台北：東華。頁

64-104。 

8. 稿件順序為：首頁資料（題

目、作者真實姓名及服務機

關、通訊地址及電話；若需

以筆名發表，請註明）、中文

摘要、正文（包括參考文獻

或註釋）、末頁資料（以英文

書明題目、作者姓名及服務

機關、並附英文摘要）及圖

表（編號須與正文中之編號

一致）。 

（二）本刊對來稿有權刪改，不同

意者請在稿件上註明。 

（三）來稿刊出，版權為台灣數學

教育學會所有。 

（四）作者見解，文責自負，不代

表本學會之意見。 

（五）來稿請 e-mail 至：

dcyang@mail.ncyu.edu.tw 

 

 

 

 




