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主要目的在探討一位六年級資優生，對於平均數問題之解題表現。本研究為個案

研究，工作單以平均數問題為主軸，設計基礎題和進階題各五個題目，限於篇幅

本文僅呈現三題，本研究運用結構式工作單晤談法蒐集資料，並以 Polya 解題步

驟來分析資料。研究結果如下述：「瞭解問題」：個案具有敏銳的洞察力看到問題

的脈絡與核心。「擬定計畫」：個案在看透問題脈絡的關鍵後，能夠擬定完備的解

題計畫，有效的整合題目給予的條件以縮短解題路徑，並獲得正確答案。「驗算

與回顧」：個案在解決問題後有反思的表現或提出其他策略，以回顧答案的合理

性。 

關鍵詞：平均數；資優生；解題表現 
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壹、 研究背景 

美國數學教師協會（National Council of Teachers of Mathematics [NCTM], 2000）所

發表之學校數學原則與標準（Principles and Standards for School Mathematics）中，強調

數學之五大能力的第一項為數學即問題解決（Mathematics as Problem Solving）。我國自

九年一貫以來，數學學習領域課程的目標之一也是在強調能力的養成，培養學生「發展

形成問題與解決數學問題的能力」（中華民國教育部，2000）。學生解題時，如何思考問

題、整合資源，找到通往解題的路徑，甚而在解題的過程中自我省思而獲得新的洞見，

方是數學解題之價值所在。 

數學學習的主要目的在於培養學生解決日常生活問題，而平均數是日常生活中經常

被運用到的數學知識之一。對很多學生來說，處理平均數只是一種計算的行為，而非一

個概念；關於平均數的知識從頭到尾只是一個無創造性的計算公式（Pollatsek, Lima & 

Well, 1981），但平均數的應用範圍很廣泛，並非可以用公式解決所有與平均數相關的

問題。 

研究者認為資優生天生賦與的特質，讓資優生具有厚實的數學知識架構，面對問題

時，應該可以快速的找到問題與概念之間所連接的橋梁而順利解題。Steiner（2006）對

於資優生的解題策略認為，當面對較新奇或非例行性的問題情境時，資優生較一般生能

選擇正確的解題策略，在解題策略的運用上，資優生會使用其原先所具備的概念為基礎，

進行有效率的策略思考與分析，建構自己的解題計劃。本研究的目的旨在於資優生較勇

於嘗試以舊知識或經驗，來解決所面對的問題，經由分析資優個案的解題表現，找出其

解題策略，可以瞭解資優生如何運用各種數學知識去解決問題，也可以使學校教師瞭解

資優生的解題思維。 

本研究對象選擇一位智能優異的國小學生小郡（化名）。由於個案在上、下山的速

率問題裡，藉由對問題的理解與思考後使用舊經驗與知識連結，而得到有創意的解題策

略；小郡過去不曾參與坊間數學相關之補習，因此研究者藉由此個案的特質來探討資優

生在平均數的解題表現。而根據前述之研究目的，本研究所欲探討的問題為：根據個案

資優生在結構式工作單上平均數非例行性問題的解題表現，依據 Polya（1957）解題步

驟中所提出「瞭解問題」、「擬定計畫」和「驗算與回顧」三個面向為分析架構，分析

個案資優生的解題表現為何。 
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貳、 文獻探討 

為探究個案資優生對平均數問題之解題表現，文獻分成數學問題解決、數學解題歷

程與因素、資優生的數學解題和平均數等四項，作為研究者研究時的理論與依據。 

一、數學問題解決 

問題解決可以被視為有兩個組成要素：首先是探索，探索問題中所有可能存在的關

係，並採用歸納策略以幫助發現；其次是確認，利用演繹法證明一般化的綜合歸納，而

對這些相關性予以檢驗確認（Morris, 1983）。｢問題解決（簡稱解題）」是一個複雜的結

構，涉及高層次思維技能，不只是在知識面上回答問題，且存在於許多不同的學科和專

業領域裡，有許多不同的意義（Liu, 1993）。 

Mayer 和 Hegarity（1996）認為數學問題的型態有二：「例行性問題」（routine problem）

與「非例行性問題」（non-routine problem）。「例行性問題」是指問題解決者知道如何解

決這個問題也知道何種解法最適切；「非例行性問題」是指問題者有了問題卻不能立刻

知道如何解決。1977 年美國數學督導協會（National Council of Supervisors of Mathematics 

[NCSM]），制定了一個全國數學教師行動綱領報告，其中提出「解題」是非常重要的，

尤其是在解非例行性的問題。 

Polya（1957）在其所著的「怎樣解題」（How to solve it）一書中，討論了問題解決

的四個階段：（一）理解問題（understanding the problem）；（二）擬定計劃（devising a plan）；

（三）執行計劃（carrying out the plan）；（四）回顧解答（1ooking back）。在第一階段裡，

解題者必需瞭解題意，並識別已知數與未知數，以及題意中所能運用的條件；在第二階

段裡，解題者根據題意，從自我舊經驗中搜尋相關性的問題，而後設計可能成功的計畫；

在第三階段，解題者將計畫付諸實行，並核對步驟的正確性與否；最後，解題者根據題

意的條件，對答案再做一次的驗算與確認（Leblanc, Proudfit, & Putt, 1980）。研究者舉例

說明如後：一輛校車最多能載 45 人，今有 100 位同學要參加旅行， 請問需要幾輛校車

來載？此問題分成四個階段來解析，理解問題：校車最多能載 45 人，是不能超載的，

多出來的人數 10，就要多一輛車來載；擬訂計畫：中低年級學生可能用畫圖來表徵連減

法策略、也可能直接用除法運算（包含除）求商數；執行計畫：得到商 2，餘數 10，正

確是 3 輛車，有些學生回答 2 輛車，也有些回答 2 輛車，剩下位 10 同學，回顧解答：

除了驗算外，反思答案的合理性更重要，回顧是否回答了問題？否則答非所問，不就是



4  臺灣數學教師   第 35 卷第 2 期 

  

沒有回顧答案的合理性？ 

根據 Freudenthal（1991）的觀點，數學活動是一個解決問題的活動，從真實的情境

中去找出問題、組織問題。美國數學教師協會（NCTM, 2000）課程標準指出解題的重

要，並強調所有學生能夠透過解題建立新的數學知識、解決情境中所產生之問題、發展

多樣策略以解決問題與監督和反思解題過程。因此，透過數學解題任務的過程，解題活

動不僅僅是學習數學的目標，也是學習數學的方法，更是學習數學的必要條件。因此，

為深入瞭解數學解題的意涵，本節分為兩部分，第一部份探討數學解題歷程，第二部份

探討非例行性數學解題。 

兒童在入學前就會利用手指或具體物來協助計算，這是兒童生活經驗中的非正式算

術，但在入學後，接觸的是正式的運算過程及公式，對學童而言，較難理解與應用。當

兒童在面對問題時，會很自然的在腦海中浮現解決的方法，這些方法通常是兒童感覺最

容易理解的方式，但這些簡單的、自然的心理過程，卻常常隱藏於兒童的心理層面，形

成另外一種解題能力（Lamon, 2002）。因此兒童常會自創過程（Ginsburg, 1989 ; Groen 

& Resnick, 1977），也就是結合正式與非正式的數學經驗與知識，發明一些方法來解決問

題，而這些自行發明的解題策略，通常具有原創性（因為學生尚未經歷解這些問題的課

程），也常被教師拿來當作引導教學時的參考（Cai, 2005）。 

綜合上述學者觀點，學生透過解決非例行性問題，應用先前學習的概念、知識或原

理來擬定適當的解題策略，從而培養出帶著走的基本能力。 

二、數學解題歷程與影響的因素 

Mayer（1992）從認知心理學的觀點來看數學解題的過程，將其區分成：問題轉譯

（problem translation）、問題整合（problem integration）、解題計畫及監控（solution planning 

and monitoring）、解題執行（solution execution）四階段。Mayer（1992）也強調解文字

題時，問題轉譯需要有語言（linguistic）知識與語意（semantic）知識，問題整合需要有

基模（schematic）知識，解題計畫及監控需要有策略（strategies）知識，解題執行則需

有程序性（procedural）知識。 

Schoenfeld（1985）強調數學解題需要考慮四個變因：資源（resources）、捷思

（heuristics）、監控（control）及信念系統（belief system）。 
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(一)資源 

是指解題者所擁有的數學知識能有效地解決問題，包括了數學事實、程序及技巧等

訊息。 

(二)捷思 

是指捷思策略而言，許多的解題研究都非常重視受試者在解題歷程所使用的捷思策

略（即一般的解題技巧和策略）；例如：圖示、與所利用的相關問題與所重新形成的問

題等。 

(三)監控 

是指著重解題者在解題時，如何決定計畫、如何選擇目標和次目標，以及如何評估

解題結果等方面，包括計畫、監控、決策的評估與有意識的後設認知行為。Schoenfeld

（1985）認為控制的因素與心理學上的後設認知能力有相當大的關連性。 

(四)信念系統 

是指解題者對於數學的觀點，其決定性的因素，包含關於自己、關於環境、關於題

材與關於數學等決定個體的解題行為。 

 

說明例：某水果商以每斤 40 元的價格買進水果 50 斤，依過去的經驗，有些水果因

損壞而賣不出去，而賣出去的比率是 80%，水果如果想賺 20%，每斤應該賣多少元？ 

研究者說明如下： 

資源：  （計算出成本為 2000 元） 

    （計算出可賣出水果的斤數） 

    （計算賺 20%的總金額） 

捷思：  => （元） 

（透過賺 20%的總金額，回推一斤單價） 

監控：  

（檢驗本金的 120%是否等於售價×賣出的重量數） 

信念：某些學生認為，題目中敘述水果有 20%沒有賣完，卻要賺 20%，必定不可能，所

以相信無解。可見，有此信念，影響了他們解題的表現與動機。從另一觀點，學
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生的解題資源不足，也會影響了他們的解題信念。東西沒有賣完，只要售價夠高，

還是有可能賺取利潤，有了這樣的解題先備知識，比較不會有錯誤的信念。 

    因此研究者認為：解題者在解非例行性問題時，思考問題、整合資源以找到通往解

題的路徑，甚至藉由解題過程中自我省思並獲得新的洞見，這樣才能稱為有意義的學

習。 

三、資優生的數學解題特質與策略 

Borkowski 與 Peck（1986）指出，大多數成功的資優生通常能夠了解自己的認知歷

程，且能把握適當的時機，運用最適當的策略解決問題。因此，在解題策略的應用上，

資優生會使用原先所具備的概念為基礎，建構自己的解題計畫（Steiner, 2006）。 

    Davis 與 Rimm（2004）統整出許多資優生的特質，與解題較有關的特質如下： 

（一）優異的分析能力與卓越的推理、解題能力。 

（二）使用抽象、複雜與具邏輯性的高層次思考能力與有效率的解題策略。 

（三）具有洞察力、看見問題的架構、歸納規律並推廣到其他問題。 

（四）自我反思、較佳的自覺與後設認知能力。 

（五）具有創意與想像力，探究為何（why）以及如何（how）。 

    Polya（1957）認為成功的解題主要來自於擬定一個可行的策略，策略可能是逐漸地

形成，也可能是在不成功的嘗試及一段時間的醞釀之後，瞬間突然產生的靈感

（inspiration）。所謂的解題策略是指在數學解題的歷程中，對一個特殊的非例行性問題，

擬定一個適當的解題計畫（黃敏晃，1987）。 

Steiner（2006）對於資優生的解題策略指出，當其面對較新奇的非例行性問題時，

資優生通常比一般生更能選擇正確的解題策略，在解題策略的運用上，資優生會運用其

原先所具備的數學知識，進行有效率的策略思考與分析，建構出自己的解題計畫。例如

Grouws（2011）的「約翰買了一些蘋果。如果，每顆價錢為 0.3 美元，他會剩下 3 美元；

若每顆 0.4 美元則會不夠 1 美元。請問，約翰買了多少顆蘋果？」中，一般解法應是 0.3

美元和 0.4 美元為 0.1 美元之價差是影響約翰剩下 3 美元和不夠 1 美元，所以 0.3x＋3＝

0.4x－1，經過移項成 0.1x＝4，故 4 ÷ 0.1＝40；而也有個學生的解法為 
4

0.1
 ＝ 40，此種

解法即說明總價差＝單價差×個數。 
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四、平均數 

本研究所指的平均數係指算數平均數，為深入瞭解平均數，分為平均數的意義與平

均數的學習表現。 

(一)平均數的意義 

 Russell 與 Mokros（1990）將平均數分類為五種不同的概念：平均數視為眾數

（average as mode），平均數視為演算法（average as algorithm），平均數視為合理性的

（average as reasonable），平均數視為中點（average as midpoint）及平均數視為平衡點

（average as point of balance）。 

而 Russell 與 Mokros（1990）進一步指出：「眾數思維」（modal-thinking）的學生，

沒有注意到資料數據的一個整體性，只關注個別的數據值；將平均數視為演算法的學生

無法連接計算程序和資料中的原始數據；而將平均數視為合理性的學生傾向於認為平均

數是一個近似值而不是可以計算的；甚至將平均數視為中點或是平衡點的學生太強化了

平均數的概念。 

(二)平均數的實證研究 

關於平均數的實證研究，Mevarech（1983）發現有一些大學生在求 n 個數的平均數

時，他們把 n 個數加起來再除以個數（n），沒有考慮這 n 個樣本大小是否一樣，計算其

平均數時需經加權（引自劉秋木，1996；Watson & Moritz, 2000）。例如：「電梯裡有 4

位女生和 6 位男生；女生平均體重為 120 磅，男生平均體重為 180 磅，問：電梯裡的這

十個人的平均體重為多少？」此題利用加權平均數的概念，先以男生的平均體重 × 人

數 = 男生總體重，以女生的平均體重×人數=女生總體重，相加之後除以總人數。 

上述大學生有不理想的表現，再看看以下高二學生的表現：在問題「Edith 的五次

考試平均為 80 分，他的下一次必須考幾分，才能將平均提高到 81 分？（National 

Assessment of Educational Progtess，簡稱 NAEP，第四次測驗）」Brown 與 Silver（1989）

發現，高二學生答對率為 24%，解此題要利用平均數與總分的關係來解題，六次總分減

五次的總分，就是第六次的分數，而有 31%的高二學生選擇 85 分這個答案，只考慮前

面五次考試都需增加 1 分，而忽略第六次的成績也會影響最後的平均。 

以下二題是國內國中學生的表現：張少同（2005）以二道問題來分析，問題一「…...，

有一天四人比較誰的班級考得好，對話如下：大明說：『我們班的總分是 2050 分，你們
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班總分 1764 分，我們班考得比較好。』小美接著說：『我們班平均 84 分，你們班平均

82 分，我們班考比較好。』，大華又說：『我們班的最高分比你們班高，我們考得比較好。』，

大昌最後說：『你們班不及格的人多，所以我們班比較好。』請問誰說的最正確？A.大

明 B.小美 C.大華 D.大昌 E.四人都不正確」，雖然選項中的總和（大明）、最大值（大

華）及極端值（大昌）皆是明確的評斷指標，但是仍不及平均數（小美）可以解釋為「代

表性」分數（Pollatsek, A., Lima, S. & Well, A. D., 1981）的有效指標，僅有 3 成 5 左右的

學生能選出正確答案 B，顯示出大多數的國中學生並未能正確理解平均數其具有代表的

意涵的概念。 

問題二：「大雄、靜香、小夫和胖虎一起玩彈珠，小夫數了彈珠共 10 顆，然後說：

『我們平均有 2.5 顆彈珠』靜香接著說：『平分的話不可能有 2.5 顆，頂多平均每個人 2

顆彈珠。』最後胖虎說：『大雄最笨了，分他 1 顆就好，所以平均每人 3 顆。』請問誰

說的最正確？A.小夫 B.靜香 C.胖虎 D.都不正確。」正確答案為 A，答對比例卻只有

11.09%，答案 B 選項卻高達 62.85%，顯示大多數國中生認為實質上只能分到 2 顆，所

以平均可得到 2 顆，犯了「平均數必為整數」的迷思概念。 

再看看 NAEP 測驗七年級學生的結果，「Louise 買了一些軟糖。香草口味的軟糖 1

磅 90 角，買了 2 磅；巧克力口味的軟糖 1 磅 1.6 美元，買了 3 磅。試問平均下來 1 磅軟

糖花費多少元？（NAEP，第四次測驗）」其實題目需要以加權平均值的方式才能計算出

正確答案，答對率僅有 12%；竟然有 25%的七年級學生選擇「重量」的數據直接相加除

以 2，得到「花費」2.5 美元的值。  

研究者認為，根據上述的實證研究對象為大學、中學，有些學生雖能正確計算出平

均數，卻未必能理解平均數實際的意涵，也未必體會平均數、總數、個數之間的關係。 

參、 研究方法 

本章旨在說明本研究所採取的研究方法，以下分成研究方法、研究參與者，結構式

工作單以及資料蒐集與分析，茲分別敘述如下： 

一、研究方法 

本研究為個案研究（case study），旨在探討個案資優生在平均數問題的解題表現，

藉由分析資優生的解題歷程，瞭解資優生的學習潛能。同時為求能夠獲得更完整的研究
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資料，因此本研究採用結構式工作單為基礎的訪談（structured, task-based interview）

（Goldin, 2000）來蒐集資料，藉以幫助研究者能夠根據個案在工作單上的解題表現加以

訪談，以達更深入的探討資優生在平均數問題的解題表現。 

以結構式工作單為基礎的訪談，研究者要先依據主題設計相關的問題並編寫成結構

化的工作單，然後將此工作單提供給個案進行解題，作為研究者進一步訪談的線索，以

深入訪談的方式蒐集資料，探求研究問題以回應研究目的。 

二、研究參與者 

(一)研究對象 

本研究對象小郡（化名），是通過個別智力測驗評量結果在平均數正二個標準差或

百分等級九十七以上的國小一般智能優異的學生，目前學籍在雲林縣普通班六年級。 

    研究者以問題「某人上山速率是200公尺∕分，下山速率是250公尺∕分，請問這趟爬

山的平均速率？」為預試題目。 

    研究者認為個案小郡瞭解速率的公式「距離＝速率×時間」，也察覺到上山距離和下

山距離是一樣的，於是利用未知數x，列出方程式解題，然而個案小郡無法解此方程式，

因此小郡重新思考另一種解題方向，改採數值假設法，即由上山的時間為 x ×  1
1

4
 和下

山的時間為 x，將之虛擬數值化為5分鐘（x ×  1
1

4
）和4分鐘（x），得到虛擬距離為1000

公尺（200×5＝250×4＝1000）；再利用虛擬總距離（1000公尺×2）÷虛擬總時間（4分鐘

+5分鐘）＝平均速率而成功解題。 

研究者認為個案在解題策略的思考上，藉由自己對問題的理解，經由思考並與數學

知識、舊經驗做連結，而形成解題計畫，並嘗試執行。其思考方式不失合理性與正確性，

且表現出喜歡推理與思考，對數學難題具有高度的挑戰興趣及積極的學習態度。而且，

小郡沒有參與坊間與數學相關之補習活動。因此研究者想藉由此個案的特質，探討資優

生在平均數問題中的解題表現。 

(二)研究者 

研究者在數學教育研究所進修期間，因指導教授研究之專業背景以及閱讀學長姊之

相關研究，發現資優生具有喜歡嘗試與挑戰的精神，以及具有積極的態度以面對新的概

念和問題，因此資優生常會自己創造解題策略。所以，依據研究目的與文獻探討以及指

導教授之建議，設計有關平均數問題之結構式工作單，讓個案資優生從事解題，以探究
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資優生內在所隱藏的潛力。 

本研究為質性研究，而質性研究的過程中充滿了不確定性和可變性，必須依靠研究

者本身作為研究工具才能順應這種多變的研究情境（Lincoln & Guba, 1985）。因此，在

整個研究過程中，研究者除了是結構式工作單的設計者外，也扮演了蒐集學生的解題資

料以及深入訪談、分析的角色。研究者在文獻探討中（Goodchild, 1988；Russell  & 

Mokros, 1990）發現學生對於「平均數」的定義多不甚瞭解，多只是用制式的公式來進

行此類問題的運算、解題。所以，個案在工作單上所呈現的所有解題表現是研究者的研

究焦點。因此，個案資優生在解工作單之前，研究者會告知個案盡量詳細寫出解題過程，

可以利用算式、圖畫或是文字說明等等不同的表徵方式呈現。在個案解題結束後，研究

者會根據個案在工作單上的解題紀錄，初步假設其解題運用的策略和想法，進而擬定訪

談架構，再進行深入的訪談，期望透過訪談能適當地引導個案將更深層的想法，或是工

作單解法表達不夠清楚的地方，能夠完整地敘述出來。最後，研究者多次的檢視及修正

所有蒐集的資料，期能分析與呈現出個案最完整的解題表現。 

三、工作單 

(一)設計理念 

    本研究旨在瞭解資優生在平均數問題的解題表現，將研究的焦點聚焦在經由直觀而

呈現自發性的解題表現上。因此，在這個背景支撐之下，依據研究目的、文獻、康軒版

（教科書）的教材內容和課外參考書，將工作單的題目類型分成兩類：平均數應用問題

基礎題和平均數應用問題進階題，各五題。 

(二)設計內容 

研究者根據上述之設計理念，設計了平均數問題的結構式工作單。礙於篇幅，僅呈

現討論的題號 3、6、8 題： 

題號 3：班上男女生共有 50 個人，這次考試成績男生平均 80 分，女生平均 90 分，全班

平均 86 分，請問班上男女生各有多少人？（平均數應用問題基礎題） 

題號 6：氣象台有五個地區的平均雨量值為 138 公厘，已知台北、新竹、台中三個地區

的平均雨量為 148 公厘，且台中、台南、高雄的平均雨量為 127 公厘，請問台

中地區的降雨量是多少？（平均數應用問題進階題） 

題號 8：甲班有幾位同學組隊參加 400 公尺接力賽，如果曉明再快 7 秒，整隊的平均秒
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數是 48 秒；如果曉明慢 9 秒，整隊的平均秒數是 50 秒。請問小明與幾位同學

一起參加接力賽？（平均數應用問題進階題）。 

四、資料蒐集與分析 

(一)資料的蒐集 

    本研究的主要資料來源為解題紀錄與訪談紀錄兩種。解題紀錄係指研究者先就個案

於結構式工作單上的所有解題記錄，分析其數學解題想法和解題策略；訪談紀錄係指研

究者在觀察個案的解題歷程與初始記錄後，擬晤談內容，再對個案進行晤談，並進行持

續追問所運算的源由，以確認個案的解題是否如研究者所分析的思考策略。 

(二)資料的分析 

Polya（1957）提出問題解決分成四個階段：瞭解問題、擬定計劃、執行計劃、以及

回顧。因為執行計畫屬於程序性知識，對於小郡來說，是最簡易的程序，因此採用 Polya

（1957）解題步驟中的三個步驟所提之瞭解問題、擬定計畫和回顧三個面向做為分析之

架構而進行分析、探討資優生在平均數問題中的解題表現。 

為了增進研究的效度，檢驗解答與表徵法是否一致（交叉比對）；而為了增進研究

的信度，則追問：「怎麼證明你的答案是對的？」，並請他提出證據（持續比對）。 

肆、 研究結果與討論 

限於篇幅本章只呈現三個原案，分別為原案三（基礎題）、原案六與八（進階題）

之解題分析。 

一、原案三 

問題 3：班上男女生共有 50 個人，這次考試成績男生平均 80 分，女生平均 90 分，

全班平均 86 分，請問班上男女生各有多少人？ 

(一)個案之解題記錄 
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圖 1  小郡面對問題 3 之解題記錄 

(二)分析個案解題表現 

對於題目中的各種已知條件之間的關係，他是非常清楚的；所以在解題時，個案對

於所寫下的每個算式的涵義都是非常明瞭的。 

1. 了解問題之面向分析 

個案小郡讀題之後，研究者提問「你可以告訴老師題目的意思嗎？」，他回答「就

是用平均數去求出班上男生有幾個，女生有幾個。」，研究者認為，小郡能清楚描述題

目，也抓住破題的關鍵點。 

2. 擬定計畫之面向分析 

研究者請小郡說明解題的過程，他回答「男生平均 80 分，女生平均 90 分，就是只

要一個男生換成一個女生全班的總分就會增加 10 分」我先算出全班總分是 4300 分，然

後再假設全班人都是男生的話，那總分是 4000 分，比全班的總分少了 300 分，因此要

有 30 位女生（300÷10）來補這 300 分。」小郡利用「全班平均」求出總分後，擬定「全

班均為男生」的計畫，算出新總分與原總分比較，求得新總分比原總分少 300 分，再以

「補分」作為解題策略，求得女生人數。 

3. 驗算與回顧之面向分析 

研究者提問「怎麼證明自己的答案是對的？」，小郡回答「男生 20 人乘以 80 分在

加上女生 30 人乘以 90，看看有沒有等於 4300」，他將答案（男生 20 人，女生 30 人）

帶回題目中，驗算答案的合理性。 
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※持續考驗 

研究者接著問「如果將全班假想成全是女生，該怎麼做？」請個案小郡再次解題（如

圖 2），他回答「先算全班的總分是 4300，那全班都是女生的總分就是 4500 分，多出全

班總分 200 分，表示要將 20 位女生換成男生。」 

研究者以「替換主詞」改變策略的方式，個案小郡仍能順利解題。表示他對於題目

中的各種已知條件之間的關係是非常瞭解的，對於自己在解題時所寫下每個算式的涵義

也是非常清楚。 

 

圖 2  小郡面對限制「替換主詞」問題再次解答 

二、原案六 

問題 6：氣象台有五個地區的平均雨量值為 138 公厘，已知台北、新竹、台中三個

地區的平均雨量為 148 公厘，且台中、台南、高雄的平均雨量為 127 公厘，請問台中地

區的降雨量是多少？ 

(一)個案之解題記錄 

 

圖 3  小郡面對問題 6 之解題記錄 
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(二)分析個案解題表現 

運用集合運算中的「交集」、「聯集」整合來解出台中的雨量，在驗證答案時，雖然

也是運用集合運算中的「交集」、「聯集」，但是利用的是不同的條件。 

1. 了解問題之面向分析 

研究者請個案小郡描述題目意思，他回答「已經知道五個地區的平均雨量值為 138

公厘」，要根據台北、新竹、台中三個地區的平均雨量為 148 公厘；台中、台南、高雄

的平均雨量為 127 公厘，這兩組三地區的平均雨量值來求出台中的雨量」。 

2. 擬定計畫之面向分析 

小郡在了解題意之後，並找出題目關鍵，利用集合運算中的「交集」與「聯集」概

念，擬訂解題計畫進行解題。研究者請小郡解釋運算過程，他說「全部的總雨量－台北、

新竹、台中的總雨量＝台南、高雄的總雨量；全部的總雨量－台南、高雄、台中的總雨

量＝台北、新竹的總雨量，最後全部的總雨量－（台南、高雄的總雨量＋台北、新竹地

區的總雨量）就解出台中的雨量了。研究者用以下圖形表徵他的想法（如圖 4）。」。 

 

圖 4  小郡的解題策略 

3. 驗算與回顧之面向分析 

研究者接著問「怎麼證明你的答案是對的？」個案小郡回答「…台北、新竹、台中

三個地區加台中、台南、高雄三個地區，變成六個地區，多出來的一個地區就是台中算

了兩次，所以再把台中的 135 減掉…」由上可知，他在驗證答案時，雖然也是集合運算

中的「交集」、「聯集」，；不過，研究者認為小郡能夠利用不同策略來驗證 ，可見小郡

具有敏銳的洞察力來發現題意的關鍵與歸納、推廣其解題過程，也展現了卓越的分析、
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思考能力，更表現出小郡具備了豐厚的數學概念。研究者將小郡的二種驗算策略，以圖

形表徵之（圖五）。 

 

圖 5  小郡驗算的策略 

三、原案八 

問題 8：甲班有幾位同學組隊參加 400 公尺接力賽，如果曉明再快 7 秒，整隊的平

均秒數是 48 秒；如果曉明慢 9 秒，整隊的平均秒數是 50 秒。請問曉明與幾位同學一起

參加接力賽？ 

(一)個案之解題記錄 

 

圖 6  小郡面對問題 8 之解題記錄 

(二)分析個案解題表現 

洞察個人的秒數會影響到整隊的總秒數，因而也影響到整隊的平均秒數。 
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1. 了解問題之面向分析 

研究者提問「你可以說一下題目的意思嗎？」，小郡讀題後回答「曉明再快 7 秒，

整隊的平均秒數是 48 秒；如果曉明慢 9 秒，整隊的平均秒數是 50 秒，就是曉明個人差

距 16 秒」。研究者發現他瞭解個人的「快 7 秒和慢 9 秒」就是「個人差距 16 秒」的意

涵，因而研究者認為他已有初始的正負數概念。 

2. 擬定計畫之面向分析 

研究者繼續追問「可以再說明一下你的做法嗎？」，小郡回答「因為曉明個人的快 7

秒和慢 9 秒，影響全隊平均秒數從 48 秒變為 50 秒，所以曉明個人差距 16 秒，造成全

隊的平均秒數是 2 秒之差，所以全隊會有 16 除以 2 等於 8 人…」，研究者認為個案小郡

還能從個人時間的差距影響至全隊的平均秒數，這也可以發現個案的平均數概念是完備

的。 

3. 驗算與回顧之面向分析 

研究者提問「怎麼證明你的答案是對的？」，小郡回答「因為題目說如果曉明再快 7

秒，…，整隊的秒數是 384 秒；如果曉明慢 9 秒，…，整隊的秒數是 400 秒；相差…。

16 就是「小明的快 7 秒和慢 9 秒共差距 16 秒」，與原先的假設相同，再結合平均秒數的

差距是 2 秒，與答案 8 人也相符。研究者認為，他求得的答案（8 人）依題意列出算式，

並進行判斷是否符合題目之條件，並能明瞭和解釋每一步驟的概念和細節，正充分展現

了監控反思數學的解題過程。 

伍、 結論與建議 

本章的內容分為兩節：第一節為針對第四章的分析提出研究的結論，第二節為建

議。 

一、結論 

在本研究中，研究者認為：個案具有敏銳的洞察力看到問題的脈絡與核心；在看透

問題脈絡的關鍵後，能夠擬定完備的解題計畫，有效的整合題目給予的條件以縮短解題

路徑。在解決問題後經常有反思的表現或提出其他策略，以回顧答案的合理性。 

    以下將分為瞭解問題、擬定計畫以及回顧三個面向，分述如下： 
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(一)從瞭解問題的面向討論 

個案具有敏銳的洞察力看到問題的脈絡與核心能瞭解題意，方有機會成功的解題。

個案小郡在平均數之基礎題和平均數之進階題兩大類型共十個原案裡，均能成功的解題，

首要關鍵在於小郡讀題之後，均能完全的瞭解題目的意涵，展現出敏銳的洞察力看到問

題的脈絡與核心。 

研究者認為每一個學習者都有著不同的學習歷程和經驗，以及不同的先備知識，這

些先備知識與經驗的差異，使得學習者在面對遷移情境時會有不同的詮釋，因而影響了

學習遷移（transfer of learning）和類化（generalization）的表現情形。而資優生天生賦

與的特質，讓資優生具有厚實的數學知識架構，面對問題時，可以快速的找到問題與問

題之間所連接的橋梁而順利解題。 

在原案三中，個案小郡解「平均與總分問題」時，連結到過去解雞兔同籠問題的經

驗，因而把此「平均與總分問題」題目，看成是相關的問題。雞兔同籠問題與上述平均

與總分問題，情境上雖然不同，但因結構相同，此兩題稱為同構試題（isomorphic problem）

（Reed, 1987）。 

(二)從擬定計畫的面向討論 

擬定完備的解題計畫，有效的整合題目給予的條件以縮短解題路徑。資優生優越的

直觀性，為自己在解某些題目時發揮了甚為重要的角色，降低了問題的複雜性，縮短了

解題的路徑（江奇婉、劉祥通，2011）。Wilder（1984）也強調，沒有直覺就沒有創造力，

而直覺是根基於先備知識發展而來的。John-Steiner（1997）也指出直觀性就好像是資優

生在尚未真正解答前就已經找到了策略一樣。在本研究中，研究者也認為，資優生在解

決問題時，不僅表現出優異的解題策略，在看透問題脈絡的關鍵後，能夠擬定完備的解

題計畫，有效的整合題目給予的條件以縮短解題路徑。 

例如在原案八中，一般的解法是：設 x 人參加接力比賽，所以 50x－9＝48x＋7，經

過移項成 2x＝16，故 16÷2＝8。而小郡察覺「全隊總秒數相差 16 秒」影響到「全隊平

均秒數 2 秒之差」，洞察到「總秒數差÷平均秒數差＝全隊人數」的關係來擬定解題計畫，

也就是 16÷2＝8。無獨有偶，小郡的此種解法，與 Grouws（2011）所介紹的方法有異曲

同工之妙。 

(三)從驗算與回顧的面相討論 

經常有反思的表現或提出其他策略，以回顧答案的合理性。學生的解題過程，後設
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認知（meta-cognition）佔有重要的地位（Hartman, 1998; Lucangeli & Cornoldi, 1997），

回顧解題過程與評估答案，即屬於後設認知。在 Schoenfeld（1985）的相關研究中，認

為控制因素居於解題較關鍵的地位。因此學生是否有好的控制答案合理性的能力，為解

題成功的重要因素。而監控反思數學的解題過程亦是 NCTM（2000）所強調的數學解題

的教學目標之一。 

在本研究中，個案小郡均有進行檢驗答案的合理性與否，而且在檢驗的過程中，每

個數字、每個運算式所表達的含意都非常的清楚。例如，在原案六，小郡運用聯集與交

集的方法，近似於聯立方程式中的加減消去法來驗證答案，並且利用不同條件來驗證，

充分證明了個案小郡明瞭問題結構與解題策略。 

二、建議 

研究者藉由個案資優生的解題表現，提出如下的建議： 

(一)表揚學生創造自發性的方法，以幫助其他學生理解 

在本研究中，研究個案皆能成功的解題。在預試題目－求平均速率中，小郡虛擬總

距離（2000 公尺）為 2S，得到上坡與下坡時間分別為 4 分鐘與 5 分鐘，利用總距離（2000

公尺）÷總時間（4 分鐘+5 分鐘）＝平均速率。以上方法，可謂數值假設法，也是他的

自發性解法，這種方法，不需先學習調和平均數的公式，就能成功解題，老師可以透過

表揚他，間接使其他同學知道此方法可成功解題並嘗試理解。 

(二)解釋學生的自發性，並引導學生激發出更多的自發性解題 

在本研究中，研究者發現資優生能順利解題是因能察覺問題中所隱含的關鍵點，原

案八，小郡察覺到「快 7 秒和慢 9 秒」就是「個人差距 16 秒」，和影響整隊平均秒數差

距的意涵，也洞察到「總秒數差÷平均秒數差＝全隊人數」。但是這個渾然天成的公式，

其他同儕未必能理解；如果老師能將小郡的上述式子轉換成「平均秒數差×全隊人數=

總秒數差」，也許能夠得到更多同學的共鳴。同時，教師可再給予資優生具有挑戰性的

非例行性問題，以問題導向的教學方式引導資優生從題目中發掘題意背後所隱藏的線索，

讓資優生在未經教導以代數解題的模式進行解題活動，或許可以激發資優生更多令人讚

嘆的自發性解題策略。 
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