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小一生在超齡問題上的解題表現：個案研究 

鄭雅惠   劉祥通 

國立嘉義大學數理教育研究所 

本研究旨在探討個案學生的數學解題表現，作為往後適性教學或差異化教學之依

據。以立意取樣方式，邀請某國小一年級一對異卵雙胞胎姊妹參與研究，作為本

研究之研究參與者；為了充分了解二位個案的先備數學知識，給予個別的進度與

處方，研究者將透過個案在任務單上的解答、畫圖，以及手指的運作，加上晤談

中的回答進行分析。因研究者在教學中發現，個案的數學能力比同齡學生成熟，

因此採用加減法以及乘除法概念域中較難題型作為主要測試的依據；並設計數與

計算領域中非例行性的任務單，以考驗個案學生的解題能力。結果顯示，兩位個

案學生位值集聚的概念成熟，合成分解的概念清晰，對於任務單中的超齡問題，

她們大部分採用具體物，表徵解題想法，而在部分整體基模的發展，妹妹比姊姊

周全。二位個案在幫助閱讀題目的情況下，解決問題的表現相當好，且後設認知

及監控的能力在整個解題過程中展露無遺。最後研究者總結二位個案的解題表現，

並觀察她們遭遇到的困境，在研究者的最小介入後，他們能聚焦於題意，進而解

題成功，並有好的學習遷移。 

關鍵詞：超齡問題、解題表現、數概念、閱讀理解、優等生 
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壹、 緒論 

一、研究動機與背景 

相信家長們一定聽過這一句話:「不要讓孩子輸在起跑點」，很多家長對孩子的未來

感到焦慮，深怕耽誤孩子的學習，因此「提早學習」成為一股無法抵擋的社會洪流；但

如何定義起跑點呢？周淑惠（1995）在兒童數學新論中強調，兒童絕不是一個等待填充

的空白接受器；大家應該都同意，每個孩子的起跑點都不同，那麼孩子的起跑點到底在

哪裡？又該往哪邊跑呢？研究者認為要讓孩子先跑，必須先了解孩子的起跑點，在「近

側發展區（zone of proximal development，簡稱 ZPD）」的範疇內作努力，才不至於揠苗

助長。Vygotsky（1962）認為教學創造學習歷程，進而帶動發展歷程，在學習歷程中，

不斷引發 ZPD，藉由搭鷹架來幫助學生學習，引導學生朝向更高層次的功能發展，這樣

的觀點在教育上確實有其正面意義。 

先了解孩子的能力發展以後，再來培養孩子的數學概念！研究者認為提早學習並不

是盲目的填鴨，必須注意到兒童的發展層次，了解孩子的先備知識，結合生活經驗，創

造有意義的學習，這才是我們要走的方向。許多研究證實，學齡前幼兒推理與解決數學

問題的能力超乎一般人所認定，周淑惠（1995）強調，在 Carpenter（1985）與 Fuson （1992）

的研究發現：孩童在幼兒園階段就能解加、減法甚至乘、除法的情境問題；甯自強（1998）

在研究個案涂景翰的數概念中，求解「3 × 3 =？」，涂景瀚當時正處於幼兒園階段，而

乘法求積數的問題是二、三年級的學習目標，涂景翰以手指表徵的方法解題成功，在此

足以證明適當的引導下學童也能求解超齡的問題，這種超齡的表現，正是本研究期望在

個案身上看到的。 

研究參與者是社區裡的一對異卵雙胞胎姊妹，剛升上國小一年級，正處於數量概念

形成的重要階段，但她們卻已經能在購物時快速地利用心算（100 元以內）準確地計算

出老闆應該找她多少錢，並且看得懂加、減、乘、除符號的意思，讓人感到十分驚訝；

她們的家長表示她們平常喜歡觀看巧虎、七田真等這一類的幼兒教學影片，或許是在潛

移默化中獲得了一些數學能力，此外，並沒有特別的教導二姊妹。小一上學期，兩位來

到我的家教班，她們表示學校上的數學課太簡單，沒有任何挑戰性而覺得上課太無聊。

因此研究者認為她們的數學能力比同齡學生有超前的現象，於是激起了研究者探究她們

數學能力的興趣以及挑戰她們更高階數學概念的動力。 
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二、研究目的 

本研究主要目的在於看待個案學生面對不熟悉的超齡問題時的解題表現，藉以了解

個案學生的數學能力，作為適性教學的依據，並提供數學教育的參考。若以個案目前所

處的數學發展層次作為參考點，研究者欲探討的是她們在更高階的數學概念，例如，二

階進退位加減法、基礎乘除法等等。 

本研究除了計算題型以外，特別挑選蔣治邦、鍾思嘉（1991）在加減法概念研究中

所發現的最難題型－「合併型部分量未知」和「比較型比較量未知」；以及 Vergnaud

（1983）在乘法概念域中最難的題型－「多重比例型」等三種文字題型，提供情境模式

進行測試，主要挑戰個案解題的能力；藉由她們自發性的解題策略，看待她們的數學表

徵以及在晤談中的回答，進而分析判斷她們在數學概念上的發展情形，是否達到概念理

解與意義學習的程度。 

本研究觀察她們在面對這些不熟悉的超齡問題時所能展現的數學能力，也特別關注

二位面對超齡問題，所表現的相同與差異，以及遭逢困境時在研究者的最小介入後所呈

現的解題表現，是否達到遷移與類化的現象。根據上述的研究目的，提出下列待答問題：

（一）探究個案在計算題型，二階進退位加減法、基礎乘除法上的解題表現為何；（二）

探究個案在文字題型，「合併型部分量未知」、「比較型比較量未知」、「多重比例型」

上的解題表現為何。 

貳、 文獻探討 

文獻探討分為二個部分，數學概念及數學解題，茲分述如下： 

一、數學概念 

數學概念學習的本質特徵就是形成「概念域」和「概念系」，概念域的涵義是指某

個概念的一些等價定義，在個體腦中形成的知識網絡（喻平、馬再鳴，2002）。 

Vergnaud（1983）主張：「數學概念的意義是從多種情境中提取出來的。但是要分

析每一種情境又不能只用一種概念，要用到好幾種概念；所以概念域有大量的情境，對

情境的分析和處理則需要好幾種交織在一起的概念」。 

學前兒童使用手指表徵看不見的東西，也有些大聲計數（Starkey & Gelman, 1982）；

在沒有實物可供操作，要兒童用想像來數數，就比較困難（周淑惠，1995）。研究也發
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現學前兒童能解決加法、減法，甚至乘法與除法的情境問題（Carpenter, Carey, & Kouba, 

1990）；也有研究發現他她們能解類似分配性的除法問題（Davis & Pepper, 1992）。研究

者認為以上研究都證實學前兒童能用非正式的方法，處理超過她們年齡的問題。以下將

數概念再細分成加減法概念及乘除法概念說明之。 

(一)加減法概念 

加減法概念一向被視為數學概念的基礎（蔣治邦、鍾思嘉，1991）。在相關的研究

上發現，Fuson 以存在真實世界（real word）的加減法情境作為分析的焦點，最常被國

內外學者所採用（Fuson, 1992，引自黃美盼、林原宏、易正明，2007，頁 32）。分析如

下： 

1. 改變（change） 

以 A ± B = C 為基模，再依未知數位置不同進行細分。例如（起始量未知）：小明

有一些糖，然後他給小華 5 顆，現在小明有 3 顆糖，問小明原來有幾顆糖？ 

2. 合併（combine） 

探討一個集合 A 和它的子集合 B、C 之間的關係。例如（部分量未知）：小明和小

華共有 8 顆糖，小明有 3 顆糖，請問小華有幾顆糖？ 

3. 比較（compare） 

探討二個互斥集合 A 和 B 之間的關係。例如（參考量未知）：小明有 8 顆糖，小

明比小華多 5 顆糖，問小華有幾顆糖？ 

4. 等化（equalize） 

欲使兩集合最終量達到相等，當 A > B，而 A 為未知量，稱為添加型（equalize add 

to）。反之，B 為未知量，稱為取走型（equalize take away）。舉例（添加型）：小明有 3

顆糖，他再買 5 顆糖後，就會和小華有一樣多，問小華有幾顆糖？ 

蔣治邦、鍾思嘉（1991）在一到三年級學童的加減法概念研究中發現，合併型部分

量未知（如下舉例 1） 及比較型比較量未知（如下舉例 2、3）對中低年級學童而言是

比較困難的題型。 

(1) 小明和小華共有 8 顆糖，小明有 3 顆糖，問小華有幾顆糖？ 

(2) 小明有 3 顆糖，小華比小明多 5 顆糖，問小華有幾顆糖？ 
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(3) 小明有 8 顆糖，小華比小明少 5 顆糖，問小華有幾顆糖？ 

(二)乘除法概念 

根據 Fischbein、Deri、Nello 與 Marino 對乘法概念的研究，認為等量累加模式的乘

法最符合人們最初、最自然的心理發展模式，也就是認為乘法的概念是由加法延伸而來，

加減法概念是乘除法概念的前置概念（Fischbein, Deri, Nello, & Marino, 1985，引自陳小

玲，2006，頁 11）。甯自強（1993）在乘除運思的啟蒙中也強調，如果數概念的產生是

為了解決「單位化」、「量」的問題，加減法運思則源自解決「量」的分解、合成與比較

的問題，那麼乘除法運思可能歸因於解決「單位數」與「單位量」間的變換問題。 

就乘除法結構的概念域而言，每種運算方法均對應著特有的情境模式，而 Vergnaud 

（1983）將這些情境模式分為： 

1. 量數同構型（isomorphism of measures） 

探討二個量數空間的直接比例關係，例如：每人有 6 顆巧克力球，7 人共有幾顆巧

克力球？ 

2. 叉積型（product of measures） 

叉積是兩集合的積集合，由二個量數空間的叉積合成，而產生第三個量數（measures）

空間。例如：張叔叔有一塊長方形的稻田，長為 20 公尺、寬為 4 公尺，請問這塊稻田

面積是多少？ 

3. 多重比例型（multiple proportion） 

探討三個量數的兌換關係。例如：家裡有 5 個人，每人每天喝 2 公升的水，請問全

家 4 天總共喝了多少公升的水？ 

 

Vergnaud（1983）也主張，此三種模式的難度是循序漸進，其中以多重比例型屬於

最難的題型，我們查閱其他相關的研究文獻也發現，多重比例運用三個量數空間兌換的

關係，學生較不容易理解（鐘世帆，2005；林碧珍，1991）。 

二、數學解題 

以下將以解決問題、數學解題及解題表現，作分段說明。 
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(一)解決問題 

何謂解決問題？美國數學督學學會（National Council of Supervisors of Mathematics，

簡稱[NCSM]）的立場文獻（position paper）主張，解題是一種歷程，是利用先備知識來

解決不熟悉的新問題的過程（Carl, 1989）。Barba（1990）強調解題是一種多面向的構念

（a multifaceted construct），它與個人的思考模式、學習方法有關。而黃茂在、陳文典（2004）

概括性的界定：「問題解決」是「人們運用既有的知識、技能、經驗，藉由各種思維及

行動來處理問題，使情況能達到預期的狀態，此種心智活動的歷程」。 

(二)數學解題 

遠在五零年代，Polya（1957）就已提出數學解題的基本模型，1. 了解題意 

（Understanding the problem）、2. 擬訂解題計畫（Devising a plan）、3. 執行解題計畫

（Carrying out the plan）、4. 回顧（looking back）。他認為解題首先要察覺到問題情境，

了解情境中所給予的已知條件及所求，其次擬定解題策略，找到已知與所求之間的關係，

進行解題，最後所驗證的答案是否合理，或在真實世界中（real world）是否存在。 

而到八零年代，Schroeder 與 Lester（1989）又特別提到數學世界中解題的基模︰在

真實世界中呈現問題情境，將問題透過轉化列式的過程讓問題數學化，經過解題與運算

得到初步的結果，最後回顧反思並驗證答案在真實生活中的合理性；其過程中最重要的

是學童轉化（數學化）的能力及逆向的擬題表現，這個部分為數學解題的關鍵，最能判

斷出學童理解的情形。 

接著 Cambell 與 Bamberger（1990）主張，數學解題是一種組合，用來溝通數學想

法；數學解題是一種情境，用來調查相互關係；數學解題更是一種觸媒，用來連接數學

概念與技巧。我們從以上學者觀點發現其對數學解題之釋義有異曲同工之妙，均闡明數

學解題源自於解決真實情境所面臨的問題，並指出解決問題絕不是教學的主要目的，而

是透過解題過程啟發新的概念或技巧，並培養學生數學理解的能力。他們都認為解題成

功的關鍵主要來自於「擬定一個可行的策略」，數學解題不等於數學解答，思考的過程

要比答案的獲得更重要，數學的學習應該強調概念的理解，而不只是重複式的模仿（楊

德清，2006）。 

關於數學解題策略，林清山和張景媛（1993）的解釋為「面對數學問題時的想法與

作法」；Kilpatrick（黃敏晃譯，1988）認為是「在解題的歷程中，對一個特殊問題擬定

一個適當的計畫」；而 Lamon 主張「當兒童在面對問題時，腦中會自然且直覺的浮現解
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決策略」（引自劉哲源、劉祥通，2008）。然從其他解題相關研究中發現，解題策略是可

以透過教導的，當學生懂得越多策略他的解題能力也會越高，而沒有一種最佳策略可以

適合所有不同類型的問題，兒童的認知發展程度與解題表現有密切關係（湯梅英、李琪

明、何縕琪、段曉林，2000）。 

Mayer 與 Hegarty（1996）認為數學問題的型態有二：「例行性問題（routine problem）」

與「非例行性問題（non-routine problem）」。「例行性問題」是指問題解決者已經知道解

決這個問題的方法；「非例行性問題」是指解題者有了問題，卻不能立刻知道如何解決。

National Council of Teachers of Mathematics（簡稱 NCTM）於 2000 年再次提出「解題」

是非常重要的課題，尤其是解非例行性的問題（NCTM, 2000）。因此，研究者認為「超

齡問題」對年幼的解題者而言，就是她們沒有遇過，也沒有解過的一種非例行性問題。 

(三)解題表現 

Cai 指出兒童自創的解題過程，將植基於他們深層的直覺與自然思考的模式（Cai, 

2005，引自王志銘、劉祥通，2007，頁 9）；入學後再結合正式數學的知識，發明更多方

法來解決問題；兒童利用舊經驗的解題方法，是最自然的解題表現（甯自強，1993），

若以甯自強（1998）所研究的個案涂景翰的數概念來說明幼兒的解題表現，他的成功類

型最主要都是利用「表徵」（representation）的方式進行解題，例如：在求積數的問題上，

涂景翰在解「3 × 3 ＝？」時，先兩手同時比出 2 個 3，合成 6；再比出 1 個 3，合成 9；

順利解答成功。研究者認為，他雖然是以手指表徵的方法，再呈現「3」的量，但是他

確實能表徵出「倍數」的觀念，也就是他能夠展現出 2 個 3，又 1 個 3，所以他已有以 3

為單位的倍數概念。 

學生在還未學習過正式運算法則之前，運用自己的先備經驗，自創的解題策略，我

們稱之為自發性解題策略。有關自發性的解題表現，Carpenter、Fennema、Franke、 Levi

與 Empson（1999）曾針對加減法提出增量（Incrementing）、以十和一組成（Combining 

Tens and Ones）及補償 （Compensating）等三種型式。增量型有慢慢累加的概念；以十

和一組成型是十位數與個位數分別相加後再合成的方法；而補償型則是將一數分解成能

補足另一數達到滿十的狀態後再合成的方法。 

另外針對乘除法 Carpenter 等人（1999）則提出（具體物）直接模擬（direct modeling 

strategies）、計數與加法（counting and adding strategies）及提用已知的事實（derived facts）

等三種策略。直接建模就是將生活情境轉成數學情境的過程，利用具體物或半具體物當
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橋梁，進行數學解題；計數與加法包含了跳數的形式與連加的形式，學校常以背誦九九

乘法表來幫助跳數的運用；而提用已知的事實則是孩童運用容易記憶的已知事實，比如 

2 和 5 的倍數，結合計數或加法等策略，去衍生其他未知的事實。 

研究者認為採用具體物直接模擬策略是初學乘除法問題時最常見的自發性解題策

略，也是學童最自然的解題表現。孩童由直接建模開始到能提用已知的事實來解題，乘

法概念發展僅有順序快慢之分，其解題策略發展並無固定的時間點，由涂景翰解乘法題

目的案例來看，幼兒園階段的涂景翰在適當的引導下能解二年級乘法問題。同理，研究

者也關切學童在經過適當的引導，低年級是不是也能解中年級的數學問題呢？ 

兒童使用自發性解題策略還可以幫助其數字感覺和估計能力的發展；自發性策略要

求兒童考慮數字的大小，並以不同的方式分解數字，孩子通常一開始先添加較大的數字，

再慢慢添加達到滿足為止，因此估計策略是自發性策略的自然延伸；經常使用自發性策

略的兒童，能在不同的情境下反覆運用基本概念，加深其對基本概念的理解，此外，傾

聽學童描述他們發明的算法，也提供教師了解孩子的洞察能力及發展的潛力。 

(四)優等生或資優生的解題策略 

廣義而言，資優生泛指兼具思考、創造力、推理與特殊才能的兒童（黃瑞煥、洪碧

霞，1983）。許多研究均記載，資優生的自發性解題策略較一般生容易成功（李佩樺、

劉祥通，2008；劉哲源、劉祥通，2008；蔡子雲、劉祥通，2007），而這些成功策略可

能是慢慢形成的，也可能是在不斷嘗試失敗中突然產生的靈感（Polya, 1957）；研究者認

為，探討自發性解題策略應包含正確思考與錯誤迷思，如此，不但可以幫助老師了解學

生學習上的理解層次，更能清楚探究學生內在真實的解題歷程。 

研究者認為資優生所展現的自發性解題策略，能透露出資優生特有的直覺與看透問

題脈絡的能力。例如，Carpenter 等人（1999）針對特殊數字組合曾舉出這樣的例子，小

獅子重 98 磅，牠再增加 56 磅時，會變成多重？算式為 98 + 56 =？學生的解題歷程為：

假使我要讓 98 變成 100，我需要從 56 中拿 2 過來，所以就變成 100 加 54，學生利用補

償（填補）的方法，以 98 + 2 + 56 － 2 得到 154。因此，研究者認為自發性策略是直接

植基在概念的理解上，孩子們談論的是八和二組合成一個十，而不是背誦在同一列中退

二進十的記憶性算則；自發性策略的運用，更能使學生避掉一些嚴重的計算錯誤，例如

104 － 55 =？，學生可以繞過二次退位的困難，理解 100 － 50 － 5 + 4 的解題模式。 
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參、 研究方法 

本研究採用個案研究法進行資料蒐集與分析，並以立意取樣的方式，選取臺南市某

國小一年級二位學童參與研究。研究中將蒐集個案在處理非例行性問題時的解題表現，

蒐集其動態錄影、錄音、圖片、任務單等為原始資料，經過分析、評估、整理、歸納與

比較，觀察個案學生解題的能力，檢驗其「數學概念」發展的狀況，進而探討個案在「數

學解題能力」上可能發展的潛力。 

因此本研究方法將以個案研究、研究工具、研究參與者、研究流程及資料來源與分

析等五小段作如下詳細之說明。 

一、個案研究 

個案研究是質性研究的一種，是在自然情境下採用多種資料搜集方法，對某種現象

進行整體性探究，透過與研究對象互動對其行為和意義建構獲得解釋性理解的一種活動

（陳向明，2002）。本研究透過蒐集個案的解題表現，進行個案數概念的整體性探究，

包括個案的加減概念與乘除概念的應用問題，也包括個案在解題失敗時，研究者給予最

小提示後，對她們調適能力的探討。 

質性研究本身並不是一個客觀現象的描述，它最常面臨實證主義者對其信效度的質

疑，所以質性研究者開始發展出異於量化研究的信效度指標；本研究則是以三角校正及

多重試驗的策略來確保研究結果的可靠性。 

二、研究參與者 

本研究邀請台南市某國小一年級一對異卵雙胞胎姊妹參與研究，兩姊妹在研究中分

別化名為個案 S（妹妹）和個案 L（姊姊）；兩位個案今年 7 足歲，來自同樣的家庭，有

相同的學習環境與學習背景，均曾就讀公立幼兒園 3 年，學校沒有特別針對數學科目做

任何額外的補強或教導。但是在學校她們對於數學學習表現出高度的意願，一年級上學

期數學學業成績均表現優異，數學能力相當。 

曾反映過學校數學課程過於簡單，沒有挑戰性；經研究者在教學中的觀察也發現，

個案不但會解加減法情境問題，甚至可能已經具備乘除法的雛型概念。所以本研究將挑

戰她們解非例行性的問題，而在正試與預試的任務單中所挑選的題型對她們而言均屬於

非例行性的問題。本研究有此預期的準備，二位個案可能有大同小異的解題表現，因此，
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本文作者特別著墨在她們表現共同之處，以及差異的地方。 

三、研究工具 

本研究最主要研究工具為：研究者本身及任務單。 

(一)研究者 

    因為研究者擔任任務單的設計者、訪談者及實作評量的評鑑者，她要建構與詮釋她

所觀察與訪談到的資料，所以個案研究的研究者可以說是最主要的研究工具。 

    研究者是某大學織品系畢業，雖與數學專業相距甚遠，但是因緣際會，20年的校外

數學課輔經驗，讓研究者與數學教學結了不解之緣。為了幫助中小學生能獲得數學學習

的信心與好成績，研究者如是主張︰認識學習者的先備數學知識與學習能力，給予個別

的進度與處方，是比較有效的教學方法。 

    基於：如果研究者沒有介入，不足以了解個案潛在的解題能力（Cobb & Steffe, 1983）。

本研究因考慮小一學童認識的國字與詞彙不多會影響其閱讀理解的表現，老師將從旁協

助閱讀，幫助其理解題意。雖然介入會影響研究的結果，但是研究結果也註明是從旁協

助的成果。而在個案表達無法理解時，為了不使個案產生挫折感而對數學失去信心，研

究者秉持「研究者即教學者（researcher as teacher）（Cobb & Steffe, 1983）」的理由，以

及Goldin的最小介入教學（Goldin, 2000，引自劉祥通、康淑娟，2012，頁26-27），從教

學者的角度去分析並了解學生的解題表現。當個案預期性行為沒有發生時，研究者給予

最小化的建議，可以指引她們另一個思考的方向，引導她們籌畫解決的策略（劉祥通、

康淑娟，2012）。例如，在預試中113－28，個案L強烈表達13無法減去28，此時研究者

作最小提示的介入，提醒她「妳還有一百」，才讓她脫離困境，利用拆解法繼續完成挑

戰，在此我們不可否認，有時候小提示卻是整個問題轉圜的大關鍵。 

(二)任務單 

雖然個案才剛開始接受正式數學課程的洗禮，處於「數與量」概念形成的起點，但

因二位研究參與者的數學能力有超齡的現象，故本研究中跳過一位數的加減問題，從二

位數開始，針對加減乘除相關的「數概念」領域，進行考驗與探究。 

本研究任務單分成預試與正試兩種，為了檢驗解題時所需要的計算能力，在預試時

先以計算題型測驗個案四則運算的基本能力；接著在正試中以非例行性的計算題型與文

字題型測試個案的解題策略。如此以計算題模式作預試是有其必要性的，因為基本的計
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算能力是正試時解決數學文字題的先備知識。 

1. 預試任務單（如附錄） 

預試任務單中以暖身題考驗個案的先備知識，以基礎題考驗學生的程序性知識、概

念性知識以及解決問題的能力。依據暖身題、基礎題以及加、減、乘、除作為雙向細目，

共設計 8 道題目。主要考驗個案在二位數加減法（例如 25 + 37、35 － 17），及一位數

乘除法（例如 5 ×  4、6 ÷ 2）的計算能力，個案並未學習過標準演算法則，解題策略完全

出自個案本身自發性的想法。在預試的解題過程中可以檢視出個案在位值分配、乘法累

加及除法等分的概念上是否達到成熟的階段，而在數字合成與分解的操作上又是否達到

熟練的程度。預試結果發現，個案在二位數不需進位與退位的加減法都能輕鬆作答，位

值概念趨於成熟，而進退位時則需要以作圖表徵來加以輔助；在乘法計算中能理解 2 × 3

代表 2 有 3 個，再利用基數連加的方法求解。雖然個案未學過加減法及乘法的直式運算，

也不懂位值語言，但能說出 25 是 2 個 10，5 個 1；未背誦過九九乘法表，但已能理解乘

法是累加倍數的概念。 

2. 正試任務單（如附錄） 

挑戰個案非例行性的計算題與文字題，計算題包括二階進退位加減法、乘法以及有

餘數的除法，而文字題則採用蔣治邦、鍾思嘉（1991）在一到三年級學童的加減法概念

研究中，所發現對低年級學童而言相對困難的題型－「合併型部分量未知」和「比較型

比較量未知」兩種，以及 Vergnaud（1983）在乘除法概念域中最困難的題型－「多重比

例型」為主要測試題型。 

本研究旨在探討個案學生解題的能力，並非探討學習成就，故文字題部分僅以上述

三種題型作為命題依據，設計適合一年級生活經驗的三道文字題，考驗個案對文字題意

理解，並關心她們如何解題？研究者以個案在最難題型中的解題表現，探究其數概念的

發展的程度。例如，個案在「合併型部分量未知」表現熟練，則研究者合理推論她們在

較簡單的「合併型整體量未知」可能已經理解；但若呈現無法理解的情形，研究者將會

在晤談中加入較簡單的「合併型整體量未知」以及交換未知數的位置等方式，來回交叉

問答，藉此探究個案能理解到甚麼樣的程度。 

四、研究流程 

本研究在 105 學年度寒假期間，利用某週三下午進行一次 30 分鐘的計算題預試，
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會後馬上進行每人各 10 分鐘的晤談。隔週三下午，二人再同時進行一次正試測驗，大

約 50 分鐘，施測過程若對國字或詞彙不理解者，個案可以馬上發問。研究者也告知她

們解題的方法沒有任何限制。 

在正試後接續的週三下午，兩人分別再進行大約一小時的晤談，針對概念錯誤或解

題失敗的部分，進行深入的訪談。若有停滯不前或表達放棄時，研究者將以最小提示介

入教學作為引導；在教學後為了觀察個案是否獲得學習保留或遷移的現象，隔週將再針

對介入教學的題型，以類似題（如附錄）考驗學習是否遷移，也為了配合二位個案與家

長的時間，研究者在三個月後，針對介入教學的題型，設計更難的類似題型（如附錄）

進行再次試驗。 

五、資料來源與分析 

本研究以任務單上的解題表現及晤談中的回答作為最主要的資料來源，本段茲以資

料蒐集、資料分析來加以清楚闡明。 

(一)資料蒐集 

本研究主要利用任務單上的解題紀錄、圖畫表徵、晤談錄影等來蒐集相關資料，以

佐證說明個案在數概念的理解狀況，期待個案透過自發性的解題表現，將個人的解題想

法完整呈現。研究者將蒐集到的資料加以整理、分析、歸納並綜合彙整，以佐證說明個

案在數概念的理解狀況。例如，預試中挑戰她們「25 + 37 =？」，個案運用手指表徵以

及畫錢幣的圖案，甚至可能以操作古式積木等方法進行表徵幫助解題，在訪談中她們又

能清楚的表達解題的歷程為：「20 + 30 = 50，然後再將 5 扣掉 3 讓 7 變成 10，最後得

到 62」。如上述中的資料（任務單的圖案、彎曲手指的動作與受訪談的回應）即為本研

究主要的資料來源。 

(二)資料分析 

本研究將蒐集到的相關資料進行分析，研究結果的歸類沒有特定的依據，主要靠個

案在任務單的解答、圖形、與接受訪談的回應，資料分析的三角校正，以確保效度，以

重複情節（多次試驗）來確保研究的信度。 

1. 信度方面 

本研究欲探究個案的數學能力，故研究者以重複情節來檢驗資料的一致性與可靠性。
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例如，在個案因讀不懂題意而解題失敗時，研究者可以以更改比較量與參考量的順序，

更換未知數的位置等，作反覆多次的提問與測試，得到個案在此題型上各個面向的認知

訊息，最後收集並彙整相關資料進行分析，判斷個案對此題型的理解程度。另外在研究

者有介入教學的題型中，日後請她們再作類似題型來檢驗是否達到學習的遷移，也能增

加其信度。 

2. 效度方面 

研究者長期現場觀察，蒐集相關資訊（如：任務單、表徵的圖畫、手指表現的照片

以及訪談中的錄音和錄影等），對研究情境作更深度的描述。再根據資料的來源，採取

交互檢核（cross-checked）以證實這些資料的正確性。例如，預試中挑戰「5 × 4  =？」

時，她比出 5 根手指頭，一一點數 4 回。在晤談中她清楚表達 5 × 4 就是 5 有 4 個，然

後全部加起來。請她畫圖表徵時，她畫了 5 個圈，再畫 5 個圈，總共畫了 4 次。如此多

方資料的檢核與分析（三角校正）使資料更具有說服力，研究者因此可以宣稱該生已有

乘法性思維（multiplicative thinking）（Clark, & Kamii, 1996），此乃資料來源的三角校

正。另外，有些資料的詮釋，尤其是詮釋個案所使用的解題策略，也徵詢共同研究者的

看法，作人員的三角校正來增加其效度。 

最後說明紀錄訪談原案時的編碼順序，以四碼阿拉伯數字為主，前二碼為原案序號，

如：01 為原案一；後兩碼為訪談序號，如：0102 為原案一訪談中的第二句答話；最後

加上一個英文字母為個案的代號，如：0102S 即為個案 S 在原案一的訪談紀錄中第二句

答話。以此類推，完整呈現訪談重要訊息。 

肆、 研究結果與討論 

本研究結果與討論將以計算題型、文字題型兩類來加以分段陳述。礙於篇幅的關係，

本文僅能呈現原案的重要部分。 

一、計算題型的解題表現 

計算題型主要測試個案在二階進位加法、退位減法、乘法及有餘數的除法等四種題

型的解題表現。兩位個案在二階進位加法上的表現成熟，但在二階退位減法、乘法及除

法就必須輔以畫圖或具體物的表徵方式，來幫助她們將抽象的數字符號具體化。 
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(一)運用以十和一組成的策略解進位加法 

題目為：59 + 68 =？，因為個案在位值概念、合成分解的概念發展成熟，所以對於

二階進位的加法就顯得駕輕就熟。兩位的解題表現雖然不同，但均與 Carpenter 等人

（1999）提出的以十和一組成（Combining Tens and Ones）的策略有異曲同工之妙，如

以下原案一、二。 

原案一：以十和一組成型 

圖 4-1  原案一  個案 S 進位加法的手稿 

個案 S 的訪談紀錄 

0104S：（手指著原稿 ) 就 50 加 50 等於

100，再加 10 等於 110，5 塊加 5

塊是 10 塊，所以 110，120，121，

122，123，124，125，126，127（點

數錢幣 ①）。 

0105T：你一定要畫圖才會算嗎？ 

0106S：不一定啊。 

0108S：就 50 跟 60 先加起來，變成 110，

然後再加 9 再加 8，先把 110 念

出來，就 119，然後 120、121、122、

123、124、125、126、127、所以

總共 127（點折 8 根手指）。 

0109T：一個一個數好像不是很厲害。 

0110S：那我也可以用 50 加  60 等於 

110，再把 9 的 5 跟 8 的 5 合起

來，9 的 4 跟 8 的 3 合起來，就

等於 17，所以 110 加 17 就 127。 

0111T：嗯，這樣好像有比較厲害喔，還有

原案二：以十和一組成型 

圖 4-2  原案二  個案 L進位加法的手稿 

個案 L 的訪談紀錄 

0203T：你怎麼算出 127 的？ 

0204L：50 加 60 等於 110，9 加 8 是 

17，然後 110 加 17 是 127。 

0205T：你會其他的算法嗎？ 

0206L：甚麼算法？我知道十塊錢要跟十塊

錢合起來，一塊錢要跟一塊錢合起

來。 

0207T：其他算法，就是不要用現在的方

法，例如用補的阿，或是其他的，

都可以，妳想想看。 

0208L：用補的，就是把 68 給 59 一塊的

那種對不對，讓 59 變成 60，然

後 68 變 67，然後 60 加 60 就 

120，最後再把  7 算起來，就是 

127。 

0209T：你怎麼知道的？ 

0210S：媽媽有教我們撿紅點找好朋友 （撲
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嗎？ 

0112S：有，110 加 17 等於 127 就好了啊。 

克牌），就是 1 的好朋友是 9，2 的

好朋友是 8，3 的好朋友是 7…..

這種，所以我就知道了。 

<分析> 

從她們的表現中發現，兩位個案能分辨十位數與個位數的不同，又能了解滿十進一

的概念；因此在加法中，將一階進位類化到二階進位的學習遷移是成功的。 

個案 S 剛開始在任務單上使用畫錢幣的方法解題成功，在訪談中（0108S，0110S）

可知， 她以自發性的解題策略，先處理十位數，後處理個位數，也說明她的位值概念

已發展完備。 

而個案 L 是以心算的方式呈現，在心中點數後直接寫上 127，她在任務單上並沒有

明顯的計算過程，但訪談中她表明是以「以十和一組成」的策略在心中進行解題的。 

(二)提示後能利用數字拆解的方法處理二階退位減法 

題目為：113－28 =？，測試時兩位個案均表達 13 減 28 是不夠的，經過研究者的

提示，「你還有 100 阿」，才開始以畫錢幣的方式透過數字拆解的方法解題，如下原案

三、四。 

原案三、四：畫圖表徵策略 

個案聯結日常購物錢幣兌換的經驗，運用畫錢幣表徵的方法，處理二階退位減法的

問題。 

 

圖 4-3  原案三  個案 S 退位減法的手稿 

個案 S 的訪談紀錄 

0303T：你怎麼算的說說看？ 

0304S：就 100 可以換成 10 個 ⑩，一

個 ⑩ 可以換成 2 個 ⑤ ，然後

 

圖 4-4  原案四  個案 L 退位減法的手稿 

個案 L 的訪談紀錄 

0405T：你是怎麼算的？ 

0406L：就 10 個 ⑩ 是 100，再 13，一個 

⑩ 換成 10 個 ①，這樣劃掉 28 
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劃掉 28，就是 85。 就剩下 85。 

<分析> 

因為兩位個案從未接觸過二階退位的題目，並未具備二階段退位減法的基模，所以

她們顯得坐立不安。經過研究者提醒她們還有一百，才讓她們聯想起生活中兌換錢幣的

經驗；以畫圖表徵的方式進行數字拆解，也就是把 100 換成 10 個 ⑩ 以及把 ⑩ 換成

10 個 ① 的方法進行位值轉換；最後讓十位數與個位數都能達到足夠的數目，以便進行

扣除的動作。 

(三)運用累加策略解決乘法的倍增問題 

題目為：9 × 8 =？，個案 L 使用手指表徵，經一一點數後獲得答案，但個案 S 已跳

脫點數的階段，直接運用加法策略進行解題，如以下原案五、六。 

原案五：樹狀累加策略 

個案 S 在紙上寫出 8 個 9，利用兩兩相

加的方法得到答案 72。 

圖 4-5  原案五 個案 S 乘法題型的手稿 

個案 S 的訪談紀錄 

0504S：就是 9 有 8 個，兩個 9 是 

18，然後 18、18 就 36，36、36 

就 72。  

0507T：那妳怎麼會想到要這樣兩個兩個

加起來呢？ 

0508S：比較快阿。 

原案六：手指表徵（從頭數）策略 

個案 L 比出 9 根手指頭，來回點數手指 

8 趟，最後在任務單上寫著 81。 

圖 4-6  原案六 個案 L 手指表徵策略 

個案 L 的訪談紀錄 

0601T：你知道 9 × 8 是甚麼意思嗎？ 

0602L：知道阿，就是 9 有 8 個。 

0605T：你可以再重算一次嗎？ 

0606L：嗯，1、2、3、…….72。 

 

 

<分析> 
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兩位個案均未背誦過九九乘法表，研究者無法期望她們以倍數跳數的模式出現，但

在過程中發現她們已具備倍數的基數累加概念（0504S，0602L），因為她們能明確的表

達出 9 × 8 是代表 8 個 9 的連加。另外，個案 S 在任務單上利用「樹狀累加策略」，

快速達到連加的目的，證明她已跳脫一一點數的階段，這個策略與 Carpenter 等人（1999）

所提出的「計數與加法策略」完全相同。 

(四)採用具體物直接模擬的方法，以解決有餘數的除法問題 

題目為：43 ÷ 5 =？，兩位個案均以直接建模策略解題，她們運用教具古氏積木 43 

顆，一一分配到桌面的 5 個角落，發現不能平分時，開始產生焦躁不安的神情，表現出

舉棋難定的樣子。研究者適時的提醒她們，「剩下的要還給老師喔！」，她們才又安心的

把剩下的積木分配完成，將剩下的 3 個積木拿給老師。但在任務單上的表現是空白的，

如下原案七、八。 

原案七、八：具體物直接模擬策略 

個案 S 將古氏積木一一分配到桌面的 5 個角落，最後剩下 3 個。而個案 L 是先畫出

5 個大圈後，再以不定量的方式分配積木，最後達到 5 個圈圈內等量的狀態。 

 

圖 4-7  原案七  個案 S 等分除法 - 用

具體物直接模擬策略 

個案 S 的訪談紀錄 

0702S：43 ÷ 5 就是 43 分給 5 個人。 

0704S：（看著桌面） 就是一個人拿 8 個，

3 個給老師。 

 

圖 4-8  原案八  個案 L 等分除法 - 用

具體物直接模擬策略 

個案 L 的訪談紀錄 

0805T：妳怎麼知道這個（指向 ÷） 是

除？ 

0806L：哆啦 A 夢有說過啊。  

0808L：就是分給人，43 ÷ 5 就是 43 個

分給 5 個人。 

0810L：（看著桌面）就是一個人拿到 8

個，剩下 3 個。 
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<分析> 

具體建模策略乃人類接觸乘除法時，最早使用的策略，兩位個案均能熟練的運用此

策略並達到解題的目的，故研究者認為兩位個案應該已具備除法的分配基模。另外，個

案 L 以不定量的方式（既不是逐一分配，也不是先估計量的多寡）進行分配工作，最後

卻又達到 5 個圈圈內都等量，展現她相當成熟的監控能力。 

二、文字題型的解題表現 

文字題型以「合併型部分量未知」、「比較型比較量未知」、「多重比例型」等三種題

型進行測試。 

(一)再添加策略的運用 — 合併型部分量未知 

題目為：小亮今天很幸運抽中 39 元禮卷，他到金玉堂想買 85 元的妖怪手錶，那麼

他應該再付多少現金呢？ 

兩位個案均從再添加的方向進行思考，領悟「部分 － 全體」的概念，分別找出解

題的策略，如以下原案九、十。 

原案九：運用部分全體基模 

個案 S 先以再添加的模式思考「部分－整

體」的關係，最後運用數學模式進行解題。 

圖 4-9  原案九  個案 S 合併型的題意表徵 

個案 S 的訪談紀錄 

0902S：他就只抽中 39，然後 39 不夠付 

85，所以我就用 85－39，她還要付

46 元。因為他只有 39，要一直加

到 85 才能付錢。 

原案十：利用「往上添加」的策略 

個案L一直思索著 39 要再加入多少

才能到達 85 呢？ 

圖 4-10  原案十  個案 L 合併型的

題意表徵 

個案 L 的訪談紀錄 

1002L：就 39 + 1 = 40， 加 40 等於

80，然後再 5，所以是 46。 

1003T﹕那算式要怎麼寫？ 

1004L﹕就是 1 + 40 + 5 = 46 
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0903T：妳的意思是 39 要加多少才能到達 

85 的意思嗎？ 

0904S：嗯，因為 39 還不夠，全部要 85 才

夠付錢。  

0907T：好，那妳畫的這個圖是甚麼意思？ 

0908S：就是 39 的禮卷，要加不知道的錢

才能買 85 元的妖怪手錶。 

0911T：好，那妳 46 是怎麼算出來的。 

0912S：（她以右手代表十位，左手代表個位） 

 就 85 減 30 是 50再 5 

 ，這個減 9  就

剩 1（ 指向代表十位的右手小

指），這樣就 40 再 5 再 1 就 46 

 （右小指彎一半代表 1）。 

 

<分析> 

兩位個案在「合併型部分量未知」的解題策略上，均採用往上添加的策略而得到解

題成功。個案 S 在（0902S）的回答中表達了她是以添加策略為基模進行解題，了解數

學模式 A +（B）= C 的題型能以（B）= C － A 的模式來找到答案。在（0904S）的回

答中更發現，個案 S 已明白「部分 － 整體」的概念。  

接著個案 S 展示其利用手指表徵的解題過程，過程中充分展現出其後設監控的能力，

研究者研判個案 S 已具備二位數退位減法的概念，且其二位數退位減法的基模建構與加

減法的直式計算模式已相當接近。 

另外從個案 L 的題意表徵圖（圖 4-10）中也發現，她憑藉著合成分解策略（先滿

40，再滿 80，又加 5），也展現後設認知能力，因此解題成功，即使是 L 過去沒有學過

的超齡問題，她仍然能以自發性的再添加策略進行解題，而她所採用的再添加策略，正

好與 Carpenter 等人（1999）在加減法自發性解題策略的研究中，所提出的增量型

（Incrementing）是完全一樣的。 

(二)閱讀理解能力影響解題表現 — 比較型比較量未知 

題目為：姐姐拍球拍了 122 下，妹妹比姐姐少拍了 39 下，妹妹拍了幾下？答案的
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正確並不代表真正理解，讀不懂題意、誤用關鍵字，是兩位個案解題失敗最主要的原因，

如下原案十一、十二。 

原案十一：置個案於衝突情境（認知失衡）的策略 

將個案 S 置於衝突情境，她能意識到答案的矛盾，進而自己理出規則找到方法。 

圖 4-11-1  原案十一  個案 S比較題型

的手稿 

圖 4-11-2  個案 S比較題型的題意表徵 

個案 S 的訪談紀錄 

1102S：老師有教過〝比〞就是用減的。 

1103T：那你幫我算算這一題，「姐姐拍球拍了 122 下，妹妹比姐姐〝多〞拍了 

39 下，妹妹拍了幾下？」 

1106S：就是 122 + 39 = 161。 

1107T：為甚麼？你剛剛不是說〝比〞就要用減的。 

1108S：就是它有〝多〞，就是用〝加〞的，有〝少〞就是用〝減〞的。 

1109T：好，那我問你「姐姐拍球拍了 122 下，姐姐比妹妹〝少〞拍了 39 下，

妹妹拍了幾下？」 

………（停了 10 秒） 

1110S：122－39 = 83，妹妹 83 下。  

1111T：喔，所以姐姐的 122 比妹妹的 83 少 39，是這樣嗎？ 

………（停了 5 秒） 

1112S：應該是 161， 用加的  

1113T：為甚麼？它題目中有一個〝少〞又有一個〝比〞耶。 

1114S：但是，…因為…她比妹妹少 39 下啊…，她有拍 122 下，妹妹也有拍 122
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原案十二：介入教學 — 提問「誰多？誰少？」 

個案 L 看到少就是減，看到多就是加，她不明白錯在哪裡，請求協助，研究者一樣

將她置於衝突情境，但她卻是越來越混亂；研究者決定介入教學，最後以一句「誰大？

誰小？」將她拉回題意，終於獲得成功解題。 

圖 4-12-1  原案十二  個案 L 比較題

型的手稿 

圖 4-12-2  個案L比較題型的題意表徵 

個案 L 的訪談紀錄 

1217T：你要先釐清題目，「姐姐比妹妹少拍了 39 下」是「誰多？誰少？」。 

1218L：姐姐比較少….. 妹妹比較多吧。 

1221T：現在題目告訴你姊姊拍 122 下，那妹妹拍幾下。妹妹比較…（引導

她回憶）… 

1222L：多。 

1223T：嗯，然後呢？ 請你告訴我，妹妹怎麼算？ 

1224L：妹妹比較多，所以是 122 + 39。 

1225T：嗯，你再看看原來的題目「姐姐拍球拍了 122 下，妹妹比姐姐少拍

了 39 下，妹妹拍了幾下？」哪裡不一樣（引導她找到規律），「誰多？

誰少？」。 

1226L：妹妹少，姊姊多。 

1229T：你能畫圖（如圖 4-12-2）告訴我，題目中誰大誰小的關係嗎？就是

比較多的人畫比較長，比較少的人畫比較短。像這樣（示範）。 

下，妹妹還有（多）拍 39 下。所以妹妹要 122 + 39。 

1113T：好，那妳可以畫圖來告訴我嗎？我覺得聽不太懂，像這樣（示範）比較

大的就畫長一點，比較小的就畫短一點。 

1114S：嗯（畫圖中）（如圖 4-11-2） 
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<分析> 

相關文獻均證實，閱讀理解與解題表現有顯著相關（王淑嬌，2006；林麗華，2006；

陳世杰，2005；李俊彥，2004）。兩位個案在任務單上雖然解題成功，但晤談中卻發現

她們並不理解比較題型的題意；她們誤用關鍵字，甚至以為「比較題型」全部都是用減

法解題，這就是因為閱讀理解能力不足而導致解題失敗的典型例子。 

經過研究者的引導，置她們於衝突情境，給予機會重新思考；個案 S 有辦法釐清題

意找到規律，但個案 L 卻覺得更加混亂，於是在晤談中再以最小提示「誰多？誰少？」

介入教學，讓她能聚焦於題意而非關鍵字。 

為了解她們是否因為提示後，能聚焦於題意的理解，隔週再做了四題比較題型的類

似題目（如附錄），以測試個案是否能經由傾聽問題，以掌握題意，而決定採用何種運

算策略解題。三個月後，研究者針對介入教學的題型，設計更難的類似題型（如附錄）

以考驗學習成效的遷移情形。  

較難的比較的類似題型（如附錄），其類似題型的解題表現如下（原案十五、十六、

十七、十八）。 

 

原案十五、十六：畫圖表徵題意 

題目 1：小夫有 232 元，胖虎比小夫多 37 元，大雄又比胖虎少 53 元，請問胖虎和

大雄各有幾元？ 

圖 4-15 原案十五  個案 S 比較型相似

題（1）的手稿 

圖 4-16 原案十六  個案 L 比較型相似

題（1）的手稿 

原案十七、十八﹕畫圖表徵題意 

題目 1：中川比麗子高 18 公分，麗子又比兩津高 23 公分，請問中川和兩津誰比較

高，高幾公分？ 
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圖 4-17 原案十七  個案 S 比較型相似

題（2）的手稿 

圖 4-18 原案十八  個案 L 比較型相似

題（2）的手稿 

從以上四個原案的解題表現發現，她們已獲得學習遷移的效果，在原案十五（如圖

4-15）個案 S 在胖虎的數線上寫了 232 和 37，明顯的表達出胖虎比小夫多 37 的意涵。

而類似題第 2 題，她們把題意畫出來之後，幾乎就可以馬上回答出答案了。此次類似題

的測試，她們展示了對題意的理解與數學化的歷程，以此證明介入教學達到了效果，她

們已具備比較題型的基模。 

(三)採用具體物模擬策略解題成功 — 多重比例型 

題目為：一個大圓圈可換 3 個中圓圈，2 個中圓圈可換 3 個小圓圈，請問 8 個大圓

圈可換幾個小圓圈？ 

個案均處於乘法概念建構的前端，以具體物實際建構抽象的倍數概念，能幫助個案

往後心像的建立，如下原案十三、十四。 

原案十三、十四：直接建模表徵題意，使用一一點數的策略，非倍數跳數 

兩位個案均採用半抽象的圖形表徵題意，運用一一點數的策略解題成功，表示她們

已具備倍數與等量分配的基本概念。但因未背誦過九九乘法表，所以無法以跳數的形式

出現，又因未學習過乘除法則，所以更無法以數學模式進行作答。 

圖 4-13 原案十三  個案 S 多重比例題型

的手稿 

個案 S 的訪談紀錄 

圖 4-14 原案十四  個案 L 多重比例題

型的手稿 

個案 L 的訪談紀錄 
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1304S：就是 8 個大圓嘛，換 3 個中圓，

我把大圓切 3 塊，就是有 24 個中

圓。然後再 2 個中圓換 3 個小圓，

我就在 2 個中圓下面畫 3 個小

圓，這樣數一數小圓就是 36 個

阿。 

 

1404L：我先畫 8 個大圈圈換成 3 個

中圈圈，然後 2 個中圈圈、2 

個中圈圈、2 個中圈圈、……

再換 3 個小圈圈，就是這樣

啊。 

1405T：那妳怎麼知道是 36。 

1406L：就是 1、2、3、…… ( 開始點

數小圓圈 ) 就是 36 阿。 

<分析> 

「多重比例」在三個量數空間的兌換關係中，提供了倍數與分配的乘除法概念，兩

位個案的解題策略類似 Carpenter 等人（1999）的用具體物模擬，以表徵題意與心中的

想法，兩位個案則是以半具體物（畫圈的方式）表徵想法。在以上的操作過程中，充分

表現出她們比同齡學生成熟的後設監控能力；因為她們還未真正學過乘除法的運算規則，

也未背過九九乘法表，所以沒有使用正式的數學語言來加以說明，也沒有列出乘法與除

法的數學算式，更沒有期待她們以倍數跳數的方法計數。 

    她們以最原始的方法來解題，而且解題成功，這代表她們即使沒有學過正式算數的

乘除法則，乘除法的概念仍然早就存在於她們最基本的記憶當中，也就是乘除法的基本

概念在她們的日常經驗中，已經成形，而非正規教育所賦予的。這也直接證實了周淑惠

（1995）所言「兒童絕不是一個等待填充的空白接受器」；而如何引出她們日常中的舊

經驗，來理解約定俗成的數學記號，進一步建構屬於她們自己的數學概念，是教師們要

共同努力的目標。 

伍、 結論與建議 

本研究旨在探究二位小一個案學童求解數與量單元中非例行性問題的解題表現，首

先根據研究過程，彙整兩位個案學生在數與量單元非例行性問題的解題表現資料，分析

研究結果，提出研究結論；再依據研究結論，提出低年級在數與量單元教學上或研究上

的相關建議。 

一、結論 
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(一) 探究個案在計算題型，二階進退位加減法、基礎乘除法上的解題表現為何 

兩位個案學生的數量概念已超過同齡學生的表現，她們位值集聚的概念成熟，合成

分解的概念清晰，後設認知及監控的能力也在解題過程中充分展露無遺。在計算能力方

面，二階進位加法表現成熟且靈活，二階退位減法、乘法及除法就必須輔以具體表徵來

幫助她們建構心像。例如，個案 S（原案九）運用手指「表徵（re-presentation）」的方

式解二階退位減法的題目，可見，二位數的概念成熟。 

(二) 探究個案在文字題型，「合併型部分量未知」、「比較型比較量未知」、「多重比例型」

上的解題表現為何 

在文字題意的理解方面，兩位在「合併型部分量未知」已有基模，均以再添加的策

略進行思考，個案 S 更能以（B）= C － A 的模式進行解題，在「整體量與部分量」的

概念上比個案 L 表現成熟。 

而「比較型比較量未知」的題型，兩位雖然都解題成功，但其實她們並不是真的理

解，在訪談中發現，她們利用關鍵字判斷加減法則，遇到「比」和「少」就要用減的，

「多」就要用加的，這樣的誤解，讓她們無法聚焦於題意。於是研究者運用「認知失衡」

（原案十一：妹妹的訪談）的教學策略，讓她自己發現關鍵字的運用，並非放諸四海皆

準的法則。 

個案 L（姐姐）看到少就是減，看到多就是加，她不明白錯在哪裡，請求協助，研

究者也一樣將她置於衝突情境，但她仍處於五里霧中；研究者最後以一句「誰大？誰小？」

幫助她釐清題意（原案十二:姊姊的訪談），讓她們認真去判斷題意中差數與被減數、減

數之間的關係，釐清她們的迷思，並幫助她們建立基模，經過三個月後再以三者比較題

型（原案十五〜十八）進行檢驗，發現其概念已建立。 

最後以乘法「多重比例型」加以考驗，二位都能以畫圖表徵的方式解題（原案十三、

十四），方法類似 Carpenter 等人（1999）直接建模策略，建構三個量數間的兌換關係，

分層羅列，最後再一一點數，圖中表現出她們已具備乘法的倍數概念，以及兩兩一組的

除法分配基模，甚至能應用到三個量數空間的連結。 

經過研究者長期與個案深入互動的研究中發現，個案之所以有超齡的表現，除了她

們在日常生活中的體驗比一般同齡學生多元以外，她們表現出來的後設監控能力也較一

般同齡學生來得穩定；她們日常中能自己購物、自己計算價錢、自己分配點心。研究者

更在她們分配的過程中，看到她們已有分數的基本概念。例如，在分配 5 個餅乾時，兩
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位個案會告訴我，一個人得二個再一半的餅乾。因此，研究者認為兒童除了先天的條件

外，日常生活的體驗也是兒童知識建構的養分；家長們不要一直認為孩子還沒長大，日

常瑣事為他們萬事作足，其實是間接抹煞孩子學習的機會，阻斷她們建構知識的來源。 

二、建議 

根據本研究結論，研究者反思整個研究過程，給予相關研究者或教學者作以下三點

建議： 

(一) 有鑒於個案學生於比較題型中習慣使用關鍵字解題，意味著一次的成功不代表真正

的理解，研究者建議做訪談時要變換題目中所設立的未知數，及比較量與參考量的次序

關係，並作持續考驗加以驗證，才能掌握窺探學生的真實能力（原案十一）。 

(二) 比較題型利用關鍵字的迷思，如何破解，及如何作最小提示的提問呢？研究者以精

簡一句「誰大？誰小？」，能讓學生焦點拉回題意，關注於比較句中的參考量與比較量

的關係，此種最小介入的提問發揮了效用，數學教育工作者可以參考與試用（原案十二）。

但是不同的問題，有不同的提問內容，教學者可能要擁有數學內容知識，以及數學教學

知識，也建議教學者多多參考教學手冊，豐富上述知識以發揮適當的提問內容。 

(三) 一般學生都誤以為比較題型就是用減的，所以建議教師在出比較題型時，能同時出

現加法與減法的比較題型，置學生於衝突情境當中，讓學生獲得反思的機會，進而發展

閱讀以及數學解題的能力（原案十一）。 
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附錄 

預  試  任  務  單 

1.) 17+13 2.) 25+37 3.) 20−12 4.) 35−17 

5.) 2×3 6.) 5×4 7.) 6÷2 8.) 12÷3 

 

正   試  任  務  單 

1.) 59 + 68 2.) 113－28 3.) 9 × 8 4.) 43 ÷ 5 

(一) 小亮今天很幸運抽中 39 元禮卷，他到金玉堂想買 85 元的妖怪手錶，那麼他

應該再付多少現金呢？ 

(二) 姐姐拍球拍了 122 下，妹妹比姐姐少拍了 39 下，妹妹拍了幾下？ 

(三) 一個大圓圈可換 3 個中圓圈，2 個中圓圈可換 3 個小圓圈，請問 8 個大圓圈可換

幾個小圓圈？ 

 

比較題型類似題目 

1.)小明有 230 元，小花比小明少 30 元，

小花有幾元？ 

2.)小明有 230 元，小明比小花少 30 元，

小花有幾元？ 

3.)小明有 230 元，小花比小明多 30 元，

小花有幾元？ 

4.)小明有 230 元，小明比小花多 30 元，

小花有幾元？ 

 

三者比較的類似題目 

1.)小夫有 232 元，胖虎比小夫多 37 元，大雄又比胖虎少 53 元，請問胖虎和大雄各有

幾元？ 

2.)中川比麗子高 18 公分，麗子又比兩津高 23 公分，請問中川和兩津誰比較高，高幾

公分？ 
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