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摘要 

 

基準化問題是小學高年級數學比較困難的題材之一，修習教育專業的師資

生在基準化問題的表現值得進行調查和研究。本文從文獻中挑選了的四個進階

的基準化問題，以文字題的方式呈現形成任務單，以 147 位臺灣 68 位、大陸

79 位）小學教育的師資生進行開放作答。本文主要是分析台灣師資生的解答類

型分類與統計正確率，並與大陸師資生做對比，其次各題的解析類型是經過兩

位研究者分析，尋求共識獲得的結果。研究發現，四個問題的正確率在 33.8%-

55.9%之間，遠比大陸師資生答對率低(65.8%-88.6%)；正確解題類型有三種:設

基準量為 X、設基準量為 1、設特殊數值當基準量等；錯誤類型包括基準量指

認錯誤、程序性知識與概念性知識不足以致未能克服解題障礙以及未發揮後設

認知(元認知)的監控能力以致解題失敗。最後在討論中解析 2 個簡潔的解題策

略，並找出 4 個解題失敗的關鍵點。 
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壹、緒論(研究動機、研究問題) 

在大學修習師資培育課程的學生，在台灣稱為職前師資生，在大陸稱為師

範生，為了一致性，本文在台灣出版，因此以「師資生」來稱呼。 

美國數學教師學會(National Council of Teachers of Mathematics, 簡稱 NCTM) 

出版《學校數學的原則與標準》特別強調:評量應該支持重要的數學學習，以

及提供有用的資訊給老師與學生(NCTM，2000, P.22)。基於此論，師資生的數

學解題表現也應提供給師資培育學者與師資生， 做為教學與學習的改進。 

 

一、師資生對基準化(標準化)問題感到困難 

臺灣地區教科書描述兩量之倍數關係，用”基準量”來對比比較量的大小

(比較量÷基準量=比率或比值)。大陸地區教科書則用”標準量”一詞，例如，

比較量÷ 標準量 = 份數比 (劉玲，2001)。比值(比率) 的用語，大陸用「份數

比」或「分率」來稱呼。 

Freudenthal(1983) 用 「 Norming 」  以 描 述 兩 量 對 比 能 力 的 發 展 過 程 ，

Freudenthal 不是用「Standardizing」, 也不是「Standardization」， 因此作者翻譯

「Norming」為「基準化」；再者，Lamon(1994)也用「Norming」一詞，以著墨

兩量倍數關係的對比，強調「Norming」的能力是相對思考的能力與也是解比

例問題的基礎。 

美國的研究發現，教師與成年人對於分數乘法與除法的理解，非常有限

(Armstrong & Bezul, 1995)。Ma(1999)也發現 43%的美國小學教師雖正確地計算

(1+3/4)1/2 的問題， 但是不瞭解計算法則的理論基礎。 

Lamon 的研究也指出了小學生分數基準化的困難 (Lamon,2002)，例如，小

明走了 
3

4
 公里(千米)，發現走了全長的 

4

5
 ，請問全長多少公里(千米)？”此問題

既不是等分除(Partitive division )，也不是包含除(Measurement division)的問題，

而是探求單位比率(The determination of a unit rate)的問題(Sinicrope, Mick, 和 Kolb 

2002 )。此問題在臺灣的小學參考書稱之為”相當問題”，也就是已知的( 
3

4
 公

里)相當於全長的 
4

5
，多少公里相當於”全長 1”，此相當問題有比例推理的性

質。大陸師資生對上述問題求解當然沒有問題，是否能夠知其所以然，而可以

向小學生解釋清楚呢? 

  根據廖姵雯與劉祥通(2013)調查研究發現:師資生的基準化能力略顯不足，

此研究通過問題: 

  蝸牛珍珍和蝸牛旺旺比賽跑步。比賽開始十秒後，珍珍跑了
1

7
公尺(米)，旺

旺跑了
2

11
公尺(米)，請在數線上標示出起跑的位置，並說明你的策略（做法）。 

此問題用來測試師資生的基準化能力，但台灣地區只有 68%的小學教育專

業的師資生答對此問題。因此，師資生的基準化能力值得吾人繼續繼續關心。

本文的任務單除了給台灣一所師培大學修習小學教育專業的學生解答，也以相
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同問題給大陸一所大學教育學院修習小教專業之師資生(師範生)解題，以作為

對比，期望研究結果能給師資培育單位與數學教育學者參考與改進之依據。 

 

二、數學知識影響數學教學表現，師資生應有高觀點的數學知識 

Ma(1999)強調深刻理解基礎數學，對於數學教學的重要性；唯有完全理解

該題材，才能有良好的教學表達能力。Usiskin, Peressini, Marchisotto, & Stanley 

(2003) 主張數學教師應有高觀點(advanced perspectives)的數學知識，他們提倡：

關注于數學原理與學校數學兩方面歷史以及概念的演進，才能勝任數學教學的

任務。所謂高觀點的數學知識，該書鼓勵數學教師或師資生深度探討數學觀念

(ideas)，並且清楚與精準地解釋數學想法；也期待教師或師資生能夠欣賞數學

之美、數學的邏輯結構與應用。如果師資生有高觀點的數學知識以看待上述的

分數除法，那麼他們的數學知識，將會幫助他們日後的數學教學表現。 

 

三、研究問題 

誠如上述，師資生的數學知識為數學教學的重要基礎。對於與小學高年級

教材關係密切的基準化的問題，師資生的基準化問題的解題表現是如何? 本文

將用包含四個文字題的任務單來調查和探討兩岸修習小學教育的師資生在基準

化問題的解題表現。 

 

貳、文獻探討 

基準化能力需要兩項先備知識，即相對思考能力與單位化能力。 

 

一、相對思考能力 

 

相對的思考能力指學生能瞭解情境中數量關係的相對性。Lamon(1995)認為

相對思考能力和比值(比率)的單位化能力是解數量關係問題的兩個重要的思考

策略。因為比例是一種比較性的指標，表示一個數量與另一個數量之間的關係，

不只是單獨一個數量的改變，所以相對思考能力是解比例問題的一項重要基礎。 

而比值是表示一個數值相對於另一個數值的相對大小，但是比例問題牽涉

兩個比值的對等，因此“相對”正是比例問題中最重要的概念。例如，一隻老

鼠吃的量比大象還多，這樣的觀點是基於相對於身體的重量，不只是小的動物

相較於大的動物活動量較大，也因為它們相對的面積大，比較容易流失熱量

(van Galen 等，2008)。換言之，以相對的觀點，一隻老鼠一天所吃的量÷該老

鼠的體積大於> 一隻大象所吃的量÷該大象的體積。 

 

二、單位化能力與基準化能力 

 
“單位化”（unitizing）是將單位結構逐漸建立複雜化的歷程，它是發展
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更複雜推理的重要機制（mechanism）(Lamon,1996)。例如，1 單位(24 罐)可樂 

可以看成 2 單位(12 罐)，3 單位(8 罐)、4 單位(6 罐)等。Lamon(1996) 認為如果

學生能夠彈性的看待以上單位量(多少罐)與單位數之間的關係，那麼該生對整

數的單位化能力可說發展得很好。Lamon(1993)以 16 個物件為例，它可以看成

16 組 1 個單位物件，也可以看成 4 組 4 個單位物件；再發展找出 16 個物件的

1/4(4 個物件)，進而找出 16 個物件 2/4(8 個)與 3/4(8 個)等。簡單的說，3/4 可以

看成 3 個 1/4，繼續發展下去，又可以彈性地看成 6 個 1/8 等等，此乃分數單位

化的表現。Lamon(2002)強調單位化成功説明學生可以將分數看成一個數( a 

fraction as a number)，不是兩個數的組合。學習者單位化的範圍或目標，從整數

擴及到分數、小數、與變數等等，單位化的能力是基準化能力的基礎。 

“基準化”（norming）是採取“單位”的架構以概念化其他的情境；例如，

“將地球的大小想成像一根針頭那樣大（大約 1 毫米），然後根據這樣的定義

重新看待整個太陽系的大小，那麼太陽就變成是直徑只有 10 釐米的球體，且

太陽與地球的距離也變成只有 10 公尺(米)而已”(Freudenthal, 1983）。這 以一

個基準量(標準量)來推算其他量的方法，是一種“基準化”的過程，在學習數

學中是很普遍的思考方法。以往的教學案例中已有這樣的思考方法，但未用

“基準化”的術語。例如，黃武雄（1995）用颱風暴風半徑 200 公里(千米)與

臺灣島長 500 公里(千米)做比較，以幫助理解颱風暴風半徑大致上有多大？他

特別強調，“比較是知識的基礎，也是同化的手段”。這裡的說法是“比較”，

即是用”基準量”去比較的“基準化”過程。 

Lamon(1994)指出:分數除法的理解與基準化的能力關係密切；以 3/4 1/2=? 

到底 3/4 包含了多少個 1/2? 此 1/2 是一個單位整體(unit whole)，而 3/4 被此單位

整體(1/2)重新詮釋( re-interpreted)成為 1 又 1/2 個。研究者認為此單位整體(1/2)，

大陸的教師與學者稱為「單位一」。如果將「單位一」改為「新單位一」也許

更為恰當，而 1 又 1/2 個稱為「份數比」。 

劉祥通（2007）以較複雜的分數 
4

5
÷

3

4
＝

16

15
 為例，視“

3

4
”當基準量，用來

比較“
4

5
”，即為“

4

5
”裡包含著“

16

15
”個“

3

4
”；此種詮釋，對於多數師資生來

說，未曾想到以“除數”當作新單位， 去解釋“被除數”有多少個新單位，

此新單位即是”商數”。 

Thompson(1995)提出: 數學裡的大概念( big ideas )不是在演算法中被發現， 

而是我們如何去看見，因此幫助學生以量化的觀點看待周遭的世界(see the 

world quantitatively) ， 此 量 化 推 理 不 在 數 ， 而 在 物 件 (objects) ， 或 量 度

(measurements) 以及它們之間的關係。 

Thompson(1995)巧妙地設計一個具象的圖(見圖 1)，給學生看乘法關係內的”

部分( parts )”與”整體(wholes )”，其目的是要學生能夠精準的找出基準量與

比較量，以發展出完整的基準化的能力。 

問題 1:你看到 3/5 的 5/3 嗎?  

分析:回答此問題，學生要能夠以 5 個小單位找到 3/5， 其次從 3 個小單位，
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再找出 5/3 倍，再得到 5 小個單位； 

問題 2:你看到 13/5 嗎? 

分析:回答此問題，學生要能夠以 3/5 個大單位(3 個小單位)當作基準量，

以找到 1 個大單位(5 個小單位)當作比較量，進而發現比值是 5/3 倍。 

以上問題，學生要彈性地看見”基準量”以尋找”比較量”，進而得到比

值或成為幾個”份數比”的問題。換句話說，唯有能夠彈性地確認出基準量與

比較量，才能解答複雜的基準化應用問題。 

 

 

 

 

 

 

 

大陸教師提出一個例子「8 比 9 少 1/9，此 8 是比較量，9 是標準量(基準

量)，9 是單位 1，此 1/9 是份數比」(劉玲，2001)。     

此例的確困擾很多學生與成年人，明明 8 比 9 少 1，怎麼會是少 1/9 呢? 理

由是:把 9 當作基準量，看成單位 1，少的 1 是相對於 9(基準量)是 1/9(份數比)；

相對地 9 比 8 多 1/8，此時 8 是標準量(基準量)，將 8 看成是單位 1，1/8 也是份

數比(比值)。以上例子缺乏具體的物件與量度的情境 較為抽象， 對小學生而言

尤為深奧。水結成冰時，體積會增加
1

11
，若冰融化成水時體積會減少多少？(林

錫麟，2007)，此應用問題有較具體的情境，或許對於解題者沒有那麼「去情境

( de-contextualization)」的感覺。 

以上有很多不同的單位與單位的轉換，處理複雜的單位是學習數與量必經

的過程。Steffe(1994)也強調有理數的推理的基礎在於學生能夠處理複雜的單位

(complex units)。 

 

三、解文字題的表現 
關於文字題的理解困難，Cuoco(2008) 指出兩個共同的問題:  不熟悉問題的

情境，另一種是一般性的閱讀困難。 

美國國家教育進展測驗(National  Assessment of Educational Progress 簡稱

NAEP )提供以下二例以說明不熟悉問題的情境(Kouba, Zawojewski, & Strutchens, 

1997): 

(1)甲吃一塊披薩的 1/2， 乙吃另一塊披薩的 1/2， 請問誰吃的比較多? 請用

圖形、數位與文字解釋你的答案。 

此披薩比較問題，未說明甲、乙二人所吃的披薩大小是否相同，困擾了四

年級學生， 答題令人滿意與非常滿意者只有 24%。 

(2)甲乙兩候選人競選， 甲獲得男性 48%，與女性 55%的選票，請問甲的

票數會高於乙?  

     

 

圖 1:部分與整體的關係 
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此選票比較問題，未提供男性與女性的票數，困擾 12 年級學生，只有

26%學生回答需要知道男性與女性的票數，否則無從判斷，此問題雖無測驗師

資生的資料，可以推定師資生對此問題可能也有有挑戰。解此問題，基準量的

指認與察覺是能否成功解題很關鍵的因素。 

當學生遇上不熟悉的問題情境，Cuoco(2008)建議教學時採取「猜測(guess)、

檢查(check)、一般化(generalize)」的解題法或教學法。此法雖是耗時，卻可以

配合學生的認知程度。 

其次是一般性的閱讀困難，有的學者提出理解題意，有的強調問題轉譯與

整合，也有強調要有豐富的資源與背景知識。 

Polya(1957)建議在解題教學時分成理解題意(Understanding the problem)、擬

訂計畫(Devising a plan)、執行計畫(Carrying out the plan )與回顧答案的合理性

(Looking back )四個步驟來引導。Schoenfeld(1985)提出影響解題行為有四個因素，

分別為資源(Resource)、捷思(Heuristics)、控制(Control)與信念系統(Belief system);

而“資源”(先備知識)是與閱讀理解能力最為相關的因素。 

Mayer(1992) 主 張 文 字 題 解 題 的 過 程 分 成 四 個 階 段 : 問 題 轉 意 (Problem 

Translation)、問題整合(Problem Integration)、計畫與控制(Planning and Monitoring)、

與執行(Execution)四個步驟。Lester & Kroll (1990)提出的以下例子可以呼應問題

轉譯與問題整合: 

莎莉每週有 5 元美金的零用金，有一周她的母親給她是零錢，分別是 25

分硬幣(0.25 元)、十分錢(0.1 元)、與鎳幣(0.05)元總共 24 個，請問她母親這周

給的各種零錢分別有幾個? 解這個問題需要將線索個別轉譯，也要把兩個線索

(共 5 元美金與 24 個硬幣 )結合起來。 

Mayer(1992)更進一步指出解文字題需要有程式性知識(procedure knowledge)、

語言知識 (linguistic knowledge)、語意知識  (semantic knowledge )、基模知識 

(schematic knowledge)與策略知識 (strategic knowledge)。 

Barton, Heidema & Jordan(2002) 提出:數學閱讀需要豐富的數學基模做為基礎，

數學文本中的詞彙(vocabulary) 與敘述(statement)都蘊含數學概念，解題者對於

詞彙與敘述進行解讀後，才能理解，進而解題。例如，題目中的“課稅”、

“折扣”、“省下百分比”、“哪一方案較划算?”。 

因閱讀錯誤導致解題失敗的例子很多，縱使資優(尖子)生也不例外；王仁

郁(2019)的研究發現:資優生也會因閱讀理解錯誤，導致基準量指認錯誤，而導

致解題失敗；他還發現題目中提供圖形以説明理解，能大大增進解題表現。 

關於基準化文字題的解題方法，Boaler(2015)的例子如下: 
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圖 2:一位學生的自創解法 

 

一位男士到店裡買火雞片，3 片的重量是 1/3 磅，但是他的飲食只能吃 1/4

磅，請問他可以吃幾片?  

一位四年級生自創的算數視覺解法: 

3 片有 1/3 磅， => 1 磅=9 片(畫出 9 個圓圈) => 1/4 磅=(2 +1/4) 片 (如圖 2)。

此解法先用倍數法(比例法)求出 1 磅相當於 9 片，而 1/4 磅相當於(2 +1/4)片(用

十字線切割九個圓)。看了此解題方法，吾人可以發現此問題也是一種“相當”

問題。此法很直觀，利用此法也許可以幫助很多學生獲得有意義的學習，如果

教師在行間探訪而獲得此法，意義化之後要珍惜它，也要表揚以鼓勵該生與其

他學生創造自己的解法。  

Haylock(1995)強調:當標準量改變時，解題者是否能正確指認基準量是解題

的關鍵。例如，Haylock(1995) 提出這樣的問題，上個月一個物品售價 200 英鎊，

這個月增加 10%，下個月減少 10%，請問後來增加或減少多少百分比？這樣的

問題困擾很多人，它給定已知量，形容改變量多少的問題，就是一種相對思考

問題，也是基準化的的問題。解決這樣的數量關係問題，需要培養基準化的能

力。 

Van den Heuvel-Panhuizen (2004) 也設計一個開放式評量問題:以加量 25%脆

餅乾，價格不變，請問相當於多少折扣? 以上問題給 39 位五年級學生作答，28

位答錯者的回應迥異，可見學生的思考層次與解題路徑大大不同，值得給教學

者分析與探討，以瞭解學生的解題想法。 

 

 

參、研究方法 

 

本文旨在探討師資生在基準化(標準化)問題的解題表現，採用調查法，設

計開放式的任務單給二岸師資生求解，施測對象為台灣一所師資培育大學小學

教育學程的 68 位，對照組為大陸某城市的市級大學 79 位教育學院小學專業方

向的師資生，共 147 位。 

測試時間都為 40 分鐘。根據學生的答案，由兩名研究者共同進行解題類

型分析，希望找出他們使用的解題類型(策略)，並解析各錯誤類型的可能因素，

以及並統計出各類型的人數。 
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一、任務單的設計 

 

基準化問題是小學高年級學生的學習題型，解決普通的基準化問題是在師

資生的能力範圍內的。為了考驗師資生是否有更高一層的數學能力，研究者從

文獻中挑選了比較困難的與基準化問題有關的四題應用題組成一份任務單，此

任務單給師資生開放作答。此四題的題目與特點分述如下： 

 (一)、水結成冰時，體積會增加
1

11
，若冰融化成水時體積會減少多少？(林

錫麟，2007)。 

特點分析:這個題目是有情境的量化推理問題，前後兩個敘述的標準量與

比較量剛好互換 ，求未知問題的比值，考驗學生能否正確從情境中指認出基

準量，而求得新的比值與減少體積的百分比，也探討師資生的解題策略與方法。 

 

(二)、某一品牌的奶粉，促銷期間加量 10%，但不加價，請問此促銷方案

相當於省下多少百分比的開支？(Van den Heuvel-Panhuizen, 2004) 

特點分析: 題目中牽涉到“容量”與“價錢”，問省下多少百分比? 其實就

在考驗解題者能否連結兩個線索(容量增加 10%，價錢不改變 )，處理兩種不同

單位的量，以比較「單價」，對照出前後方案的價錢與容量之比率?  

 

(三)、 一位業務員，從一月到二月、二月到三月、三月到四月的業績的增

長百分率，剛好都一樣，請問從一月到四月業績增長率上升(或下降)了多少百

分率?)  

 

表 1: 一位業務員 4 個月份的業績 

月份 一月 二月 三月 四月 

業績 ？  54,000 62,100 ？ 

 

特點分析: 

每月的增長率相同，題目問一月到四月的增長率，一月與四月業績是未知，

必須從相鄰兩個月的業績尋找增長率，以求出前後四個月的增長率是多少? 此

題的起始值一月的業績未知，對於國小高年級生資優(尖子)生、中學一般生往

往因迷思概念，而減去成長率 15%，對於師資生是否有困難? 其次，是否能將

成 長 的 百 分 率 看 成 是 倍 數 ， 正 如 分 數 看 成 是 倍 數 (fractions as 

multipliers)(Harel,1995)，而有百分率連乘的精簡策略?  

(四)、根據某一項統計，黃金價格從七月份上升六月份的 15%，又從八月

份下降七月份的 10%，假設九月份要回到六月份的黃金價格，請問從八月份到

九月份的黃金價格是上升還是下降？上升（或者下降）多少百分比？ 

特點分析: 此題的發想源自於股市上個月下跌 20%，這個月回到先前的價

位，請問這個月上升多少百分比? 修改成:連續三次改變基準量的情境中，考驗

解題者能否從長篇的文字題情境中找出正確的基準量，以得出業績上升或下降
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的增長百分比。其次，根據計算結果八月份達到 1.035，九月份降回 1.0，學生

會直接寫下降 0.35%? 還是找出基準量 1.035 再處理百分比的問題? 

 

二、資料分析: 

對 147 位師資生的解題表現分類的過程中，二位研究者在分析各題的解

題類型時發現，各題的解法有共通性，大略可以分成三種類型：1. 代數列式，

2. 設基準量為 1，3. 尋找特殊數值法(例如，假設水的體積為 11，結冰後的體積

為 12)。然後再將各類進行細分，並探討解析差異、統計各類型的人次(答對率)，

並附上大陸學生解題類型的人次當對照，從各類型中找出典型案例。最後，分

析錯誤類型的可能原因，各題又附上幾位台灣學生的解答與表徵(代碼以 TW1-

1，代表台灣師資生解第一題的第一位解答者)， 幫助讀者了解該解題類型。可

惜，因為掃描檔案的字跡不夠清楚，因此，恕本文不呈現大陸師資生的解答與

表徵。 

 

 

肆、研究結果分析 
 

以下是對 68(對照組 79)位被測師資生的測試結果，根據他們在任務單的四

題中各題的解題情況，進行了解題類型的分析。 

第(一)題：當水結成冰時，體積會增加
𝟏

𝟏𝟏
，若冰融化成水，體積會減少多少？ 

 

表 2: 第(一)題解題類型與人數對比 

類型 1：解題正確，以一當作基準量，正確列出關係式。 

人數：21(44) 例如：將水的體積當成 1 單位，冰的體積為    

       (1 +
1

11
) × 1 =

12

11
， 

而冰融化成水時體積減少(
12

11
− 1) ÷

12

11
=

1

12
 。 

類型 2：解題正確，利用未知數𝑥，正確列出關係式。 

人數：4 (23) 例如：設水的體積為𝑥，冰的體積則為
12

11
𝑥， 

而冰融化成水時體積減少(
12

11
𝑥 − 𝑥) ÷

12

11
𝑥 =

1

12
。 

類型 3：解題正確，用特殊數值代入求解。 

人數：3(3) 例如：假設水的體積為 11，則冰的體積為 12， 

所減少體積 1 為冰體積的 
1

12
 。 

類型 4：觀念錯誤，未指認出題目的基準量改變。 

人數：15 (6) 例如：直接寫下
1

11
 。 

類型 5:  列式正確，回答錯誤，未發揮元認知監控 

人數:2 (3) 例如:W (水) ×
12

11
= 𝐼(冰)， 𝐼 = 𝑊 × 11/12，答:11/12 

續下頁 
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類型 6:: 看不出計算方法， 或空白未作答 

人: 23 (0) 看不出計算方法 13 位，空白 10 位； 

此類型大陸師資生 0 位。 

 

註解: (   )內的數字代表大陸師資生的人數 

 

 

此題的特點為基準量改變，有 28 位佔 41.2%(大陸 88.6%)師資生解題正確，

正確類型大致分為以下三類: 

類型 1：師資生大多將水當成 1 單位，冰當作
12

11
來進行計算。 

類型 2：設水的體積為𝑥，冰的體積則為
12

11
𝑥，此為代數法。 

類型 3：其中台灣師資生有 3(大陸 3 )位以特殊的數值 11 當作水的體積，

12 就是冰的體積，冰溶化為水時體積又是 11，所以減少了 
1

12
 ，研究者認為此

法是用特殊數值代入法。 

類型 4:而錯誤解答裡，大多數師資生 15(大陸師資生 6)位直接寫下減少 
1

11
，

這是將基準量指認錯誤導致的； 

一位學生 (TW1-1)答案  水 (10/11)= 冰 (11/11)，  因此冰溶化為水後減少

1/11( 見圖 3)。 

 
圖 3: TW1-1 解冰與水的體積變化 

 

水與冰相差是 1/11(減法思維)，但是依他的列式，冰為水的 11/10 倍(乘法

思維)， 此生列式是減法思維，不是乘法思維。 

 

類型 5:未發揮後設監控， 以致解答錯誤。 

一位學生(TW1-2)的列式正確(如圖 4)，但答案錯誤 11/12(正確 1/12)，此乃

未發揮後設監控的表現。 
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圖 4: TW1-2 未發揮後設監控的例子 

 

 

第(二)題：某一品牌的奶粉，促銷期間加量 10%，但不加價，請問此促銷方案

相當於省下多少百分比的開支？ 

 
表 3: 第二題解題類型與人數對比 

類型 1：解題正確，利用未知數，正確列出關係式。 

人數：

5(28)人 

例如：假設原價為 A，原本的量為 B； 

促銷價也為 A，加量後為 1.1B； 

列出 ( 
𝐴

𝐵
−

𝐴

1.1𝐵 
 ) ÷

𝐴

𝐵
≅ 9.09%， 

以每單位價格算出省下9.09%。 

類型 2：解題正確，以特殊數值代入法求得解。 

人數：

15(17)人 

例如：假設原來的量為 100，價格 100； 

增量後為 110，而價格依然為 100(應該為 110)， 

列出(110 − 100) ÷ 110 ≅ 9.09%， 

則省下的 10 元為 110 元的 9.09%，省下9.09%。 

類型 3：解題正確，以找單價(價格與容量)之比率，列出關係式。 

人數：4(7) 

人 

例如：假設原來的單價為 1，列出(1.1 − 1) ÷ 1.1 ≈ 9.09%，

表示省下的 0.1 為 1.1 的 9.09%。 

類型 4：未發現基準量改變。 

人數：

31(20 人 

直接寫下 10% 

類型 5: 列式困難，或無法跨越障礙，或沒有作答 

人數：

13(7)人 
假設該奶粉價格為 a，重量為 b 克；原奶粉為 

 𝑎 

 𝑏 
 元/克，促銷奶粉

為 
 𝑎 

1.1𝑏
 元/克；後續的計算過程錯誤，以致答案錯誤。 

註解: (   )內的數字代表大陸師資生的人數 

 

此題是關於價錢與容量對比，解題正確的師資生有 24 位佔 35.3%(大陸

65.8%)，類型 1:大多以代數解法(假設未知數)，求出單價進行解題； 

類型 2:是將價格與容量以實際數值(100)代入求解， 

類型 3:求單價(價格與容量)之比率，此種解法可稱為特殊數值代入法。 

類型 4:直觀認為了省下 10%，顯然，此等學生未察覺到基準量已經改變。台灣

的師資生有 31 人佔了 45.6%，大陸師資生相對只有 20 位(25.3%)。 
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類型 5:列式困難、或無法跨越障礙，或沒有做答者，台灣計有 13 位，大陸 (7)

位。 

一位學生(TW2-1)雖已列式原來單價為 
 𝑎 

 𝑏 
 元/克，促銷單價為 

 𝑎 

1.1𝑏
 元/克，他

用促銷單價÷原來單價=1/1.1，可惜，卻不知如何解答省下多少百分比? 

也有一位(TW2-2)，設原來為
 𝑥 

 𝑦 
 克/元，促銷為 1.1×

 𝑥 

 𝑦 
克/元，促銷/原來，

得到買到 1.1 倍(克/元)，此生可能不會轉換為每克多少元(?元/克)，也就是關於

單價的對偶性，不懂得利用倒數關係求出 1/1.1 (90.9% 元/克)，以回答省下多少

百分比。 

有二位計算上發現她已經設定加量後 110 克除以未加量 100 克得到 1.1， 

而將 1.1 倍看成是省下的 1.1%( TW2-3 見圖 5)， 此解法雖代表已理解題意，但

無法克服解題障礙。 

 
圖 5: TW2-3 直接回答省下 1.1%(無法克服解題障礙) 

 

 

第(三)題：一位業務員，從一月到二月、二月到三月、三月到四月的業績的增

長百分率，剛好都一樣，請問從一月到四月業績增長率，上升(或下降)了

多少百分率(用計算器算到小數第二位)？ 

 

表 4: : 一位業務員 4 個月份的業績 (與表 1 相同) 

月份 一月 二月 三月 四月 

業績 ？ 54000 62100      ？ 

 

表 5:  第三題解題類型與人數對比 

類型 1: 解題正確，依序列出各月份的業績後，求出前後之增長率。 

人數：

33(57)人 

例如：先算出增長率為62100 ÷ 54000 = 1.15， 

而一月业绩 = 二月业绩 ÷ 1.15 = 4696.52， 

四月业绩 = 三月业绩 × 1.15 = 71415， 

四月业绩 ÷ 一月业绩 = 71415 ÷ 4696.52 = 1.52， 

表示四月業績為一月業績的 1.52 倍， 

則上升了一月業績的 52%。 

類型 2：解題正確，直截連續乘三次，求出前後之增長率。 

人數：5(5)

人 

例如：先算出增長率為 62100÷54000=1.15，則四月業績

為一月業績增長三次1.15 × 1.15 × 1.15 = 1.52，表示四月業

績為一月業績的 1.52 倍，則上升了一月業績的 52%。 

續下頁 
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類型 3：未充分瞭解題意(忽略了一月的業績才是問題的基準量)。 

人數：18(7)

人 

例如：列出 (62100 − 54000) ÷ 54000 = 0.15， 

表示三月業績上升了二月業績的 0.15， 

因業績增長率相同，則認為一月到四月的業績增長率依

然為 0.15，則寫下上升 0.15 為答案。 

類型 4：忽略題目的要求，未算出一月到四月的增長率 

人數：3(9)

人 

例如：以三月業績除以二月業績算出增長率， 

但只算出一月與四月的業績，未算出一月到四月的增長

率。 

類型 5: 

人數 9(1)人 

不會解題或看不出計算章法 

 

註解: (   )內的數字代表大陸師資生的人數 

 

此題解題正確的師資生有 38 位，佔 55.9%(78.5%)。 

類型 1：計算出一月與四月的業績後，再以四月份業績除一月份業績得到

1.52，故四月份業績上升了一月份業績的 52%。解題正確的師資生皆能察覺一

月成長到四月時的基準量為一月份，進而正確求出答案。 

 

 
圖 6: TW3-1 的冗長解題過程 

 

此生(TW3-1)答案正確， 但是計算過程冗長，不夠精簡，成長率 1.15 倍，

從三月除以二月之業績既得，何須列未知數 x 計算，再者既然已算出一、四月

的業績(46956.12、71415)兩數相除即得 1.52，何須再列未知數 y 計算(圖 6)。可

見此生程序性、甚至概念性知識之不足。 

 

類型 2：只有 5 位師資生能察覺業績增長率相等，進而以二月到三月的增

長率連乘三次後得到答案，此為精簡的解法(見圖 7，TW3-2)，可推測使用此解

法的學生有較優異的數學能力。 
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圖 7: TW3-2 的精簡解法 

 

 類型 3：直接以二月到三月的增長率 0.15 作為答案，主要錯誤解答是忽略

題 目 的 要 求 ， 可 能 誤 認 為 平 均 成 長 率 ， 可 能 認 為 業 績 長 的 圖 的 ” 斜 率

(slope)”1.15，卻未算出一月到四月的增長率，另一種可能，也許是忽視了應改

以一月份的業績當基準量，此也算是後設認知(元認知)監控的疏失。 

類型 4: 忽略題目的要求，沒有回答問題，未發揮元認知的功能。 

一位學生(TW3-3)算出一月與四月的業績，可能未回看題意，以為回答一

月與四月”?”的欄位，即為所求。 

類型 5 :  解題看不出章法者有 9 位之多，大陸師資生只有 1 位。 

 

第(四)題：根據某一項統計，黃金價格從七月份上升六月份的 15%，又從

八月份下降七月份的 10%，假設九月份要回到六月份的黃金價格，請問從八   

月份到九月份的黃金價格是上升還是下降？上升（或下降）多少百分比？ 

表 6: : 第四題解題類型與人數對比 

類型 1：解題正確，利用未知數，正確列出關係式。 

人數：

10(34)人 

例如：設六月份價格為 A； 

七月份價格為 𝐵 = 𝐴 × 1.15； 

八月份價格為 𝐶 = 𝐵 × 0.9 = 1.035𝐴， 

下降了
(1.035𝐴−A)

1.035𝐴
≅ 3.38%。 

類型 2：解題正確，以 1 為基準量，正確列出關係式。 

人數：

6(16)人 

例如：設六月份價格為 1 單位； 

七月份價格為(1 + 15% = 1.15)； 

八月份價格為(1.15 × (1 − 10%) = 1.035)； 

則九月份價格為1.035 × (1 − 𝑥) = 1， 

得𝑥 ≈ 0.0338 = 3.38%。大約下降了 3.38%。 

類型 3：解題正確，以特殊數值代入求解。 

人數：7(3)

人 

例如：設六月價格 100 元；七月價格為 115 元； 

八月價格為 103.5 元；九月價格為 100 元； 

列出 (103.5 − 100) ÷ 103.5 × 100% ≈ 3.38%， 

下降了約 3.38%。 

續下頁 
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註

解: (   )內的數字代表大陸師資生的人數 

解題正確者 23 位，佔 33.8%(大陸 67.1%) 

 

       類型 1:大多數假設六月份價格為未知數，計算出各月份之間的關係式進行

解題。  

     

 
圖 8: TW4-1 以代數求解， 觀念正確答案卻錯誤 

 

此生(TW4-1)用代數解法求得八月 1.035X、九月 X 都正確，但是計算時□

應該約等於 0.962，但是題目是下降多少?(見圖 8)，殊為可惜。 

 

        類型 2:次多以六月份的價格作為 1 單位來進行計算； 

     

        類型 3:有 7 位師資生(大陸 3 位)以特殊數值代入求解。 

學生誤認為基準量為九月份價格，九月份價格比八月份多，經過計算後寫

出答案為上升 3.38%，並未察覺基準量應該為八月份價格，而對於八月份價格

來說，六月與九月份的價格皆為下降，答案應為下降 3.38%。 

 

 

類型 4:未監控答案合理性，以致解題錯誤。 

人數：

15(9)人 

例如：設六月份價格為 1； 

七月份價格為 1.15 

八月份價格為(1.15 × 0.9 = 1.035)； 

最後列出
1.035−1

1.035
× 100% ≈ 3.38%，(上升) 

未發現應為八月份價格到九月份價格，應為下降。 

類型 5:未察覺基準量改變，以致解題錯誤。 

人數：

3(11)人 

例如：設六月份價格為 1 單位； 

七月份價格為 1.15 

八月份價格為(1.15 × 0.9 = 1.035)。 

最後列出
1.035−1

1
× 100% = 3.5%， 

未發現基準量應為八月份價格，分母應為 1.035，不是

1。 

      類型 6:  計算無章法，或未做答。 

  人數：27(6)人 
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        類型 4: 正確答案是下降 3.38%，此類型師範師可能以六月份當基準量，回

答上升 3.38%的學生，其實題意是以八月份當準量。此歸因於未發揮後設認知

(元認知)，以致解題錯誤。 

 

        類型 5: 基準量不斷改變的情境，未察覺最後的基準量是 1.035， 不是 1。 
        類型 6: 計算無章法，或未做答。台灣的師資生有 27 位師資生，大陸師資

生只有 6 位 

 

 
圖 9: TW4-2 無章法的計算過程 

 

此生(TW4-2)設定六月為 X， 七月為 X+15X /100(應該寫 1.15X)，八月列出了四

項(可以 1.15X x 0.9=1.035X)， 最後也用錯了基准量(不是 X， 而是 1.035X)(見圖

9 )，可見此生計算能力與概念性知識都不足。 

 

又有一位師資生(TW4-3)有好多步驟的處理，例如六月設為 X，七月份

X+0.15X=1.15X、八月 1.15X-0.115X= 1.035X(應該 1.15 直接乘以 0.9)，可見該生

沒用百分率相乘，他的概念性知識可能不充足。 

  另有一位(TW4-4)的答案很特別(下降 5%)，其中一位認為六月到七月上升

15%，七月到八月下降 10%，合起來上升 5%，九月應是下降 5%， 才回到六月

的水準。此生想法很特別，各月份不斷改變，他不是採用百分率乘法，而是相

加減，可見該生的乘法概念發展並未周全。 

 

伍、 結論與討論 

 

一、結論: 先針對四個問題的解題表現與與答對率做簡要的總結，並找出幾個

解題錯誤中的現象。 

 

(一)在題目(一)、基準量指認情境中，較不易察覺基準量的改變，必須知道

冰融成水後的基準量是誰。未能指認出題目的基準量改變，以致無法正確解題，

台灣師資生有 15 位(大陸 6 位)。答對率台灣 41.2 %(大陸 88.6%)。 
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(二)在題目(二)，奶粉加量不加價，或減量不加價，要能洞察以比率(單價)

進行比較；也就是利用原始的單價，與改變後的單價進行比較，得知改變後為

減少或增加多少百分比。但是列式困難，無法跨越障礙，或沒有作答，台灣多

達 13 (大陸 7  )位。答對者 52 人，答對率只有 35.3%(大陸 65.8%)。 

(三)在題目(三)，特別是起始與最終的基準量都未知，有 57 位學生能從二

月找一月的基準量，三月找四月的最終量，而成功解題。更重要考驗學生可否

聚焦：既然連續增加相同量，可用比值連乘法解決問題，可惜台灣與大陸僅有

5 位使用此策略，此題答對者台灣師資生答對率 55.9%(大陸 78.5%)。 

(四)在題目(四)，此題解題過程中牽涉到多次基準量的改變，考驗解題者能

否從題意中辨識出最後問題的基準量。此題台灣師資生計算無章法，以致無法

克服解題障礙，或未做答者， 多達 27 位(大陸只有 6 位)。 台灣師資生解題正

確人數為 23 位(大陸 53)，答對率 33.8% (大陸 67.1%)。 

 

以上四題，答題正確的方法與預試時的發現並無差異，大致分成代數法、

假設基準量為 1、與特殊數值帶入法，此三種方法是否有高下與程度之分? 以

第三題為例，設六月基準量為 1(七月為 1.15，八月為 1.15×0.9)，這是基準化成

功的表現，不是類變數思考(quasi variable thinking)(Fujii & Stephens, 2008)，更不

能說是算術法；至於特殊數值帶入法，學生利用關鍵數值，省下了繁瑣的計算，

可謂洞察力的展現。 因此本研究對於師資生以上三者方法， 並沒有高下之分

的結論。 

 

從答對百分率與上述的分析，台灣師資生的解題表現不理想(33.8%-55.9%)，

比大陸地區低落，值得數學教育界關切，此外本文也指出以下幾個現象的差異。 

1. 相較大陸師資生，台灣師資生對於任務單的問題，指認基準量上有困

難的比率比較高(第(一)、(二)與(四)題， 表2、3與6 )。 

2. 相較大陸師資生，台灣師資生，計算到一半，無法克服解題困難的比

率比較高(第(二)、(四)題。 

3. 相較大陸師資生，台灣學生不會解題，留下空白的比率比較高(第(一)

題、表2)。 

4. 相較大陸師資生，台灣師資生，概念性知識與程序性知識不足的比率

比較高(第(二)與(四)題，表3與6)。 

 

二、討論: 又分成二部分， 討論(一) 解析簡潔的解題策略與(二) 討論解題失敗

的因素  

討論(一) 解析簡潔的解題策略 

 

1. 洞察到特殊數值，以解答問題 

 

在題目(一)，假設水的體積為 11，改變後的體積為 12，與題目(二)中，也
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有學生洞察到將基準量假設為特殊數值(價格 100 元，重量 100 克)進行解題，

希望所代入的數能讓運算簡單，因此將數值假設為易算之特殊數值。 

Lamon(1995)的研究發現，16 盎司(ounce)的穀物早餐盒價格 3.36 美金，與

12 盎司(ounce)的穀物早餐盒價格 2.64 美金，買哪一種比較划算的問題? 有些學

生發現，為了比較方便計算，捨掉價格除以 16 與 12 盎司的計算，直接分別除

以 4 與 3 來比價；此洞見(以特殊數值解決問題)建立在單位量的改變(reuniting)

的能力已發展成功(Lamon,1999)。如果教學者發現學生有此創造的表現時要表

揚這些提出洞見者，以鼓勵更多學生勇於創造另類解法。 

關於洞察到特殊數值，在李佩樺與劉祥通(2008)的例題：“林家三姐妹，

每個月零用錢的總和為 6600 元；已知大姐零用錢的二倍是二姐零用錢的三倍，

二姐零用錢的四倍是小妹零用錢的五倍。請問大姐每月零用錢有多少元？”。

一位資優生巧妙地將二姐假設為 10 份，則大姐為 15 份，小妹是 8 份，順利找

出三者之間的關係，總共 33 份相當於 6600 元，得到大姐 3000 元、二姐 2000

元與小妹 1600 元。此乃洞察到特殊數值滿足題目的數量關係，成功解題的例

子。 

可見洞察到問題的線索，以特殊數值求解為有效率的解題策略，但是成年

人學了許多的公式與約定俗成的方法，往往失去了洞察力，也耗費很多解題時

間。洞察到特殊數量，可以簡化解題步驟或減低計算的冗長。 

 

2. 採用比值連乘法，壓縮過程，快速解題 

 

透過簡化(curtail)數學的過程，力求清晰晰(clarity)、簡潔(simplicity, economy)

且合理的解法，這是資優生(尖子生)用此壓縮(curtailment)的方法解題(Krutetskii, 

1976)。在題目(三)中，台灣與大陸師資生，各有 5 位採用此簡潔的方法解「比

值」連續相乘之問題。 

連續三個比值相乘可以得到前後四個月的比值，這是簡化的壓縮過程；解

題者在解題當下往往沒有察覺到最簡潔的方法，但是教師如果在解題教學時，

督促學生反思，壓縮過程的解法是可以被理解的；其次，教師如果沒有充裕的

時間可以給時間反思，請這些學生分享他們的方法，如此也算是一種鷹架(腳

手架)(scaffolding)的教學法，可以擴大學習效果。 

Hiebert 等人(1997)主張: 學習任務單應該鼓勵花時間反思(reflection)與溝通，

研究者也認同此主張。Hiebert 等人(1997)認為數學系統充滿了關係的連結，任

務單是聚焦學生的注意力在關係的連結，關係的連結不是一蹴可及的任務，因

此任務單應該留下殘餘物(residue)，所謂的殘餘物就是給學生繼續理解這些關

係。 

關於壓縮過程，也有小學生會自發的使用「比值」連續相乘。李佩樺與劉

祥通(2008)的例題：“林家三姐妹，每個月零用錢的總和為 6600 元。已知大姐

零用錢的 2 倍是二姐零用錢的 3 倍，二姐零用錢的 4 倍是小妹零用錢的 5 倍。

請問大姐每月零用錢有多少元？”。有一位資優生(尖子生)假設大姐為 1，二
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姐為 2/3 份，小妹為 2/3×4/5=8/15 ，利用比值連乘法。上述大姊的 1，可以說是

「單位一」，二姊的 2/3 與小妹的 8/15 是份數比，此『份數比』的說法呼應劉

玲(2001)的用詞。 

 

討論(二):討論解題失敗的關鍵因素。 

 
1. 基準量指認 

 

在題目(一)中，錯誤類型大多數人以水為基準量，而直接寫下減少 1/11  作

為答案，而正確應該是以冰的體積當作基準量進行解題，最簡易的途徑是:假

設水的體積為 11，則冰的體積為 12，所減少體積 1 為冰體積的  1/12，台灣師

資生的答對率 41.2%(大陸 88.6%)。以上是有問題情境的文字題，師資生難免犯

錯，劉玲(2001)所舉的例子「8 比 9 少 1/9，此 8 是比較量，9 是標準量(基準量)，

9 是單位 1，此 1/9 是份數比」，相較於題目(一)，此例子少了情境的搭配，對

於小學生更是難以理解，小學教師教學時對於基準量的指認，需注意比較量與

基準量的對比，也須注意到單位量轉換的問題。 

同樣也是基準量指認的問題，王仁郁(2019)的例題：“如果 1984 年的總收

入減少 10%為 1985 年，如果 1986 年和 1984 年一樣，請問 1985 到 1986 年間總

收入上升或減少多少百分比？”。研究中十二位小學高年級資優生(尖子生)，

解此題的答對者僅有 2 位(16.6%)，沒有意識到新的基準量是 1985 年(90%)，比

較量為 1986 年(100%)，所以上升了 1/9(約 11%)，此乃基準量指認錯誤而導致解

題失敗。 

     

2. 以價錢與容量的比率(單價)當作對照的依據 

 

在題目(二)中，對於“加量不加價，省下多少百分比的問題?” 解題者需

要跳過價錢與容量，洞見到隱藏的“單價”，否則難以克服解題障礙。

Haylock(1995)以促銷方案的單價對照于原方案的單價，探討省下多少百分比。

此種洞見的能力可謂問題整合(problem integration )的能力(Mayer, 1992)。如同下

一個問題：在兩次行駛中，二次行駛距離相等，但是第二次的行駛時間比第一

次增加 10%，請問第二次的速率比第一次改變了多少百分比? 解題者要運用兩

次的距離除以時間之比，以求得速率之比。 

從問題結構的觀點來看，以上二種問題是同構的(isomorphic)的問題(Reed，

1987;1999)。解上述兩個問題考驗學生是否能用整合題目中的資訊，以洞察出

隱藏的量。 

3. 未發揮後設認知(元認知)功能，以監控答案的合理性 

 

解題目(三)時，台灣有 18 位(大陸 7 位)師範生解題錯誤，認為因業績增長
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率相同，所以一月到四月的業績成長率依然為 15%，直接將單次的增長率視為

一月到四月連續改變的增長率。這樣的迷思概念出乎研究者的預期，似乎看成

是”斜率(slope)”的概念，沒有聯結到複利增長的觀念。後續研究可以追問學

生的想法。有 10 位學生只求出一月與四月的業績，未檢視題目的要求，此類

型可說是未發揮後設認知(元認知)監控的功夫，以致未竟全功。 

解題目(四)時，台灣有 15 位(大陸 9 位)認為答案是上升 3.38%(應是下降

3.38%)，也是未發揮元認知的功能，以核對答案的合理性。另一種假設，如果

題目中有提供折線圖，劃出六月 100%、七月 115%、八月 103.5%、九月

100%(與六月同)的相對位置，答錯的人數可能會降低。此折線圖可幫助理解題

意，或可減輕認知負荷，進而影響解題表現。 

以上是學生解題疏失或未回顧答案是否合理的例子，在經由解題的教學的

論述理，Van de Walle(2004)強調學生解題後，回顧策略是必要考慮的；建議教

師幫助學生學習監控解題進展，以及發展元認知的習慣。Van de Walle (2004)進

一步強調發展後設認知 (元認知 )的能力，也是必須發展 後設認知的習慣

(metacognitive habits)，不只是在學校如此，校外的問題解決也要時時提醒自己。 

 

4. 計算求解的困擾，概念性的理解不足，以致未能克服解題障礙 

 

Wathall(2016)提出知識的結構(structure of knowledge)與過程的結構(structure 

of process)，此二種結構都強調概念(concepts)的支撐，有概念為基礎，才能產出

原則的一般化(principle generalization)。例如，解題目(二)題促銷奶粉省下多少百

分比? 一位學生已列出: 原奶粉單價 ( a )/( b )  元/克，促銷奶粉為 a/(1.1b)元/克；

後續的計算過程繁瑣，以致答案錯誤。其實，只要有“單價比”的概念，後者

(促銷單價)除以前者，即可得到 1/1.1= 90.9%，省下 9.1%，無須在繁分數中相減，

而造成計算錯誤。而此題受計算困擾，或概念性知識不足，無法克服解題障礙

的師資生，台灣高達 13(大陸 6)位。 

 美國數學教師協會(National Council of Teachers of Mathematics，簡稱 NCTM)

強調:達到計算的精準與流暢，雖是程式性的知識，要有概念性的理解作為基

礎，才能有計算精準的表現(NCTM, 2014)。例如，解題目(四)，到八月份已計

算出成長 1.035，九月份成長率為 p 回到原點，設 1.035p=1，p 即為所求，無須

複雜計算。因此，追本溯源，概念性的理解是基礎功夫，是不可忽視的一環，

缺乏此基礎，無法達到成功的解題。 

 

致謝:感謝三位審查委員的卓見與用心，提供了很多寶貴的建議，使得

本文得以有較完美的風貌以饗同道，在此致上萬分的謝意。 
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