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主編的話 

    秋季是個令人歡欣喜悅的季節，除了天氣轉成舒適涼爽的感受外，自然

界也進入採收儲存的時節，將豐腴美好的作物與萬物共享。本期刊登的論文

內容，即是諸位作者長期孜孜恪恪耕耘，將其豐盛的果實提供給讀者的饗宴。  

在 108 年教育改革下的數學教育裡，主張課程與教材應著重於探究式

活動的研發與形成性評量的精進，本期提供的內容即是作者在此方面的貢

獻。首先吳韶康等三位作者之「數學探究教學對國中學生數學理解之研究」

一文，即探討運用探究教學對國中學生數學理解發展之影響，採取個案研究

法的設計，讓研究對象把生活情境中發現的一非例行性問題，進行探究學習

活動。研究結果發現探究教學增強學生應用知識的能力，提升理解力；探究

教學發展學生問題表徵的能力，引發學生邏輯思維能力，並能培養創造力；

探究教學透過師生共建，提升不同智力性學生的多元思考的能力。第二篇由

吳宜洵與梁淑坤兩位作者以「鈕扣拼拼樂」遊戲為例融入國小五年級數學教

學之研究，目的在研擬數學遊戲及探討學習改變，研究對象為五年級班級共

28 位學生，針對較為困難的單元進行遊戲教學。研究結果以「擴分、約分

和通分」為例，以玩法改變、組員編排、教具改良、時間調整，讓遊戲教學

進行更順利。透過量化資料及質性資料輔助了解班級學生在遊戲教學後數

學學習成就、學習動機及學習自信心均有所提升。再者為有效評量的介紹，

廖倩廷與林原宏之「五年級因數與倍數教學融入開放性評量之研究」，研究

者透過開放性評量學習單與學生晤談紀錄進行資料蒐集與分析，以了解學

生於因數與倍數單元之解題類型。研究發現實驗組的學習成效顯著優於控

制組。學生於因數先備知識、因數、公因數與最大公因數、倍數先備知識、

倍數、公倍數與最小公倍數呈現多種解題類型。教師省思使用開放性評量融

入教學之題數不宜過多，易導致教學時間不足。建議未來使用開放性評量融

入教學之研究，教師須營造尊重與包容之課室環境，促進師生與同儕對話。  

另外，謝闓如提供之「國小數學素養評量－試題編製經驗談」一文，以

我國現行的《十二年國民基本教育課程綱要》之「核心素養」為主軸，透過

素養評量引導素養教學作為現行的策略。主張數學素養著重在個人應用數

學能力，能將所學的數學知識呈現在解決生活問題中。有鑑於國小現職教師

及師資生對於數學素養評量試題編製的疑問，本文提出 20 則數學素養試題

做為參考，希望能帶給國小現職教師及師資生一些出題的靈感。最後，劉祥

通與章勤瓊之「兩岸師資生解基準化問題的表現與分析」，主要是分析台灣

師資生的解答類型分類與統計正確率，並與大陸師資生做對比。研究發現，



 

四個問題的正確率在 33.8%-55.9%之間，遠比大陸師資生答對率低(65.8%-

88.6%)；正確解題類型有三種:設基準量為 X、設基準量為 1、設特殊數值當

基準量等；錯誤類型包括基準量指認錯誤、程序性知識與概念性知識不足以

致未能克服解題障礙以及未發揮後設認知的監控能力以致解題失敗。最後

在討論中解析 2 個簡潔的解題策略，並找出 4 個解題失敗的關鍵點。感謝

這些學者提供之甜美果實，感恩在心，亦期盼所有讀者皆有所獲。 

《臺灣數學教師》主編 
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數學探究教學對國中學生數學理解之研究 

吳韶康 1  柳賢 2  洪振方 2  

1
國立高雄師範大學 科學教育暨環境教育研究所 

2
國立高雄師範大學 

摘要 

    本研究旨在探討運用探究教學對國中學生數學理解發展之影響，採取個案研究法

的設計，以屏東縣某國中八年級學生為研究對象，先提供一非例行性問題進行探究教

學，之後，再篩選四位異質性學生，成立合作學習小組，利用課餘時間，讓研究對象

把生活情境中發現的一非例行性問題，進行探究學習活動。研究者以課室觀察、解題

紙本紀錄與錄音訪談等方式來蒐集資料，探討在探究學習活動中，學生面對非例行性

問題的數學理解的表現情形及發展的影響。研究結果發現：一、探究教學增強學生應

用知識的能力，提升理解力；二、探究教學發展學生問題表徵的能力；三、探究教學

引發學生邏輯思維能力，並能培養創造力；四、探究教學透過師生共建，提升不同智

力性學生的多元思考的能力。 

關鍵字：非例行性問題、探究教學、數學理解 
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壹、緒論 

一、研究動機 

    國內教育歷經「九年義務教育」、「九年一貫課程」到「十二年國教」的革

新，強調有意義的學習，將學習態度、知識與能力緊密結合。因此，培養學生具備解

決問題的能力和高階思維能力的發展，是近來教育執行者所重視的能力。引導式探究

教學是以學生為中心，教師從學習的情境中引導學生發現問題，認清問題關鍵的所在，

提出可能的假設，擬定可行的解決方案，選擇合適的策略，驗證假設並獲致結論，經

由問題解決的過程，讓學生體會到探究的經驗，並在解題的過程中學習到技能，且培

養他們主動積極及產生興趣的態度（楊秀停、王國華，2007；劉宏文、張惠博，2001；

張靜儀，1995）。在數學探究學習的情境中，教師協助學生搭建真實世界與數學知識之

間的橋樑，學生經由分析、推理、臆測、論證、反思等高層次思考的發展歷程來學習

數學，主動建構知識，促進數學思維能力的提升。 

    國內外的文獻顯示數學探究教學法促進自主學習和深度理解（陳玟樺，2020），能

降低學習焦慮，提升學習成效且學習保留效果良好，有助於建構正確數學概念，且對

學習態度產生正向影響（葉秀玲、張國綱、徐偉民，2021；劉宏文、張惠博，2001；

Chin, Lin, & Wang,2009;Chase & Gibson, 2002; Tamir, Stavy & Ratner,1998），增強學生之

數學學習動機，有效率提升學生之後設認知能力（林勇吉、秦爾聰、段曉林，2014；

Chin, Lin, Chuang, & Tuan,2007）。可見，瞭解數學探究與從事數學探究相關研究的重要

性，已不言可喻。數學探究教學協助學生在真實世界與數學知識之間不斷地進行轉換，

而生活情境所涉及的問題，不可能提供明確條件，當學生面對無法知道其解題路徑的

非例行性問題時，需要設計適當的解題策略，因此，非例行性問題的解題表現可以提

供研究者更多瞭解學生思維發展及展現探究能力的機會。目前國中數學教學學生也少

有機會嘗試解非例行性問題，將知識整合轉化為生活能力，符合十二年國教強調的數

學素養，體現數學在生活中的實用性。所以，本研究的探究學習活動設計以非例行性

問題為探究主題，探討國中學生面對非例行性問題的數學理解的表現情形及發展的影

響，提供教育工作者了解此項研究結果，提供教學規劃參考。 

二、研究目的 

    基於上述動機，本研究目的如下： 

（一）探討學生在探究學習活動中，對非例行性問題的數學理解表現情形 

（二）探討探究學習對國中學生數學理解發展的影響 
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  貳、文獻探討 

    以往在數學教學上，教師常以單向講述灌輸知識，靠背誦記憶及反覆訓練，讓

學生能以最快速度得到知識、也容易得到報酬，但成效短暫，而且發展有限；學生需

理解新知識的背後意義，學到整體聯結的概念結構，形成一套完整的知識網絡，成效

長遠，而且能全方位發展(skemp,1987/陳澤民，2018)。建構主義者也認為學生新概念

的形成，以原有的認知基模進行同化及調適的功能，來建構新的認知結構，不是被

動的接受。在探究學習的情境中，學生用「數學家的態度」進行探索（林勇吉、秦爾

聰、段曉林，2014；Yerushalmy、Chazan & Gordon, 1990），讓學生主動去探尋問題、

思考問題與解決問題。學生以自己所理解的方法解題，教師給予學生適當的鷹架，提

升學生數學理解的層次，建立良好學習態度。鍾靜（2015）也指出，探究教學重視問

題和情境的設計、概念的發展，適合於數學教室中實施，尤其當前對數學教學的觀點

已從接受知識轉向探究知識。 

    有鑒於此，研究者先提供非例行性問題實施探究教學，之後，再讓研究對象把生

活情境中發現的一非例行性問題進行探究學習活動。在探究學習的情境中，採用 Siegel、

Borasi 與 Fonzi(1998)的四個階段數學探究教學，聚焦於發現和提出值得探究的問題，

點燃學生的興趣，為第一階段的「準備與聚焦探究(setting the stage and focusing the 

inquiry)」；第二階段是「執行探究(carrying out the inquiry)」，引導學生進行分析、推理、

臆測與論證等探究行為，經過討論獲致最後結果，為第三階段的「綜合和溝通 

(synthesizing and communicating)」；第四階段是「評估和延伸(taking stock and looking 

ahead)」，最後對探究結果的反思，再形成新的探究。 

    以教師為主的課堂上，在進度及時間的壓力下，教師習慣使用講述的方式教數

學（李源順，2021），研究者的實務經驗也發現，這種方式讓學生能以最短時間得到

知識，靠反覆練習也容易得到報酬，但是，略過探索的過程，缺少師生互動，容易造

成學生的學習興趣低落、喪失對學習的思維能力，知識便無法順利遷移至生活情境中，

而理解才是學生可以帶得走的能力。因此，本研究在探究學習的歷程中，依據 Pirie 與

Kieren (1992)的數學理解成長模型的觀點，採用「提取知識」、「製造心像」、「形成心

像」、「覺察性質」、「形式化」、「觀察」、「結構化」和「創造發明」，分析學生面對非

例行性問題的數學理解歷程表現情形；同時依據學生的反應情形，分析學生數學理解

發展的影響。非例行性問題的解題路徑具有不確定性，學生要以更靈活的方式，設計

適當的解題策略，因此，非例行性問題的解題表現可以提供研究者更多瞭解學生思考

的機會。當學生面對非例行性問題時，先「提取知識(Primitive Knowing)」，是理解的

初始層次，將過去所學的知識運用到新的概念上；經由認知活動，發展出更高階的能

力，是第二層次的「製造心像(Image Making)」，心像是數學解題過程中重要的輔助工

具；第三層次的「形成心像(Image Having)」是不須透過操作，即能回顧並察覺所具備

的心像；回顧前三個理解層次，以特定的性質檢驗心像，進行心像之間的區別

(distinction)、組成 (combination)、連結 (connection)關係是第四層次的「覺察性質

(Property Noticing)」；第五層次是「形式化(Formalizing)」，針對所注意的性質作有意



4 臺灣數學教師  第 43 卷第 2 期 

 

識的思考，抽取出共通性，將其心理的物件歸類(class-like)，形成群集；觀察個人形式

化的過程，並組織和比較觀察的結果，是第六層次的「觀察(Observing)」；第七層次

的「結構化(Structuring)」是能夠清楚正確解釋前一層次觀察結果，將基本假設及觀察

的結果，建立邏輯化的關係；具備充足的結構化知識，能自由想像穿梭各層次間，創

造新的問題和衍生新的概念為第八層次「創新發明(Inventing)」。Pirie 與 Kieren (1992)

的觀點是從建構主義出發，視數學理解的發展為一個組織知識結構的動態歷程，不是

固定在一個層次行動，學生在理解層次間以非線性「折回-前進(back-and-forth)」的形

式移動（陳彥廷、柳賢，2009）。  

 

參、研究方法 

    以文獻探討為理論，針對研究問題提出研究設計及流程，研究對象、研究工具與

資料處理與分析等。 

一、研究設計及流程 

    本研究採取個案研究法的設計，以屏東縣某國中八年級學生為研究對象，研究者

先提供非例行性問題實施探究教學，採用 Siegel、Borasi 與 Fonzi (1998)提出的四個階

段數學探究進行教學。再篩選四位異質性學生，成立合作學習小組。利用課餘時間，

再讓研究對象把生活情境中所發現的另一個非例行性問題進行探究學習活動。在探究

學習的歷程中，依據 Pirie 與 Kieren 的數學理解成長模型為本研究探討國中學生在探究

學習的情境脈絡下，對非例行性問題的數學理解歷程表現情形；同時依據學生的反應

情形，分析學生數學理解發展的影響。以課室觀察、解題紙本紀錄與錄音訪談等方式

來記錄教學事件，深入探索教學現場實際情形，提供資料分析的參考。     

二、研究對象 

選取八年級為研究對象，為了深入瞭解數學學習小組內的互動，有利於資料分析，

選擇口語表達、語文能力較佳及有興趣的學生，成立學習小組，異質性組員是依據

Sternberg(1985)智力三元理論(triarchic theory of intelligence)區分為分析性智力(analytical 

intelligence)三位及實用性智力(practical intelligence)一位，該小組學生個性活潑，也專

注於探究學習的活動。 

三、研究工具 

    涉及之研究工具包括四個階段數學探究，以及分析學生數學理解層次發展之數學

理解成長模型，和探究學習活動設計的非例行性問題。 

（一）四個階段數學探究及數學理解模型 

    探究是形成問題與解決問題的歷程，也是追求知識的歷程。在探究活動中，學生

會有提出想法（提出問題或疑問）、進行試驗（分析、推理、提出臆測）、提出結論
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（嘗試讓他相信自己的想法、依賴數學證據和論述去決定有效性）等機會，以便有效

地促成學生理解與獲得知識，同時，也發展學生的思維。 

    本研究依據 Siegel 等人（1998）提出的四個階段數學探究進行探究學習，包括

「準備與聚焦」、「執行」、「綜合和溝通」及「評估和延伸」。在探究學習的歷程

中，採用 Pirie 與 Kieren(1992)提出「數學理解成長模型」的觀點，以「提取知識

（Primitive Knowing）」、「製造心像（Image Making）」、「形成心像（Image Having）」、

「覺察性質（Property Noticing）」、「形式化（Formalizing）」、「觀察（Observing）」、

「結構化（Structuring）」和「創造發明（Inventing）」等八個理解層次為本研究探討

國中學生在探究學習的情境脈絡下，對非例行性問題的數學理解歷程表現情形；同時

依據學生的反應情形，分析學生數學理解發展的影響。附錄 1 為任務 2 在數學探究學

習活動下的數學理解層次操作性概念舉隅。 

（二）探究學習活動設計的非例行性問題 

    研究者設計非例行性問題實施探究學習活動，把學生於課堂所學「數列」的知識

整合轉化為生活能力，體現數學在生活中的實用性。初步完成設計後，研究者與三位

協同研究者進行討論，確保學習活動之可靠性。 

    研究者先提供一非例行性問題（範例 1）實施探究學習，以小組合作共同探究水果

的擺放方式及最底層的水果數量，整理後以紙本呈現成果，並上台分享，同時，師生

能針對各組報告的結果進行提問及討論。 

探究學習活動一的範例 1 

我們常在路邊見到的水果攤，一車子的水果經過老闆的巧思擺放，是不是顯得

與眾不同呢！今天由你來做主，發揮創意設計能吸引顧客的擺法！說明水果的擺放

方式及最底層的水果數量。 

    利用資訊科技工具輔助教學，研究者提供學生使用網路資源，延伸課程的內容，

之後，再提供一非例行性問題（範例 2）實施探究學習，由四位研究對象來解題，探究

依據不同數量的水果，來決定底層水果的擺放數量，以紙本呈現成果。 

探究學習活動一的範例 2 

    小儒暑假去鄉下爺爺家，幫忙賣百香果，他記得家裡附近的水果店，會把水果

層層堆疊成亮眼的三角錐（圖示見附錄 2），小儒想挑戰這個任務，可是每天爺爺採

收的百香果數量不同，小儒每天應該如何決定先擺放底層的百香果數量呢？ 

    探究學習活動一結束後，範例 3 是由四位研究對象將校園生活情境中發現的另一

非例行性問題，進行探究學習活動。 
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探究教學二的範例 3 

    下課時分，學生漫步在校園裡的石頭步道，懷著古代詩人｢結廬在人境，而無車

馬喧。｣的意境，腦海中憶起兒時踩階梯的遊戲，隨著時光的推進已逐漸淡忘。為了

重拾童年的美好，並使原本的遊戲增添創意及更多的趣味，於是學生決定來探究踩

階梯的步數，為了增加一些限制條件以提高難度，在左右對稱的步道，規定左腳只

能踩左邊的階梯，而右腳只能踩右邊的階梯，首先限制左腳恰走 1 步達到目標的

話，則左腳能有幾種踩法？以此類推，左腳恰走 2 步達到目標呢？左腳恰走 3 步達

到目標又會如何？附錄 3 為任務 2 的教學設計表。 

將探究教學二的非例行性問題，分成五個任務。在五個任務中，左右兩排對稱的

階梯數各為 i，當左腳恰走 L 步達到目標，則左腳所有的走法數以數列來表示。兹將本

研究五個任務的數學符號整理如下表 1。 

表 1 

五個任務的數學符號對照表 

 任務 1 任務 2 任務 3 任務 4 任務 5 

左腳恰走 L 步達到目標 L=1 L=2 L=3 L=4 L=m 

左腳所有的走法數 < ia > <
i

b > <
i

c > < id > <
i

z > 

左右兩排對稱的階梯數 ni 1  ni 2  ni 3  ni 4  ni m  

四、資料處理與分析 

    研究者實施探究教學時，以課室觀察、解題紙本紀錄與錄音訪談等方式來蒐集資

料。研究者邀請協同研究者三位進行資料分析及比對。三位協同研究者皆為教育博士，

具有豐富的教學研究經驗。在資料分析期間，當研究者完成分析後，隨即交由三位協

同研究者重新審視，以判斷研究者論述與主張的合理性。若有意見相左之處,再共同進

一步針對論點相左之處進行討論與議決，以達到意見一致，減少研究者主觀的偏誤，

提升研究的信效度。 

 

肆、研究結果與討論 

    在探究教學的情境中，分析學生在探究學習的歷程中，對非例行性問題的數學理

解表現情形，並探討探究學習對國中學生數學理解發展的影響。以下對研究結果進行

討論： 

一、探討學生在探究學習活動中，對非例行性問題的數學理解表現情形 

    在探究學習的情境脈絡下，學生聚焦於每個任務中左腳達到目標的步數，執行任

務，研究者引導學生進行分析、推理、臆測與論證等探究行為，經過討論獲致任務 1~
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任 務 5 的 結 果 分 別 為 nna 、
2

)1( 


nn
bn

、
6

1)n-2)(n-(n
nc 、

24

)3)(2)(1(
n




nnnn
d 、

 
m

mnnnnn
z






321

)1()3)(2)(1(
n

，最後都對每個任務的

探究結果進行反思，再形成下一個新的探究活動。而生活情境所涉及的非例行性問題，

具有不明確的解題路徑，可以提供研究者更多瞭解學生思維發展及展現探究能力的機

會。研究者採用 Pirie 與 Kieren(1992)提出的「數學理解成長模型」觀點，以「提取知

識」、「製造心像」、「形成心像」、「覺察性質」、「形式化」、「觀察」、「結構化」和「創

造發明」等八個理解層次，探討學生在探究學習活動歷程中，對非例行性問題的數學

理解表現情形。 

（一）、探究學習活動中，學生透過提取知識、製造心像，進而形成心像，搭建思考的

鷹架，增進學生對概念的理解 

    探究學習活動中，學生執行任務時，提取過去所學等差級數和的知識，運算任務 2

經過組織形式化的數學式 )1(n...321 nb ，得到初步的結果
2

)1( 


nn
bn

；同理，

任務 3 和任務 4 分別提取連續兩整數乘積和與連續三整數乘積和的知識，運算數學式，

得到初步的結果。 

    進行任務 2 的解題歷程中，學生將題意以具體圖像表徵進行分析時，發現所得答

案不同，研究者引導他們對照彼此的做法，學生從圖像表徵裡找到錯誤的關鍵，原因

在於未秩序地排列。下圖 1 是以 3b 為範例來說明，當左右兩排對稱的階梯數各為 3，左

腳恰走 2 步達到目標的限制下，則左腳能有幾種踩法？學生的解題步驟是先把左腳的

第 1 步固定在第 1 階，剩下左腳 1 步及 2 階，則有 2 種走法（第 2 階踩左腳，第 3 階

踩右腳及第 2 階踩右腳，第 3 階踩左腳）；接下來，再把第 1 步固定在第 2 階（第 1

階踩右腳），剩下左腳 1 步及 1 階，則有 1 種走法。學生透過製造心像，進而形成心

像的過程，以圖像表徵將題意具體化，利於學生解題時進行分析及推理。探究學習的

過程，並不是要求學生將知識背起來，而是逐步搭建思考的鷹架，增進對概念的理解。 

第 3 階  踩右腳  踩左腳 2   踩左腳 2  

第 2 階 踩左腳 2  →  踩右腳 → 踩左腳 1  

第 1 階 踩左腳 1   踩左腳 1    踩右腳 
 

 

圖 1  範例 

（二）、探究學習活動中，學生覺察關係，發展出形式化歸類的能力 

任務 3 的探究過程中，延伸任務 2 解題的知識及經驗，卻無法直接由圖像表徵轉

換成數學式來表示，當其中一位分析性智力組員從各走法總數中察覺到 11n   nn cbc

的聯結，便能運用 334 cbc  的關係來表示 1
2

32
4 


c 的數學式，同理
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1
2

32

2

43
445 





 cbc ，…，以此類推。在探究學習活動中，學生從任務 1 可直觀

nn a 、任務 2 由圖像表徵轉換成數學式來表示 )1(n...321 nb 、任務 3 是察

覺出 11n   nn cbc 的聯結後，組織形式化的結果

1
2

23

2

34
...

2

)1(
1-n1 








 

nn
cbc nn

，任務 4 延伸前一個任務所得的知識及經

驗得到

6

123

6

234

6

345
...

6

)4)(3)(2(

6

)3)(2)(1(
11n














 

nnnnnn
dcd nn

，透過探究學習的歷程，給學生時間及機會去覺察其中的聯結，分析所察覺的關係，

進一步思考所注意到的關聯，抽取出共通性，組織形式化的結果，發展出形式化歸類

的能力。 

（三）、探究學習活動中，擁有結構性的理解，延伸創新 

    進行任務 3 的探究中，當組員觀察形式化的過程，臆測

1
2

23

2

34
...

2

)1(











nn
cn

，最後小組討論得到初步結果
6

)1)(2( nnn
cn


 ，使用

數學上用來證明提出的論證是否正確的邏輯推論方法，驗證臆測結果是否正確，完成

解題後，評估探究任務的過程，將前次任務的經驗和知識，延伸創造新的任務。 

（四）探究學習活動中，透過小組合作學習，師生共建知識 

    分析性智力三位組員分工合作，一組員較具創造力，能從生活情境中發現非例行

性問題，策劃五個任務的策略進行探究；另一位組員洞察能力較佳，能察覺藏在非例

行性問題中的聯結 11n   nn cbc ；再者，展現形式化歸類的能力執行解題的組員，能

提取連續三整數乘積和的知識，得到任務 4 的初步結果

24

)3)(2)(1(
1

6

234

6

345

6

)3)(2)(1(
n













nnnnnnn
d 。對於實用性智

力組員因數學概念上的不足，知識的連結力較弱，在師生及生生共建的境歷中學習，

可增進對概念的理解，並加深概念及增廣經驗。於探究學習活動中，透過小組合作，

為了完成共同的任務，彼此互相支援進行學習，師生共建知識。 

二、探討探究學習對國中學生數學理解發展的影響 

（一）探究學習增強學生應用知識的能力，提升理解力 

    探究教學的歷程中，學生提取知識能增進對概念的理解，進一步把這些概念運用

在新的任務上，增強學生對所學知識的應用；學生根據題意製造心像，進而形成心像，

通過圖像表徵，可為學生搭起思考的鷹架，來瞭解抽象知識的意義，提升理解力。 

（二）、探究學習增進學生問題表徵能力的發展 

    一開始學生以圖像表徵將題意具體化，進一步覺察彼此的關聯，找出規律性，抽
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取共同的性質，逐步以形式化歸類，循序漸進往高階理解層次邁進，賦予抽象化表徵

的線索，增進學生問題表徵能力的發展，問題表徵在問題解決上提供解題的線索，可

提升學生解題能力。 

（三）探究學習引發學生邏輯思維能力，並能培養創造力 

    在探究學習情境下，學生學會通過分析、推理、臆測、論證及反思的過程，符合

邏輯地建立它們之間的關係，促使學生思維結構層次不斷提升，發展邏輯思維能力，

再延伸創造新的問題。 

（四）探究學習透過師生共建，促進不同智力性學生多元思考的能力 

    分析性智力組員透過小組合作學習，在探究任務的表現，確定可以有效率地提取

知識、形成心像、進行形式化歸類，到最後驗證所觀察的結果，並反思再延伸創造新

的問題；實用性智力組員在師生共建及生生共建的學習氛圍下，表現積極挑戰的態度，

透過討論分享及研究者適時的引導，搭建思考的鷹架，更接近解題的近側發展區。 

 

伍、結論與建議 

一、結論 

    在探究學習活動的過程中，學生先聚焦於非例行性問題中，分成五個任務進行探

究。學生透過提取知識、製造心像，進而形成心像，通過圖像表徵，可為學生搭起思

考的鷹架，提升理解力，增強學生對所學知識的應用；從解題的探索過程中，提供學

生從覺察到形式化歸類，增進學生問題表徵能力的發展；到最後清楚正確解釋前一層

次組織和比較所觀察的結果，進行臆測及驗證的過程，建立邏輯化的關係，解決實際

問題。學習知識的歷程中能讓學生學會自己去思考與探究，研究者適時給予引導，促

使學生思維結構層次不斷提升，發展邏輯思維能力，再延伸創造新問題的能力。 

    在探究教學運作下，使學生從被動的知識接受者，蛻變成主動的知識探究者，啟

動學生的學習動力，透過小組合作學習，師生共建，促進不同智力性學生多元思考的

能力，擴展認知範圍，展現邏輯思維能力，培養創造力，也學會溝通及討論的團隊精神，

符合數學素養強調教育的價值與功能，讓學生具備終身學習的關鍵能力。 

二、建議 

    本研究僅以四位國中學生為研究對象，其中三位是分析性智力學生，故研究結果

無法推論至其他學生在探究學習歷程中的數學理解表現。又探究學習歷程中影響數學

理解發展是否會因研究對象的年級、性別或研究主題而有所不同？未來可以增加樣本

數、改變小組成員的組合方式或針對不同單元加以研究。 
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附錄 

附錄 1  

任務 2 在數學探究學習活動下的數學理解層次操作性概念舉隅 

探究階段 
探究學習活動下的數學理解層次 

操作性概念舉隅 
理解層次 

準備與聚焦     學生將非例行性問題分成五個任務，在任務 2 中，學

生聚焦於左腳恰走 2 步達到目標的限制，提取任務 1 所得

到「圖像化」的概念及經驗，準備先以具體圖像表徵的策

略來進行解題。 

提取知識 

執行     首先設定左腳步數恰為 2 時，隨著階梯數為

2,3,4,5,6,…，按照階梯數秩序地排列步伐為概念。 

製造心像 

 

    將思維中的概念以具體圖像表徵呈現出來，將抽象問

題具體化。 

形成心像 

    學生將題意以具體圖像表徵進行分析，學生察覺按照

順序秩序地來找規律性，才能完整呈現所有的步數。以 4b

為例，當階梯數 n=4 時：首先將第 1 步踩在第 1 階，剩下

的第 2 步有 3 種走法；依序將第 1 步換踩在第 2 階，剩下

的第 2 步有 2 種走法；最後是把第 1 步踩在第 3 階，剩下

第 2 步有 1 種走法。 

覺察性質 

    學生進行圖像表徵的分析及推理，進一步思考所注意

到的關係，抽取出共通性，再轉化為數學式來表示，即

12 b , 123 b , 1234 b , 12345 b ,

123456 b ,…. 

形式化 

綜合和溝通     隨著階梯數 n 的增加，學生比較及組織所觀察到左腳

的總走法數，經由小組成員討論後，臆測 )1(1n   nbb n

且 123...)1(  nbn . 

觀察 

執行 

綜合和溝通 

    學生檢視其圖像表徵，覺察出其中的聯結，轉換成數

學式來表示： 2b =1, 213 b , 3214 b , 43215 b ,

543216 b ,…,透過觀察去臆測

)1(n...321 nb ,並提取等差數和的知識，運算出

2

)1( 


nn
bn

,再使用數學歸納法去驗證
2

)1( 


nn
bn

, 2n ,

證明可知猜測是正確的。 

結構化 

提取知識 

評估與延伸     教師以「正向提問」及「整合提問」方法引導學生，

將操作的具體圖像表示成數學式，察覺其中的規律性，學

生分析及推理，並驗證臆測所得到的結果，最後反思任務

2 所得到的結果，學生再延伸新的探究任務 3. 

創造發明 
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附錄 2 

範例 2 圖示 

百香果堆疊方式如圖示 

 圖一 
 

  
→ 圖二 

 

   
→ 圖三 

 

    
→ 圖四 

 
 

 

附錄 3 

【範例3】任務2教學設計表 

活動 

名稱 
數列和級數 節數 3 

核心

素養

與 

領域

素養 

A2 系統思考與解決問題 

數-J-A2  

能以符號代表數或幾何物件，執行運算與推論，在生活情境或可理解的想像

情境中，分析本質以解決問題。 

學習 

表現 

n-IV-7 辨識數列的規律性，以數學符號表徵生活中的數量關係與規律，認識

等差數列與等比數列，並能依首項與公差或公比計算其他各項。 

n-IV-8 理解等差級數的求和公式，並能運用到日常生活的情境解決問題。 

學習 

內容 

N-8-3 認識數列：生活中常見的數列及其規律性（包括圖形的規律性）。 

N-8-4 等差數列：等差數列；給定首項、公差計算等差數列的一般項。 

N-8-5 等差級數求和：等差級數求和公式；生活中相關的問題。 

設計 

理念 

1.融入校園環境裡踩階梯遊戲的情境，增進學習的興趣。 

2.增加遊戲中一些限制條件，激發學生的創意，充分掌握數形關係。 

3.運用探究學習活動，提升學生的理解能力。 

數學

素養

的 

預期

表現 

一、透過觀察、操作、分析與推理等多元的學習歷程，表現對數學學習的信

心與正向態度。 

二、在探究學習活動中，表現學習的好奇心及觀察規律、執行、抽象、推

論、溝通和數學表述等各項能力。 

三、在探究學習活動中，展現運用輔助工具於數學程序及解決問題的正確態

度。 

四、在探究學習活動中，表現運用數學思考問題、分析問題和解決問題的能

力。 

                                                        （續下頁） 
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五、藉由校園裡踩階梯遊戲的情境，能學習其他領域所需的數學知能，如：

「階梯有氧」運動、減肥法與地理-三級階梯等。 

六、探究學習活動中，欣賞數學以簡馭繁的精神與結構嚴謹完美的特質。 

學習 

歷程 

在探究學習活動中，透過準備與聚焦，執行中的分析、推理及臆測，綜合和

溝通，評估與延伸，認識數列、等差數列及等差級數。 

評量 

方式 

小組討論、觀察、資料蒐集、口頭報告、作業繳交 

學生

迷思/

教師

診斷 

 

引導 

    小組以具體圖像表徵的策略來進行解題時，分析性智力的兩位組員先發

現他們所得答案不同，第三位分析性智力組員及實用性智力組員也不知道誰

的答案是正確的。研究者引導他們對照不同答案的圖像表徵，一位分析性智

力組員察覺錯誤的關鍵是無法列出所有的走法，也就是有些走法會被忽略掉 

，原因在於未秩序地排列。 

    正確做法以下圖的 3b 為範例來說明，當左右兩排對稱的階梯數各為3，

左腳恰走2步達到目標的限制下，則左腳能有幾種踩法？ 

學生的解題步驟是先把左腳的第1步固定在第1階，剩下左腳1步及2階，則有

2種走法（第2階踩左腳，第3階踩右腳及第2階踩右腳，第3階踩左腳）；接

下來，再把第1步固定在第2階（第1階踩右腳），剩下左腳1步及1階，則有1

種走法。 

 

 

第 3 階  踩右腳  踩左腳 2   踩左腳 2  

第 2 階 踩左腳 2  →  踩右腳 → 踩左腳 1  

第 1 階 踩左腳 1   踩左腳 1    踩右腳 

 

 

教學 

活動 
教學流程說明 時間 教學資源 

準備

與 

聚焦 

1.組員從校園生活情境中發現要探究的問題，分成五個

任務。評估任務1的探究結果後，延伸到新的探究活動

任務2。 

2.小組討論後，準備提取任務1的概念及經驗，聚焦於

左腳恰走2步達到目標的限制，先以具體圖像表徵的策

略來進行解題。 

10 格子紙 

執行 

1.組員們按照階梯數排列步伐，隨著階梯數增加

2,3,4,5,6,…，以具體圖像表徵呈現出來。 

2.組員們答案不同，教師以提問的方法引導學生， 

小組討論找出原因。 

3.組員們進行分析及推理，將圖像表徵轉化為符號           

90 格子紙 

紀錄單 

 

 

（續下頁） 
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表徵。  

綜合

和 

溝通 

1.小組討論及溝通臆測一般式。 

2.驗證臆測所得到的結果。 

90 紀錄單 

評估

與 

延伸 

反思任務2所得到的結果，再延伸新的探究任務3. 
10 紀錄單 
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以「鈕扣拼拼樂」遊戲為例融入國小五年級數學

教學之研究 

  吳宜洵 
1  梁淑坤 

1 
 

1 國立中山大學教育研究所 

摘要 

因應十二年國民基本教育「成就每一個孩子—適性揚才」的願景，同時在「國際數

學與科學教育成就趨勢調查」公布顯示 （TIMSS，2019），台灣學生面臨在數學的學習

興趣、自信心低於國際平均，對數學學習動機不高的困境。而「遊戲」對大眾具有吸引

力，因此研究者希望透過數學遊戲的編修，改善此困境。本研究的目的在 （1） 研擬

數學遊戲及 （2） 探討學習改變，採課程設計及問卷調查法，研究對象為五年級班級

共 28 位學生，針對較為困難的單元進行遊戲教學。資料蒐集包括：數學學習成就測驗、

數學學習態度量表、回饋表、錄影帶。研究結果以「擴分、約分和通分」為例，依據饒

見維（2002） 提出的四項遊戲要點編擬數學遊戲：「鈕扣拼拼樂」修正面向包括：玩法

改變、組員編排、教具改良、時間調整，讓遊戲教學進行更順利更依據饒見維（2002）

要點。透過量化資料及質性資料輔助了解班級學生在遊戲教學後數學學習成就、學習動

機及學習自信心均有所提升。最後，研究者對未來的教學及研究做出建議。 

 

關鍵字：五年級數與量、數學遊戲編擬、學習成就、學習動機、學習自信心 
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壹、緒論 

一、研究動機 

十二年國民基本教育課程是以「成就每一個孩子—適性揚才、終身學習」為願景，

結合「自發、互動、共好」的基本理念，希望在教育的過程中能夠兼顧每個孩子的個別

需求，尊重差異，讓他們透過教育提升自己的求知欲以及創新的勇氣。同時根據「國際

數學與科學教育成就趨勢調查」（TIMSS）2019 最新結果公布顯示，台灣學生數學和科

學的學習興趣和自信心低於國際平均， 對於此學科的學習動機不高，認同感較為低落。

因此研究者希望進一步探討透過遊戲教學提升學生學習自信心及學習成就，本研究由一

位實務工作者擔任教學研究者之一，她常常遇到學生的學業成就差異性較大且學習動機

普遍低落，尤其在數學領域更有此現象。班上經常有三分之一為學習扶助的學生，在數

學的學習上更需要透過不同的教學模式來提升學生的學習動機，因此她與大學研究所教

授，企圖顛覆傳統的講授式課程，用設計不同的教學，融入數學課程再評估學生學習成

效。研究者們希望讓孩子能夠從小在建立數學觀念基礎時能快樂學習，而在過往經驗中，

「遊戲」普遍對多數孩子來說較具有吸引力， 故作者們透過遊戲教學研究，探討可否

提升學生的學習動機及學習自信心，讓孩子在過程中找到學習的樂趣，進一步評估遊戲

融入數學課程對學生的學習改變。 

二、研究目的 

研究主旨為探究遊戲融入國小數學之素養導向教學設計能否改變學生的學習。針對

五年級上學期的課程中選定對學生來說較為乏味的單元來設計遊戲，探討可否提升學生

在數學上的學習成就、動機及自信心。 

依據上述，本研究的研究目的如下： 

（一）探討如何研擬遊戲使之融入五年數學課程及編修方向為何。 

（二）探討遊戲融入五年級數學課程能否改變學生的學習（成就、動機、自信）。 

 

貳、文獻探討 

一、遊戲教學及設計要點 

饒見維曾說過：「人類天性愛玩，不管大人或小孩都一樣。如果能善用人類此種喜

好遊戲的天性，引導到各科的教學與學習，必能增加學習的動機與樂趣。」（饒見維，

1996）。國內學者饒見維（1996）提到遊戲導入教學應包含四個的要點：挑戰性、競賽

性或合作性、機遇性或趣味性、教育性。 
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(一)挑戰性：設計遊戲時，必須依據學童能力來訂下任務的目標及達成的標準，難度隨

學童能力調整，使其對遊戲具有期待感而產生挑戰性，若超過或低估其能力太多則易使

學童失去興趣及信心。 

(二)競賽性或合作性：人們在學習事務時若有與其對照的標準則容易產生好勝的心 

理而增進自我，因此在遊戲教學時加入競賽性可使其增加學習的動力，同時若以兩人

以上競賽時，為了增加勝率也需與他人合作，進一步培養自己溝通表達、相互合作的

技巧。 

(三)機遇性或趣味性：遊戲無法預期最後的結果，過程中具有機遇性，因為除了實力外

也需要運氣成分才有可能致勝，則會讓人對遊戲結果富有期待，而產生遊戲的樂趣，讓

人人都有機會成為贏家並吸引更多人參與（廖育汝、魏士軒，2021）。 

(四)教育性：遊戲教學之所以為教學，代表其具有教學的意義，因此需要賦予教育性，

透過遊戲來學習面對現在及未來生活時所需具備的能力，例如：在數學領域上則需要具

備演算、推理、思考、分析、解決問題等能力來運用數字作思考，否則就只是一般的趣

味遊戲了。 

因此一個好的遊戲教學需要具備以上幾點特色才是有意義的，若少了其中一項都會

對此遊戲教學的效果產生折扣，當一個良好的遊戲少了教育性則淪為一般的趣味遊戲，

在學習的成效則較小，相反的，若一個遊戲只剩下教育性，則學童可能很快就會對其失

去興趣，而成為一般的教學活動（周士傑、梁淑坤，2007）。 

二、國小高年級適用遊戲教學的教學過程 

表 2-1 遊戲融入數學教學的應用 

從上表可以發現， 在國小高年級中，有許多單元可以融入遊戲，同時會發現融入

年級 期刊標題 單元類別 探討 

 

五 

⚫趙翊君、梁淑坤（2017）。

團 

體遊戲之研發及融入五年 

級數學複習對學生學習之改

變。 
 

⚫乘法和除法 

⚫因數和倍數 

⚫擴分、約分和通分 

⚫學習成效

⚫學習興趣  

六   ⚫梁淑坤、周士傑 （2007）。 

遊戲融入小學六年級數與計算

教學的設計及反思。 

 

⚫異分母分數加減 

⚫整數四則運算 

⚫小數的加減 

 

⚫學習成效 
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遊戲教學的單元類別中「數與量」較為多數，教師可能也會花較多的心思來設計課程。 

參、研究方法 

一、研究對象 

以便利取樣採取研究者所任教的班級，為高雄市某國小五年級共 28 位學生，在學

業方面，上安親班的學生人數大約二分之一，同時班上有三分之一為學習扶助學生，因

此在課程設計上更需要配合不同程度的學生，同時學生較少有複習課業的習慣，多是完

成功課內容就好，因此他們對於數學單元的內容熟悉度稍嫌不足。 

二、教學進行方式及遊戲設計 

(一) 教學進行方式 

配合五上數學單元「擴分、約分和通分」，課本章節編排為第一節:擴分、第二節:約分，

第三節:通分，當教師進行完課本內容的教學後可搭配此遊戲作為綜合練習，當學生理解

概念後，課本內容多是基本的計算，對部分學生來說較為乏味，因此加入競賽的要素，

並把擴分、約分兩者同時練習，讓學生增加練習次數，達到學習目標。 

(二)遊戲設計 

遊戲名稱： 鈕扣拼拼樂（擴分、約分和通分） 

遊戲目的：透過鈕扣拼湊的過程，讓學生練習擴分、約分將分數做通分，找到等值分 

          數。 

遊戲方式：五張小卡。每個學生會先拿到五張小卡，每張小卡上有六個圓圈，圓圈代  

          表鈕扣。 

1.開始出題：老師或學生出題，並將此六個分數填入第一張小卡的空格中，如圖。 

               圖 3-1 分數填入小卡中 

 

 

 

 

 

2.填空規則：請學生於另外四張小卡寫下此六個分數擴分或是約分後的等值分數到小卡 

中的任何一個格子，以 3/5 為例，如圖。 
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圖 3-2 寫出四個等值分數到另外四張小卡 

 

 

 

 

3.擺放規則：每張小卡中任意一個角落的鈕扣與另外一張小卡角落的鈕扣若是等值分數   

方可擺放，如圖。同時以猜拳決定學生出牌順序:順時針或逆時針，每位學生

的出牌時間若超過 40 秒則必須放棄這個輪迴的出牌，直接換下一位學生出牌。

(出牌時間教師可依照班上學生程度彈性調整)。 

              圖 3-3 圖卡擺放方式 

 

 

 

4.決勝規則：每個人手上有五張小卡，若先把自己的手中的牌出完，該玩家即為獲勝者； 

若學生逐漸熟練，可以晉級到一次要扣兩個鈕扣，增加題目的挑戰性，如

圖。 

圖 3-4 進階玩法的擺放方式 
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5.小組人數：約 4~6 人，若越多人則檯面上可以選擇的分數就會越多種。 

三、研究工具 

（一）數學測驗卷（學習成就） 

本研究的單元能力測驗卷單元是：「擴分、約分和通分」，包括：數學測驗卷前測及

後測，了解學習前後的成效。測驗卷是以廠商提供的題庫光碟出題，題目經由班級導師

及另外兩位國小教師進行審題，經過三位專家的建議修正後完成。 

（二）數學學習動機及自信心量表 

   本研究之數學學習動機及學習自信心量表是使用 Hsu （2003）之數學學習態度問

卷，該研究之目的是探討卷宗評量與紙筆測驗對學生數學概念、數學溝通能力及數學學

習態度之相關。本研究取其中學習數學的自信心及學習動機兩面向。 

數學學習態度量表之評分方式將由「非常不同意」、「不同意」、「同意」、「非常同意」

依序給予 1 至 4 分，每一問卷中的題目均可表示出對數學科的正面亦或是反面的態度，

所有題目的總分，代表著個人的數學學習態度，如果分數越高，表示其數學學習態度越

積極。原問卷的內部一致性 alpha 信度考驗為.7659，效度是採用專家效度。本研究針對

遊戲教學對個人的影響,僅採用學習數學的信心、數學學習的動機（內在動機、外在動機）

兩個向度之問卷題目來做探討，每一個向度有兩題正向題、兩題反向題，共 12 題，來

探討教學後對學生數學態度的改變。 

（三）數學遊戲回饋表及訪談 

請學生分享玩遊戲時的感受，在過程中學習到那些東西，並將心情紀錄於回饋表中，

同時分享遊戲中最喜歡及感到困難的地方在那裡？為什麼？此遊戲對自己的數學有沒

有幫助？遊戲過程中的發現與收穫，並於遊戲後讓學生進行評比遊戲，包括：印象較深

刻的是遊戲中的那部分？遊戲是否吸引你？對於知識上的學習是否有用？對於不清楚

之處，用訪談了解。 

（四）教師觀察紀錄及札記 

 紀錄在遊戲過程中教師教學的感受、特殊事件及處理方式，並在活動結束後省思。 

 

肆、研究結果 

一、研擬數學遊戲及編修 

（一）遊戲設計要點 

研究者依饒見維（2002）提出四項遊戲要點，包括：挑戰性、競賽性、趣味性及教
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育性，檢核後發現在此遊戲中皆具備上述要點，如下表。 

表 4-1 遊戲要點應用於遊戲中 

挑戰性 競賽性 趣味性 教育性 

讓學生自行填寫等值分

數，學生會依照自身的

程度進行擴、約分，以

3/5 為例，程度低組學生

所填寫的分數可能是

6/10，程度高組學生則會

以較大數字呈現，例如: 

90/150，在遊戲過程中不

同程度的學生會與其程

度相近者多出很多討

論。 

與同儕互相比

賽，看誰的紙卡

先出完。 

原本只是單純的

寫出等值分數，加

入牌卡出牌後學

生無法預期桌面

上的牌為何，同時

還必須在時間限

制下尋找自己手

中牌卡的等值分

數，與同儕比賽增

加學習的樂趣。 

練習等值分數的轉

換練習。 

 

（二）數學遊戲預試與修正 

遊戲研擬後再進行預試，預試階段是由同校五年級的 4 位學生完成，採取立意取樣

的方式選取，係班上學科表現能力前、中、後的學生，希望能藉此預試了解不同程度的

學生在進行遊戲的狀況，再修正為正式版本。 

此次預試時間為 40 分鐘，修正過程經由指導教授討論和再次試玩，遊戲經預試後，其

編修內容共三方面： 

1. 教具紙卡：圓圈數改少 

原先設計的教具紙卡中每張小卡上有六個鈕扣圓圈，小卡中任意一個角落的鈕

扣與另外一張小卡角落的鈕扣若是等值分數方可擺放，但此設計會讓中間的兩個鈕

扣分數無法練習到，因此將小卡剪開，讓小卡上的鈕扣數量更改為三個，讓每一個

鈕扣的分數都能練習，且有更多種拼法產生，增加遊戲的教育性及趣味性，如圖

4-1。 

圖 4-1，小卡剪開後，圓圈數改少任何一個鈕扣只要是等值分數皆可擺放 

 

 

 

 續下頁 
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2. 出題方式：老師先出題 

鈕扣拼拼樂開始出題時，每個學生會先拿到五張小卡，每張小卡上有六個圓圈，

老師或學生出題，並將此六個分數填入第一張小卡的空格中，更改為老師先出題，

並且各組派一位同學出來抽籤，選取小卡，每張小卡的分數都不同，可以增加遊戲

的趣味性，同時當學生這一組分數練習完後還能與其他組交換其他小卡，多一次練

習的機會。 

3. 填空規則：設定範圍 

請學生於另外四張小卡寫下此六個分數擴分或是約分後的等值分數到小卡中

的任一格，若沒有對分數擴分後的分母作限制時，容易產生數字過於龐大的等值分

數，而讓學生在遊戲中會花費較多的時間在計算，而失去練習的機會，因此在填寫

等值分數時對於此分數給予一定範圍的限制。 

表 4-2 鈕扣拼拼樂初版與修定版對照表 

初版 修訂版 修改原因 

教具紙卡：每張小卡 

上有六個圓圈。 

教具紙卡：每張小卡上

有 三 個 圓 圈 。

 

教具紙卡：小卡為六個

圓圈時中間的分數無法

利用，若更改為三個圓

圈則會有更多種拼法，

使遊戲更具有教育性及

趣味性(饒見維，1996)。 

續下頁 
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初版 修訂版 修改原因 

出題方式：老師或學生

出題，並將此六個分數

填入第一張小卡的空

格中。 

出題方式：老師先出

題，將分數填入小卡空

格中，各組有不同的題

目。 

出題方式：增加趣味

性，各組拿到不一樣的

分數小卡可以增加遊戲

樂趣，且第一輪完成後

各組可以交換。 

填空規則：請學生於另

外四張小卡寫下此六

個分數擴分或是約分

後的等值分數到小卡

中的任一格，不用寫在

相對應的位置。 

填空規則：請學生於另

外五張小卡寫下此六

個分數擴分或是約分

後的等值分數到小卡

中的任一格，不用寫在

相對應的位置，且分數

的擴分或約分分母須

為 200 以內的數。 

填空規則：如果分數擴

分後數字過於龐大則會

讓學生在遊戲進行時花

費較多的計算時間，為

了讓遊戲的挑戰性符合

學生程度，故增加此限

制。(饒見維，1996)。（如

下圖） 

 

 

二、實施遊戲教學後學生學習之轉變（成就、動機、自信） 

（一）學習成就 

研究者依學生進行搭配數學課程第四單元的遊戲鈕扣拼拼樂後的前後測試卷成績，

用描述性統計比較平均值和標準差。 

此遊戲透過鈕扣拼湊的過程，讓學生練習擴分、約分，將分數做通分找到等值分數，

在敘述統計上，實施遊戲教學前後學生在此單元學習成就的表現分析結果，全班 28 位

學生在第四單元學生學習成就前測試卷上，最高分為 100，最低分為 21，平均值 67.00，

標準差 20.52。進行數學遊戲教學「鈕扣拼拼樂」遊戲後，後測最高分仍為 100 分，最
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低分為 22 分，全班後測平均 73.43 分，全班分數幅度平均增加 6.43 分。成對樣本 T 檢

定分析結果，可以得知前測及後測達顯著效果（p=.016）。 

 

表 4-3 總分敘述統計(第四單元)  

  個數  最小值  最大值  平均值  標準差  

第四單元前測  28  21  100  67.00  20.52  

第四單元後測  28  22  100  73.43  18.06  

 

表 4-4 成對樣本 T 檢定(第四單元)  

第四單元前測及

後測  

平均值  標準差  自由度  顯著性  

-6.42  13.28  27  .016*  

由統計分析可以得知，結合鈕扣拼拼樂遊戲中，班上學生在數學學習成就上有小幅度

的進步，其中進步人數為 20 人，進步 5 分以上者共 11 人，其中編號 15 號為班上能力

高組，因前測試卷作答多為空白，故其前測只有 21 分，該位學生表示當時作答較為懶

散，因此寫題目時多空白，後測有認真作答，得 89 分，故其足足進步 68 分；退步人數

為 8 人，皆為 5 分內的退步。 

 教師觀察札記發現，此單元擴分、約分和通分透過試卷得知大部分的學生多錯在分

數比大小及應用題的大題，單純的等值分數填填看大題較少被扣分，其原因可能與學生

對於題目內容的熟悉度以及閱讀理解有關係，而應用題的部分總共兩題，全班兩題在後

測時皆答對者僅有 2 位。  

（二）學習動機 

在敘述統計上，實施遊戲教學前後學生在學習動機表現分析結果，在實施遊戲教學

前，全班 28 位學生在學習動機前後測問卷上，最高分皆為 32 分，最低分則是相差 1 分，

前、後測最低分分別為 16 分及 17 分，全班整體平均值進步 1.61 分，前後測平均分別為

26.03 及 27.64。標準差前後測則是有所縮小差距，以四捨五入至小數第二位來看，前測

為 4.15，後測為 3.4，縮小差距 0.75 分。 

由 T 檢定可以得知，學生在透過數學遊戲式教學的學習後學生學習動機在前後測結

果上達到顯著（.015*），其中分數進步的人數為 15 人，退步人數為 10 人，維持原分數

共三人。研究者從中發現，數學遊戲對於數學程度較為落後的學生來說，其學習動機的

進步幅度較為明顯。 
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表 4-5 學習動機前後測總分敘述統計  

  個數  最小值  最大值  平均值  標準差  

學習動機  

前測  

28  16.00  32.00  26.03  4.14  

學習動機  

後測  

28  17.00  32.00  27.64  3.39  

 

表 4-6 學習動機成對樣本 T 檢定  

學習動機問卷前

測及後測  

平均值  標準差  自由度  顯著性  

-1.60  3.99  27  .015*  

同時從教師觀察札記資料中，也特別注意到班上兩位學習障礙及個性較為文靜、內向

的學生，其在數學課程結合數學遊戲後對於學習的動機、自信心及學習成就等都有所提

升，該位學障生在回饋表上表示：「只要努力就可以學會了!」、「學會數學會感到很開心」；

另一位內向學生則表示：「透過遊戲可以增加跟同學的互動」，因為教師在組員的安排上

除了找數學能力相當者以外，刻意安排較為溫暖、正向的同學與其一組，在遊戲中多一

些鼓勵，增加其自信心，讓其學習動機有明顯地進步，體現十二年國教素養中「人際關

係與團隊合作」的精神。在學生回饋表中，有學生表示：「這個遊戲讓他覺得這單元沒

有這麼無聊了!」因為此單元較多著重於基本的運算成除法的能力，因此加入一些競賽

性、趣味性的要素在遊戲中，可以增進學生們的學習興趣進而提高學習動機。 

（三）學習自信心 

在敘述統計上，在實施遊戲教學前，全班 28 位學生在學習自信心前後測問卷上，

最高分皆為 16 分，最低分則是相差 2 分，前、後測最低分分別為 7 分及 9 分，全班整

體平均值進步 1.3929 分，前後測平均分別為 12.0 分及 13.3929 分，標準差前後測則是有

所縮小差距，前測為 2.67，後測為 1.73，縮小差距 0.94 分。 

 

表 4-7 學習自信心前後測總分敘述統計  

  個數  最小值  最大值  平均值  標準差  

學習自信心

前測  

28  7.00  16.00  12.00  2.66  

學習自信心

後測  

28  9.00  16.00  13.39  1.72  

由 T 考驗可以得知，學生在數學遊戲式教學後其學習自信心在前後測結果上達到顯

著（.009*），其中分數進步的人數為 17 人，退步人數為 6 人，5 人則維持原分數，從中
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發現進步較明顯的是編號 14、16、22、24 及 28，而這 5 位當中有 4 位在班上的能力分

組屬於低組，因此發現低組的 8 位學生中，大部分的學生在學習自信心上都有進步，且

4 位有明顯多達 5 分以上的進步，另外 4 位扣除編號 11 為特殊生外在學習自信心上皆有

所進步，因此根據量表所得的分數發現，對於學習低成就的孩子來說，遊戲式的學習對

於他們的學習自信心有所提升，而從遊戲的過程中確實也可以得到驗證。 

 

表 4-8 學習自信心成對樣本 T 檢定  

學習自信心問卷

前測及後測  

平均值  標準差  自由度  顯著性  

-1.39  2.62  27  .009*  

至於教師觀察方面，顯示印象很深刻的是在進行遊戲時，會依照學生的程度進行組

別的分組，其中有一組學生中安排 2 位特殊生在其小組，而另外 1 位學生則是編號 14，

其個性較為衝動，容易與其他同儕吵架，但同時也相當熱心，而在一連串遊戲的過程中

發現此學生在遊戲中對於特殊生給予相當多的協助及等待，對他來說是一個展現的舞台，

且特殊生對於該生的協助不會有所拒絕等言語出現，因此彼此間能有良好的互動關係，

無形中除了特殊生可以得到幫助，對於該生來說他對自我的認同感、自信心都是一個正

向的發展，該生遊戲結束後自己跑來跟老師說：「我剛剛幫 O 成很多的忙。」他在遊戲

中得以發揮自己的所長，因此其在前後測的學習自信心量表上分數有明顯的進步，也讓

這群孩子在遊戲中找到他們學習的樂趣及自信。 

 

伍、討論與建議 

本研究在探討透過遊戲教學融入國小五年級數學課程內容來提升學生數學的學習

成就、學習動機及學習自信心，透過資料分析評估學生學習之轉變，同時藉由教師觀察

紀錄及學生回饋讓遊戲教學更上層樓。 

饒見維（1996）提出四項遊戲要點，包括：挑戰性、競賽性、趣味性及教育性，在

數學單元的遊戲編擬過程中，首先思考要讓學生學到什麼？得到什麼收穫？再依據這四

項原則來設計遊戲，而比重可視教學者所著重的教學面向來調整，若遊戲設計中包含以

上要素，則可完成各單元的遊戲編擬。同時在開始遊戲後，教師需要了解學生在遊戲過

程中的想法、感受，並進一步修正遊戲，如同本研究中經過預試所修正的面向包括： 玩

法改變、組員編排、改良教具、時間調整，經過這些調整後才使得遊戲的進行更為順利，

如此透過遊戲要點來設計遊戲，並再開始執行後根據學生遊戲的過程來思考修正的面向，

讓數學各個單元在設計遊戲時有一個依循的方向。 

透過量化資料及質性資料輔助，包括：學生回饋表、訪談及教師觀察了解班級學生

在遊戲中經由遊戲教學其學業成績表現皆有所提升，班級學生原先對於數學的學習動機
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較為低落，同時自信心也較為不足，但自從研究者開始進行遊戲教學後的幾週，學生都

會很期待的問教師：「這禮拜有要玩遊戲嗎？」除了從日常上課中感受到學生對於上數

學課的期待，也讓數學課體現「玩中學」的概念，進一步透過學習動機及自信心量表得

知低組學生在此分數上有明顯的進步，對於數學程度高組的學生來說其自主學習的能力

及自律能力通常較佳，而有較好的學習成就表現，因此其學習動機及自信心本身就會較

高，但對於低組學生來說透過遊戲教學依照學生程度進行分組，讓彼此程度相當者一起

進行遊戲，互相學習，此研究結果與李直容（2016）相同，透過遊戲教學可以改變教室

的學習氛圍，而學生對遊戲的喜愛程度也會影響他們的學習成就。體現十二年國教的核

心素養「人際關係與團隊合作」。 

未來遊戲設計可以擴大到其他年級、其他單元，讓內容多元化，其設計不同卻同樣

提升學習，若將對象範圍擴大到其他不同年級的學生並設計課程遊戲，則能進一步了解

遊戲教學在其他年級、其他單元的施行狀況，並在遊戲教學後了解學生在學習成就、學

習動機及學習自信心的進步是否有所不同。另外，本研究進行遊戲教學所使用的教具皆

為紙本、實體教具，隨著日新月異的科技發展，電子產品、網際網路越來越普及，未來

教師在進行遊戲編擬時可以考慮如何使用電子產品來設計課程遊戲，以因應未來的趨勢，

或針對實體教具及電子化 APP 對學生學習之影響是否有所不同來做進一步的研究，並

讓遊戲設計結合生活，更可以不侷限於教室，實際運用在生活中，進而類化到更多場所，

例如：園遊會、戶外教學等各種教室外的場所來進行遊戲，增加學生的類化經驗，同時

也體現十二年國教的戶外教育教學之議題；最後，本遊戲主要是學完數學概念後的應用

與練習，教師也可思考在配合單元內容上，如何用遊戲式的方式來學習數學概念，加深

學生印象。 

 

誌謝 感謝審查者提供寶貴意見、助理王軒眉小姐協助文書處理以及科技部經費上之補

助 （計畫編號：MOST 108-2410-H-110-026-MY2）。本文內容僅代表作者看法而非補

助單位之立場。 
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五年級因數與倍數教學融入開放性評量之研究 
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摘要 

本研究旨在將開放性評量融入教學，探討五年級學童於因數與倍數單元之學

習成效與解題類型。本研究採用準實驗研究設計中的「不等組前後測實驗設計」，

研究對象為臺中市某國小五年級普通班學生，研究者對實驗組實施為期兩週之開

放性評量融入因數與倍數單元之教學；控制組亦實施為期兩週之因數與倍數傳統

評量之教學。研究者透過開放性評量學習單與學生晤談紀錄進行資料蒐集與分析，

以了解學生於因數與倍數單元之解題類型。研究者以自編因數與倍數單元試卷進

行後測，並以學童四年級上學期數學學期成績作為共變項，進行前測與後測之單

因子共變數分析探討學習成效。研究發現實驗組的學習成效顯著優於控制組。學

生於因數先備知識、因數、公因數與最大公因數、倍數先備知識、倍數、公倍數

與最小公倍數呈現多種解題類型。教師省思使用開放性評量融入教學之題數不宜

過多，易導致教學時間不足。建議未來使用開放性評量融入教學之研究，教師須

營造尊重與包容之課室環境，促進師生與同儕對話。 

 

關鍵詞：二階段評量、因數與倍數、開放性評量、建構反應題 
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壹、緒論 

一、研究背景與動機 

因數與倍數對學習者和教學者都是較感困難的單元，因數的定義和教材的語

意抽象難以理解，無法透過具體實物直接說明，同時因數於生活中較為少見，對

於剛升上五年級的學生來說，學習因數與倍數單元實屬不易（黃國勳、劉祥通，

2003；Orhun, 2002）。此外 Dias(2005)指出不僅是國小學生，甚至是新進教師對

於因數與倍數仍有辨識乘法關係的問題。學生於因數與倍數出現困難，不只是學

生的問題，亦可能始於教師流於程序與記誦的教學模式 (Triyani, Putri & 

Darmawijoyo, 2012)。  

數學課室中，教師「教」學與學生「學」習是一種循環的歷程，評量扮演提

供回饋的角色（林素微，2000），在課室中具有至關重要的地位。近年來開放性

評量(open-ended assessment)成為當前評量的趨勢，允許問題有多種解決方法。開

放性評量提供學童探求多種解題策略 (Wijaya, 2018)。透過開放性評量融入教學，

能幫助教師了解學生的解題層次，以利教師補救和診斷概念；學生於評量中呈現

的想法，亦可作為調整與修正教學之依據。而常見開放性評量種類許多，建構反

應題(constructed-response item)與兩階段評量(two-tier assessment)符應開放性評

量之精神。胡詩菁和鍾靜（2015）指出建構反應題能提供較多的學習訊息，促使

教師做較佳的教學決定。兩階段評量兼具訪談的質性特色與量化的優點，可在短

時間收集大量的學生想法與概念，因此本研究使用建構反應題與兩階段評量作為

開放性評量融入教學之題型。 

綜合上述所言，因數與倍數單元學習不易，然而課室中傳統評量較難看出學

習歷程，而開放性評量掌握較多學習狀況並促進同儕交流與分享，因此本研究將

開放性評量融入教學，期能了解學童於因數與倍數之學習成效與多元解題類型。 

二、研究目的 

根據前述的研究背景與動機論述，本研究目的如下： 

（一）探討開放性評量融入五年級因數與倍數單元之學習成效。 

（二）分析開放性評量融入五年級因數與倍數單元之解題類型。 

 

 

貳、文獻探討 

一、開放性評量意涵與相關研究 

開放性評量(open-ended assessment)是近年來受重視的評量思潮，允許問題有

多種解決方法。開放性評量重視解題者的自發性，從不同的方法獲得答案(Wijaya, 
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2018)。開放性評量有別於傳統的紙筆測驗（選擇式反應題），僅有一種答案或一

種解題的方法，其重視不僅是答案，而是解題者的思考歷程。 

 透過開放性評量融入於教學，能幫助教師了解學生的解題層次，提供補救教

學和診斷概念的機會；學生於評量呈現的想法，可作為調整與修正教學之依據。

同時開放性評量能引導學生發展高層次的數學解題思維(Klavir & Hershkovitz, 

2014; AL-Absi, 2012)。當學生有多元的解題策略，更能引發課堂討論和促進同儕

學習。 

常見開放性評量題型種類許多，舉凡開放性問題或任務、數學寫作、數學步

道……等，皆為開放性評量之題型，本研究選用建構反應題(constructed-response 

item)和二階段評量(two-tier assessment)符應開放性評量之精神，透過建構反應題能

了解學生多元解題想法，藉由二階段評量進行數學概念診斷。 

（一）建構反應題意涵與相關研究 

「國民中小學九年一貫課程學習成就評量指標與方法手冊（林世華、盧雪梅、

陳學志，2004）」指出建構反應題(constructed-response items)是一種允許學生自由

建構、組織和呈現想法的試題，給予學生組織和表達想法的自由，而答案由學生

產生和提供，須人工閱卷計分，無法使用電腦閱卷。Tankersley(2007)指出建構反

應題是一種開放性的紙筆測驗，要求學生運用知識技能和批判思維建構答案。建

構反應題的開放特性，讓學生將思考過程加以組織，以呈現在試題上。在計分上

建構式反應題須將解題類型分類，並以人工批改。選擇式反應題(selected-response 

items)無法看見解題歷程，要設計具有誘答力選項的選擇式反應題實屬不易，須

對迷思概念有一定瞭解，若設計不佳將可能淪為答題的線索。因此建構式反應題

允許學生對於題目的詮釋、組織和表達呈現出來，此一大優勢也是一般傳統選擇

式反應題的限制。 

相關研究指出以建構反應題作為教學的評量題目，能有效引導教師進行教學

程序的調整，有利提升數學的學習與內涵（胡詩菁、鍾靜，2015）。研究者認為

建構反應題不但可了解學生的數學概念和多元解題想法，教師亦可將此作為調整

教學的參考，並針對不清楚的概念進行全班的討論與講解，達到有效教學。因此

本研究透過建構反應題了解學生多元解題想法。 

（二）兩階段評量意涵與相關研究 

Treagust (2006)指出兩階段評量包含兩個階段的選擇題讓學生進行答題，在

第一階段的答題中通常會有 2 到 4 個選項，而在第二階段常見有 4 個選項，學生

須針對第一階段的回答，在第二階段找出可能的原因。第一階段的問題，評量現

象的描述性知識，第二階段的問題為評量解釋性的知識(Tsai & Chou, 2002)。兩

階段評量之實徵性研究在自然科學領域運用相當成功和廣泛，因為藉由兩階段評

量能收集解題想法、回饋學習情形，並診斷概念和錯誤類型。當教師掌握學生的

學習狀況，便能作為補救和調整教學之依據，對教學者和學習者皆是一大益處（劉

子鍵、林怡均，2011；Bayrak, 2013)。在數學科領域，Hilton、Hilton、Dole 和

Goos(2013)利用兩階段評量診斷比例概念之研究指出，兩階段評量亦可作為前測
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和後測評量，教師透過評量比較和追蹤學習情形。此外把兩階段評量作為課室活

動，針對學生的答題，教師立即並適切回應能幫助學習。因此本研究藉由二階段

評量進行數學概念診斷。 

二、因數與倍數意涵與相關研究 

依據在教育部 97 年「國民中小學九年一貫課程綱要數學學習領域」中。因

數與倍數單元在第三學習階段（五年級和六年級）。黃培甄和葉啟村（2005）整

理學童於因數與倍數單元之迷思有：使用關鍵字解因數與倍數的問題、找因數缺

漏、缺乏因數與倍數概念和無法整合因數與倍數之關係。Rubenstein 和 Tompson 

(2002)指出因數與倍數的語言讓學生難以理解，學生常混淆因數與倍數。當學生

學到最大公因數與最小公倍數時，更可能使用關鍵字解題(Kolitsch & Kolitsch, 

2011)。此單元對於學習者而言較感困難，學童若於因數與倍數單元無法順利學

習，將導致公因數、等值分數和後續分數計算……等諸多單元遇到瓶頸，可見因

數與倍數教材地位之重。 

綜合前述，研究者將開放性評量融入教學，以了解學生於因數與倍數之學習

成效和多元解題類型。在本研究中，教學者亦根據研究歷程提出反思與建議。 

 

 

參、研究方法 

一、研究設計 

本研究採準實驗研究設計(Quasi-experimental Design)中的「不等組前後測實

驗設計」，研究目的為探討不同評量方法（開放性評量和傳統評量）對不同班級

（實驗組與控制組）數學學習成效之影響，期能對數學教育教學現場有所建議。 

其中x1為實驗組班級接受開放性評量融入因數與倍數單元之教學，x2為控制

組班級接受因數與倍數單元傳統評量之教學，本研究所指傳統評量教學是以教科

書佈題為評量之教學。教學前兩班皆以四年級數學學期評量成績作為共變項

(o1、o2)，教學實驗後皆以自編因數與倍數單元後測作為後測成績(o3、o4)。本

實驗設計模式如表 1： 

表 1 

實驗設計模式 

 

本研究控制變項會以學童四年級數學學期評量成績作為共變項（前測）。自

變項為不同的評量方法於五年級因數與倍數單元之實施：實驗組班級融入開放性
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評量、對照組班級以課本做做看和動動腦為評量。依變項為學童於因數與倍數單

元之學習成效。圖 1 為研究架構。 

 
圖 1  研究架構 

二、研究對象 

研究參與者為五年級學生。實驗組男生 8 人，女生 6 人；控制組男生 6 人，

女生 7 人。 

三、研究工具 

（一）開放性評量學習單 

研究者會將建構反應題與兩階段評量以開放性評量學習單（魔數時間）的形

式作為課堂評量。使用時機依題目題型分為課本佈題前(參圖 2)、課本佈題後 (參

圖 3)和取代課本佈題(參圖 4)。 

開放性評量學習單（分別為附錄一中的任務 1-1 到任務 6-1）將於本單元的

6 個活動進行（整除、因數、公因數與最大公因數、倍數、公倍數與最小公倍數

和 2、3、5、10 的倍數，共 8 堂課），教師針對學生於開放性評量學習單出現的

多元解題歷程作類型分析，在課堂中補強與澄清學生概念；另外學生的多元解題

想法於課堂中與全班一同討論，可促進思考與溝通表達。附錄一為開放性評量試

題內容與說明。 

（二）自編因數與倍數單元試卷 

研究者根據因數與倍數之學習表現與內容建立雙向細目表以編製試題，題目

設計後與數學教育專家、相關經驗教師和諍友教師共同檢視因數與倍數試卷，以

確保試題具有代表性並經由專家共同分析和修訂，使試題具有內容效度。（參見

附錄三） 

（三）晤談記錄 

研究者針對實驗組全班於開放性評量學習單呈現之多元解題想法等處，於每

堂課後（共 8 堂課）進行晤談，過程中錄音並於晤談後轉譯成逐字稿，作為補足

學生於開放性評量學習單呈現不清之用。 
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四、教學與評量規劃 

（一）實驗組教學與評量之流程 

課堂融入開放性評量學習單有三個時機，第一為教師於全班進行因數與倍數

單元之重要概念的教學前（圖 2）；第二為進行因數與倍數單元之重要概念的教

學後（圖 3）和第三取代課本因數與倍數佈題（圖 4）。以下分別說明融入開放性

評量學習單之教學與評量規劃： 

1. 開放性評量置於課本佈題前 

教師教導課本佈題前（學習單置於課本重要概念的教學前），請學生個別完成

學習單，並於學生作答時行間巡視，將學生的解題表現分類，挑選具代表性的解

題歷程，投影至智慧黑板。學生完成學習單後接著進行課室分享與討論，此時教

師可隨時掌握學生的學習狀況，診斷學生先備知識。針對理解本題概念的學童進

行因數與倍數新概念之教學；針對不理解本題概念的同學則進行先備知識的補

強。 

 

圖 2  實驗組教學與評量之流程（開放性評量置於課本佈題前） 
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2. 開放性評量置於課本佈題後 

教師教完課本佈題後（學習單置於課本重要概念的教學後），請學生個別完成

學習單，並於學生作答時行間巡視，以利將學生的解題表現分類，挑選具代表性

的解題歷程，投影至智慧黑板。學生完成學習單後接著進行課室分享與討論，此

時教師可隨時掌握與觀察學生的學習情形，評估學童理解或不理解新概念。針對

不理解的學生，加強概念的澄清後，再進行下一個概念的教學。 

 

圖 3  實驗組教學與評量之流程（開放性評量置於課本佈題後） 

 

 

3. 開放性評量取代課本佈題 

當課本佈題與開放性評量之概念相似，以開放性評量取代之，避免教導重複。

請學生個別完成學習單，同時教師行間巡視，挑選代表性解法於課堂分享。學生

完成學習單後接著進行課室分享與討論，此階段教師透過開放性評量學習單傳達

重要概念。針對不理解本題概念的同學進行概念的澄清；針對理解本題概念的同

學進行下一個因數與倍數概念之教學。  
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圖 4  實驗組教學與評量之流程(開放性評量取代課本佈題) 

 

（二）控制組教學與評量之流程 

教師先於全班進行因數與倍數單元之重要概念的教學，再以課本「做做看」

與「動動腦」之練習作為課堂評量，讓學童進行解題，教師評估學生的學習，針

對不理解的學童，加強學生對新概念的理解與澄清後，再進行下一個概念的教

學。 
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圖 5 控制組教學與評量之流程 

五、資料處理 

（一）質性資料處理與分析 

開放性評量學習單將於每堂課後收回，針對開放性學習單進行批改，尤其留

意學生多元解題想法。每堂下課進行全班學生晤談，了解學生解題想法，以利後

續分析解題類型。表 2 為資料類型編碼與說明。 

表 2 

資料類型編碼與說明 

資料類型 編號 編號說明 

開放性評量試題 

 

任務 n-m(n=1~6；

m=1~4) 

 

任務 1-1 

課本活動 n 之開放性評

量試題編號 m 

 

課本活動一之開放性

評量試題 1 

開放性評量學習單 S1-任務 1-1 1 號學童之開放性評量

學習單(任務 1-1) 

學生晤談記錄 晤 S1-1080923 1 號學童 

108 年 9 月 23 日 
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（二）量化資料處理與分析 

本研究蒐集之量化資料為學童四年級數學評量成績、自編因數與倍數單元之

後測成績。以 IBM SPSS Statistics 統計套裝軟體進行資料處理，利用描述性統計

和單因子共變數分析。 

 

肆、結果與討論 

一、學生學習成效分析 

研究者將收集的相關資料，運用統計套裝軟體(SPSS)進行統計的詮釋與分析。

如表 3 所示，在排除共變項（四年級數學評量成績）對依變項（因數與倍數單元

後測）之影響後，F 值為 4.704，p 值為. 040 < .05，達顯著水準，表示受試學生

會因為不同評量之實驗設計而有所差異，而且實驗組優於控制組。如表 4 所示，

實驗組平均分數為 86.541，控制組為 74.879，實驗組平均分數顯著高於控制組

11.662 分，顯示開放性評量融入教學能提升學童在因數與倍數單元之學習成效。 

表 3 

因數與倍數單元後測之單因子共變數分析摘要表 

來源 依變數 平方和 自由度 平均平方和 F 檢定 

組別 

共變數 
因數與倍數單元後測 916.299 1 916.299 4.704* 

誤差 因數與倍數單元後測 4675.259 24 194.802  

∗ p < .05 

表 4 

因數與倍數單元後測之單因子共變數分析摘要表（描述性統計） 

來源 組別 平均數 
平均數差異 

(實驗組─控制組) 

因數與倍數單元後測 

實驗組 86.541 

11.662* 
控制組 74.879 

∗ p < .05 

 

二、學生解題類型分析 

（一）學生在因數先備知識之解題類型 

因數先備知識奠基於「除法問題」和「整除概念」，除法問題搭配開放性評

量試題編號為任務 1-1、整除概念為任務 1-2。 
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1. 學生能解決除法問題 

 

學生在解決任務 1-1 分別使用不同策略解題，如下： 

 

圖 6  SL2-任務 1-1（加法） 

 

圖 7  SM5-任務 1-1（乘法） 

 

圖 8  S14-任務 1-1（除法） 
 

圖 9  S3-任務 1-1（因數關係） 

2. 學生具備整除概念 

 

學生在解決任務 1-2，能找到 18 可以被那些數整除，並使用不同的方法解  

釋 18 不能被 36 和 54 整除。如 S14 清楚被除數和除數的關係，說明如果 

36 ÷ 18 = 2…0，就變成 36 是被除數，同理 54，晤談如下： 

師：那你講一下什麼是整除？ 

生：就是不會有餘數。 

師：很好！但 36 也不會有餘數阿(36 除以 18 等於 2 餘 0)，為什麼 36 不行？ 

生：這樣變成 36 是被除數。 

師：很好！那 54 呢？ 

試題任務 1-1 

班上有 14 位同學要進行分組，請問每 3 人一組，每個同學都可以分到組別

嗎？ 

1. (A)可以  (B)不可以 

2. 我選擇上述答案的理由是： 

________________________________ 

試題任務 1-2 

18 可以被下列哪些數整除，用算式把判斷方法記下來。 

1、2、5、6、18、27、36、54 



40 臺灣數學教師  第 43 卷第 2 期 

 

生：54 也會變被除數。（晤 S14-1080923） 

 另外亦有學生提到，如 S2 解釋36 > 18和 54 > 18，所以 18 不能被 36 和 

    54 整除，晤談如下： 

 師：說說看什麼是整除？ 

生：整除就是沒有餘數。 

師：那 18 可以被整除，那 18 是什麼數？ 

生：18 是被除數。 

師：為什麼不能選 36？ 

生：因為比他(18)大。（晤 S2-1080923） 

此外學生 SM5 說明如果18 ÷ 36 =
1

2
和 18 ÷ 54 =

1

3
商就變成分數，所以 18 

不能被 36 和 54 整除，晤談如下： 

師：說一下什麼是整除？ 

生：整除就是餘零。 

師：這個(𝟑𝟔 ÷ 𝟏𝟖 = 𝟐…𝟎)也餘零啊？為什麼不行？ 

生：因為要 18 除以 36。 

師：為什麼不行？ 

生：這樣就變成二分之一了！（晤 S5-1080923） 

 

（二）學生在因數問題之解題類型 

診斷學生因數概念包括認識因數、找因數和解決因數的應用問題。任務 2-1

檢驗學生因數概念；任務 2-2 檢驗學生找因數。任務 2-3 透過讓學生偵錯題目，

診斷學生找因數缺漏（1 和自己）和因數與倍數混淆之情形。 

 

1. 學生具備因數概念 

 

學生能逐一檢驗 18 可以被哪些數整除，找出 18 的所有因數。如 S10 將 18

可以被哪些數整除的數搭配分組圖示表示出來。 

試題任務 2-1 

觀察算式18 ÷ 2 = 9，請問只有 2 是 18 的因數嗎？ 

1. (A)是  (B)不是 

2. 我選擇上述答案的理由是： 

________________________________ 
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圖 10  S10-任務 2-1 

另外 SH14 於晤談中清楚說明因數成對的特性，晤談如下： 

 師：學習單你寫「因數會成對出現」，這個意思是什麼？ 

生：這兩個都是因數(2 和 9)。（晤 S14-1080924） 

 

2. 學生能找出某數的所有因數

 

S6 將 36 可以被哪些數整除逐一檢驗，找出 36 的所有因數；S1 利用乘法與 

除法算式，成對找出 36 的所有因數，並以表格進行整理。 

 

圖 11  S6-任務 2-2（逐一檢驗） 

 

 

 

 

 

 

 

 

  
圖 12  S1-任務 2-2（成對） 

3. 開放性評量能促進學生反思 

試題任務 2-2 

請找出 36 的所有因數，並把找因數的過程用算式記下來。 
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S4 和 S7 在尚未教導倍數教學時，已具備倍數概念。S4 清楚 48 為 24 的倍 

數，晤談如下： 

師：你學習單寫 48 倍是什麼意思？ 

生：啊！48 是 24 的倍數。（晤 S4-1080926） 

其中 SL7 提到 24 的最小因數是 1，最大因數是 24，顯示透過開放性評量能

促進學生反思，察覺每個數最小的因數是 1，最大的因數是自己。 

 
圖 13  S7-任務 2-3 

 

（三）學生在公因數與最大公因數問題之解題類型 

任務 3-1 診斷學生處理公因數與最大公因數應用問題時，是否誤解題意和使

用關鍵字解題的情形。 

1. 學生能處理公因數應用問題 

 

值得一提是，S13 在反思提到學習公因數可讓平分東西更方便，進行數學的

反思。 

試題任務 2-3 

以下是幾位同學所找 24 的因數： 

小明： 2、3、4、6、8、12 

小美： 2、3、4、6、8、12、24、48 

小智： 24、48、72、96 

請問哪個同學的說法是正確的？(若是錯誤的請你幫忙改正，並用算式

記下來) 

試題任務 3-1 

老師準備了 8 個蛋塔和 12 個泡芙，準備分給同學，每個人拿到的蛋塔一樣

多，泡芙也一樣多，請問可以分給幾個同學？請將所有分法用圖表示出來。 
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   圖 14  S13-任務 3-1（列舉法） 

 

 圖 15  S14-任務 3-1（除法） 

 

2. 學生能找出公因數但無法處理公因數應用問題 

S12 和 S5 雖然找出公因數但無法解決公因數之應用問題。 

 

圖 16  S5-任務 3-1 

 

 圖 17  S12-任務 3-1 

 

（四）學生在倍數先備知識之解題類型 

倍數先備知識奠基於「幾的幾倍」和「倍的語言」，此概念搭配開放性評量

試題編號為任務 4-1。 

 

1. 學生具備「幾的幾倍」和「倍的語言」概念

 

S1 呈現物品長度關係，圖示搭配算式，彩色筆 24 公分為迴紋針 4 公分的 6

試題任務 4-1 

迴紋針為 4 公分長，彩色筆是迴紋針的 2 倍長，緞帶是彩色筆的 3 倍長，

請問緞帶是迴紋針的幾倍？請把算式記下來。 
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倍長。S6 表徵方式特別，以離散量表徵長度的連續量。 

 

圖 18  S1-任務 4-1 

 

 

圖 19  S6-任務 4-1 

（五）學童在倍數問題之解題類型 

診斷學生倍數概念包括認識倍數、找倍數和解決倍數的應用問題。任務 4-2

診斷找倍數缺漏和因數與倍數混淆之情形；任務 4-3 透過偵錯診斷倍數概念、因

數與倍數混淆或以為 1 為倍數之情形。解決倍數的應用問題為任務 4-4 置於課本

佈題教學前，作為課本倍數應用問題之先備知識。 

 

1. 學生能找出某數的倍數 

 

S14以幽默詼諧的語句：「寫到天荒地老也寫不完」，來描寫倍數有無限多個。

S2 用加法找出 18 的倍數。 

圖 20  S14-任務 4-2（倍數有無限個）  
圖 21  S2-任務 4-2（加法） 

 

 

 

 

 

試題任務 4-2 

找出 18 的倍數，依大小順序寫出 5 個，並把找倍數的算式記下來。 
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2. 學生了解因數與倍數概念 

 

學生能將因數與倍數關係連結自己的學習。 

 

圖 22  S3-任務 4-3 

 

圖 23  S7-任務 4-3 

 

3. 學生能比較因數與倍數 

 

S13 說明倍數比因數簡單，顯示學生學完因數與倍數，能說出自己學習的想

法，此為一般傳統評量不易呈現的部分，開放性評量能使學生監控自我的學習並

促進反思。 

 

圖 24  S13-任務 4-4 

 

 

 

試題任務 4-3 

以下幾位同學所找 1~100 中 24 的倍數： 

小明：1、24、48、72、96 

小光：48、72、96 

小美：1、2、3、4、6、12、24  請問哪個同學的說法是正確的？若

是錯誤的請同學幫忙改正，並把用算式記下來。 

試題任務 4-4 

果園今天採收一些蘋果，每 3 顆裝一籃，數量最接近 20 又比 20

少，請問今天採收多少蘋果？ 



46 臺灣數學教師  第 43 卷第 2 期 

 

（六）學童在公倍數與最小公倍數問題之解題類型 

公倍數與最小公倍數概念對應對試題為任務 5-1，解決學生認為最小公倍數

為 1 之情形。2、3、5 和 10 之倍數判別對應試題為任務 6-1。 

1. 學生能找出公倍數與最小公倍數  

 
學生能利用乘法、列舉法和短除法找出最小公倍數。 

 

圖 25  S14-任務 5-1（乘法） 

 

圖 26  S9-任務 5-1（列舉法） 

 

 

 

 

圖 27  S3-任務 5-1（短除法） 

2. 學生能處理公倍數應用問題 

試題任務 5-1 

以下是小明找 12 和 16 最小公倍數的方式： 

12 的倍數：1、12、24、36、48、60…… 

16 的倍數：1、16、32、48、60、72…… 

公倍數：1、48、…… 

最小公倍數：1 

請問小明的找最小公倍數的方法是正確嗎？ 

1. (A)是  (B)不是 

2. 我選擇上述答案的理由是： 

________________________________ 
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學生能利用倍數判別方法和公倍數概念解題。S13 利用個位判別 2 的倍數，

認為此方法會方便許多，進行數學學習的反思。S7 採用公倍數概念解題。 

 

圖 28  S13-任務 6-1（倍數判別） 

 

圖 29  S7-任務 6-1（公倍數） 

研究者整理學生於各試題之解題類型（見於附件二）。 

 

伍、結論與建議 

一、結論 

（一）開放性評量融入因數與倍數單元能提升學童數學學習成效 

本研究將學童四年級數學成績與自編因數與倍數試卷成績，進行共變數分析，

實驗組顯著優於控制組，顯示開放性評量能提升數學學習成效。 

（二）學童於開放性評量呈現多元解題類型 

 本研究融入開放性評量於因數與倍數單元，輔以學生晤談，學童呈現多元解

題類型，開放性評量更能促進學生反思。 

二、建議 

（一）教師體認開放性評量題數不宜過多 

使用開放性評量應考量學生負荷與教學時間，因開放性評量與傳統評量不同，

須寫下自己的解題歷程與想法。同時開放性評量作為課室討論，若教學者未能掌

握教學節奏，容易導致教學、討論與分享時間不足，將有失使用開放性評量診斷

學生想法促進學生學習與課堂討論之用意。因此使用開放性評量之試題每堂課不

宜過多，才能充分討論，促進師生與同儕交流。 

（二）教師須營造師生與同儕間相互欣賞與尊重之課室環境 

開放性評量能看出學生的多元解題想法，但當教師或同儕將解題想法分類並

試題任務 6-1 

39□□是一個四位數，這個數是 2 的倍數，也是 5 的倍數，請問四位數

可能為多少，把所有可能都寫出來。 
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比較優劣，將影響學生不敢發表和害怕犯錯的情況。因此使用開放性評量，教師

須營造課室相互尊重與欣賞的環境，讓學生都能說出自己的想法，才為使用開放

性評量之用意。 

 

陸、研究討論 

本研究將開放性評量融入因數與倍數單元，學生在本單元之學習成效提升，

另外在開放性評量呈現多元的解題歷程，對於不擅言詞的學童，更多了表達想法

的機會。不過研究者思考實行開放性評量的限制與改進，開放性評量讓學童有充

分表達的空間，但此評量方法有別於傳統評量，學生要寫下或說出自己的想法實

屬不易，須配合各種方式才能讓學生產出，舉凡教師的鼓勵和獎勵、同儕的作品、

分享時間……等，都須全面考量。另外開放性評量強調開放的精神，課室中尊重

與包容氛圍更加重要，除了教師的態度，如何營造讓學生安心、自由的數學課室

環境是值得思考的方向。研究者亦思考開放性評量融入教學對偏鄉低成就的學童

是否合適。本研究為開放性評量融入因數與倍數教學之初探，期能對未來使用開

放性評量之教師或研究提供參考與建議。 
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附錄一 開放性評量試題內容與說明 

 

 

（續下頁） 

教學 

活動 

教學 

目標 

試題 

編號 

開放性評量題 

（實驗組） 

使用 

時機 

活動一 1-1 透過商為

整數，餘數是

0 的整數除

法，認識整除

的意義 

任務

1-1 

班上有 14 位同學要進行分

組，請問每 3 人一組，每個

同學都可以分到組別嗎？ 

1. (A)可以  (B)不可以 

2. 我選擇上述答案的理由

是： 

________________________ 

◼ 活動一 整除 

整除意義：課本例題

一（除法問題）教學

前。 

任務

1-2 

18 可以被下列哪些數整

除，用算式把判別方法記下

來。1、2、5、6、18、27、

36、54 

◼ 活動一 整除 

整除意義：課本例題

一（整除概念）教學

後。 
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（續下頁） 
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附錄二 開放性評量之解題類型 
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概念 問題 解題類型 
開放性評量

題號 

因數先備

概念 

除法問題 1.加法策略 2.乘法策略 3.除法策略 4.因數

關係 
任務 1-1 

整除概念 1.以被除數與除數關係解釋 36和 54非本題

答案 

2.以36 > 18和 54 > 18關係解釋 36 和 54

非本題 

3.以18 ÷ 36 =
1

2
和 18 ÷ 54 =

1

3
解釋 36 和

54 非本題答案 

任務 1-2 
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倍數概念 

找倍數 1.能找出 18 的 5 個倍數（說明倍數有無限

多個） 

2.能找出 18 的 5 個倍數（說明倍數往上加

的概念） 

任務 4-2 

1.判斷 100 以內 24 的倍數（更正題目有誤

之處） 

2.判斷 100 以內 24 的倍數（更正與分析題

目有誤之處） 

任務 4-3 

倍數的應用 1.利用乘法找出最接近 20 又少於 20 的數 

2.利用除法找出最接近 20 又少於 20 的數 
任務 4-4 

公倍數與

最小公倍

數概念 

公倍數與最

小公倍數的

判斷 

1.找出最小公倍數 48（列舉法） 

2.找出最小公倍數 48（乘法） 

3.找出最小公倍數 48（短除法） 

任務 5-1 

公倍數的應

用 

1.找出 10 個 39☐☐的答案（倍數判別方法） 

2.找出10個39☐☐的答案（公倍數判別方法） 
任務 6-1 

 



廖倩廷、林原宏                          五年級因數與倍數教學融入開放性評量之研究 55 

 
 

附錄三 國小五年級因數與倍數單元後測試卷 
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國小數學素養評量－試題編製經驗談 

謝闓如 

國立臺中教育大學數學教育學系 

摘要 

    我國現行的《十二年國民基本教育課程綱要》以「核心素養」為主軸，透過

素養評量引導素養教學為現行的策略之一。數學素養著重在個人應用數學能力，

能將所學的數學知識呈現在解決生活問題中。有鑑於國小現職教師及師資生對於

數學素養評量試題編製的疑問，本文提出 20 則數學素養試題做為參考，希望能

帶給國小現職教師及師資生一些出題的靈感。 

關鍵詞：國小數學、試題設計、數學素養 
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壹、 緒論 

我國現行的《十二年國民基本教育課程綱要》以「核心素養」為主軸，強調

適應現在生活及面對未來挑戰所應具備的知識、能力與態度，且「核心素養」強

調學習與生活的結合（教育部, 2021）。素養導向評量的實施則為了落實素養導

向教學的策略之一，透過適當的評量，達成培養學生核心素養和領域核心素養的

課程與教學（國家教育研究院, 2018b）。 

 

數學素養評量需要強調數學領域核心素養及國小數學「學習表現」和「學習

內容」的結合，並用於理解或解決真實情境脈絡中的問題。國小階段數學領域核

心素養具體內涵，依循總綱核心素養之「自主行動」、「溝通互動」與「社會參

與」三面向，共計 9 項能力。本文主要聚焦於「數-E-A3 能觀察出日常生活問題

和數學的關聯，並能嘗試與擬訂解決問題的計畫。在解決問題之後，能轉化數學

解答於日常生活的應用（國家教育研究院, 2018a）」，分享個人設計國小數學素

養評量試題的經驗。 

貳、 數學素養意義及面向 

在這個時代數學通常被稱是「隱形文化（invisible culture）」（Steen, 1990），

在我們的生活周遭微妙地充斥著數學和統計思維（如數字、和形狀、改變與機會

等），這些思維深深影響著我們的生活與工作方式，如報章雜誌中數字或圖表的

使用，但一般大眾通常無法深入理解這些數字或圖表內含的意義。「數學素養」

無法完全用數學知識來概念化，數學素養關乎個人使用和應用數學知識的能力

（Jablonka, 2003; Steen, 1990）。 

 

根據經濟合作暨發展組織（Organization for Economic Cooperation and 

Development [OECD]）對於數學素養的解釋為「個人在各類情況脈絡下套用、運

用和解釋數學的能力，包括數學推理，使用數學知識（如概念知識、程序知識和

事實知識）及工具來描述、解釋和預測現象。數學素養幫助個人意識數學在世界

中的角色，協助建設性、參與性和反思性的現代世界公民做出有根據的判斷與決

策（OECD, 2018）。」  

 

Steen（1990）認為數學素養必須反應數學和統計思想運作的不同層面，包

含（1）實用素養，無論一個人的工作或生活水準為何，自信的應用數學素養可

以在日常生活的許多決定中展現優勢。（2）公民素養，確保公民能夠理解主要

公共政策問題中出現的基於數學的概念，無法正確推理數字的社會大眾無法有效

區分公眾政策為理性或魯莽的主張。（3）專業素養，數學專業素養可以開啟學
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生職業生涯的大門，提供企業提供產品或生產的競爭力，及提升國家在全球技術

經濟的創新力；專業素養高時所有的人都受益，反之亦然。（4）休閒素養，許

多成年人喜歡將數學或邏輯活動做為休閒活動的一部分，而現代人投入在各種休

閒活動的時間、精力或經費等均是數學隱藏在大眾視線下的深層脈絡。（5）文

化素養，數學是人類文化的共同組成成分，數學之美亦是受到許多人讚賞的議題，

這些世代相傳的抽象思考可以視為人類文化遺產的一部分。 

 

數學素養，根據 Jablonka（2003）的論述，可以分為以下五個面向：（1）

發展人力資本（developing human capital），指能夠透過擬題和解題來分析、推

理及溝通想法和結果的能力，即數學化和建模的構成觀點；（2）文化認同（cultural 

identity），根據“民族數學”的廣義定義，為勞工團體的不同數學實踐，為不同

社會人士的非正式算術實踐，例如攤販、木工、裁縫、家管等；（3）社會變革

（social change），在挑戰社會不平等方面，數學被視為揭示和溝通在現實層面

中涵蓋社會或政治利益的重要工具；（4）環境意識（environmental awareness），

除了解決個人和地方問題，也可應用於解決全球環境問題，例如環境報告中的數

據和數學模型的解讀與應用，全球環境問題例如，食物和水資源、人口增長、能

源短缺和污染等；與（5）評估數學（evaluating mathematics），包含用精簡的度

量和指標進行推理，正式交易（形式化分配權力或金錢的程序），使用柏拉圖模

型（Platonic models）進行推理，構建表面模型及命理。此五個面向可以做為考

慮數學素養情境脈絡的根據。 

 

根據筆者個人的出題經驗，若是在接到數學素養出題任務時才開始著手蒐集

可用的試題情境，所呈現的試題可能會出現為了配合情境導致無法契合所欲評量

的數學能力，或為了配合評量能力使得試題的情境描述過於牽強。情境蒐集為長

期的工作，在觀察到「可能」有用的情境時，可以將情境加以記錄，並初步思考

可能適用的數學概念。可能有用的情境如日常生活經驗、媒體報導，政府資訊，

商品廣告，或休閒興趣等。在上述的情境脈絡中，以日常生活經驗最為眾人所熟

知，也是經常使用於數學素養試題情境；其他可能情境則可能因為一般大眾過於

習慣媒體報導或網頁資訊中的數字使用，而忽略報導或資訊中的數字表徵所涵蓋

的數學概念，進而錯失將這些情境入題的可能性。 

參、 數學素養試題分享 

由於數學素養強調情境脈絡，在設計問題前，出題者需要觀察蒐集數學相關

的情境脈絡，再根據情境脈絡，思考適合該情境的數學概念，進而完成試題設計。

出題者除了根據初步的出題想法外，由於適合數學素養試題的生活情境的蒐集不

易，也並非所欲評量的數學概念都已有可使用的情境，因此出題者可以嘗試針對

某一個情境脈絡加以簡化或複雜化，使其可以應用於其他年級或數學概念中。若
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出題時，所欲評量的數學概念並沒有可以立即適用的情境脈絡，出題者可以根據

初步紀錄中選取較為接近的數學概念，針對所欲評量的概念調整修改情境。 

 

筆者於本文中一共整理20則數學素養試題，依情境脈絡可以分為美勞DIY、

新聞時事、生活經驗、應用程式、競賽、購物須知及生活知識等 7 類，所評量的

數學概念以數與量為主，少數問題亦涵蓋資料與不確定性的內容（如表 1）。 

 

表 1 試題情境及其評量目標分析 

情境 試題 評量內容 

美勞

DIY 

愛心卡片 1. 能將圖卡依照形狀與大小進行分類，並加以點數記錄。 

2. 能在具體情境中，比較 10 以內二數量的多少。 

貓咪感謝卡 1. 能將物件依照指定條件進行分類，並加以點數記錄。 

2. 能在具體情境中，比較 10 以內二數量的多少。 

3. 能解決生活中被減數為 10 以內的減法問題。 

聖誕卡片 1. 能進行點數個數為 10 以內物件。 

2. 能解決生活中和為 10 以內的加法問題。 

3. 能解決生活中被減數為 10 以內的減法問題。 

花朵卡片 1. 能解決除數為 2、3、5 的問題。 

2. 能解決餘數不為 0 的除法問題。 

紙膠帶聖誕

樹 

1. 能解決除數為二位數的問題。 

2. 能進行公尺與公分的換算。 

新聞

時事 

菜價上漲 1. 能解決整數四則多步驟問題。 

飲料熱量 1. 能解決整數四則多步驟問題。 

2. 能解決「比」在生活實例之應用問題。 

電信公司號

碼牌 

1. 能解決序數問題。 

2. 能解決時間量乘法問題。 

3. 能解決時刻與時間加法問題。 

生活

經驗 

郵局排隊 1. 能解決序數問題。 

診所掛號 1. 能解決序數問題。 

應用

程式 

公車 APP 1. 能進行日常生活的時間加減問題（跨時）。 

訂餐 App 1. 能進行日常生活的時間加法問題。 

2. 能進行時與分的換算。 

星等 1. 能解決平均問題。 

2. 能利用四捨五入法對小數取概數。 

競賽 歌唱比賽 1. 能解決多步驟問題。 

科學競試 1. 能解決小數加法問題。 

購物

須知 

跳繩長度 1. 能進行公尺與公分的換算與比較。 

2. 能進行長度倍數計算。 
續下頁 
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3. 能解決長度在生活實例之應用問題。 

背包選擇 1. 能進行公尺與公分的換算。 

2. 能計算整數乘以分數的問題。 

3. 能解決重量在生活實例之應用問題。 

生活

知識 

住家面積 1. 能計算長方形面積。 

2. 能計算簡單複合圖形面積。 

3. 能進行平方公尺與平方公分的換算。 

老虎領地 1. 能計算長方形面積。 

2. 能進行平方公里與平方公尺的換算。 

3. 能解決整數除以整數，商為小數的問題。 

4. 能利用四捨五入法對指定位數取概數。 

橋梁限重 1. 能進行公噸與公斤的換算。 

2. 能解決多位數除法問題。 

 

一、美勞 DIY 

美勞 DIY 可與學生生活經驗相容，筆者經常透過各類 DIY 網站尋找可用的

素養情境，且 DIY 活動情境多元，容易延伸變化，可用於基本點數、四則、量

的計算等數學概念。試題 1「愛心卡片」的情境設定是用長方形和大小心型卡紙

各 1 張組成一張卡片，所需要的材料以散落的方式呈現，詢問學生可以製作的卡

片數量，評量學生分類點數，及數量多寡的比較。 

 

試題 1 愛心卡片 

 

張老師想製作心心相印邀請卡（如右圖），做一份邀請

卡需要一張長方形卡紙，一張大愛心和一張小愛心。 

 

 

現在桌上有這些材料，張老師最多可以做幾份邀請卡？ 

 

 

續下頁 
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在美勞 DIY 情境下，若改變所需完成的作品，或微調問題中的數學概念，

即可形成一個新的問題，如試題 2、試題 3 和試題 4。試題 2「貓咪感謝卡」與

試題 1 相同之處是材料均以散落的方式呈現，評量學生分類點數及數量多寡比較

的能力，但試題 2 於後續提問各類貼紙會剩下多少，則可評量學生一位數減法的

能力。 

試題 2 貓咪感謝卡 

 

李老師想要做感謝卡（如下圖），每張感謝卡需要 4 種不同的貓咪貼紙。 

 

1.  現在桌上有這些貼紙，張老師最多可以做幾張感謝卡？ 

 

2. 做出最多張感謝卡之後，會剩下 （  ）張、 （  ）張、 （  ）

張和 （  ）張。 

 

試題 3「聖誕卡片」雖然與試題 1 都是卡片製作，然而試題 3 提供排序整齊

的物件，刪除物品分類，並在題幹中增加條件「需要製作 12 張卡片」，除了物

件點數及數量多寡比較外，另外評量一位數加、減法等數學能力。 

 

試題 3 聖誕卡片 

 

禹彤想要用鈕扣做 12 張聖誕卡片（如右圖），每張聖誕

卡片需要大、中、小鈕扣各一個。 

下面是禹彤在縫紉箱裡找到的鈕扣： 
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1. 禹彤用上面這些鈕扣最多可以做出幾張聖誕卡？ 

2. 禹彤做出最多張聖誕卡之後，會剩下幾個鈕扣？ 

3. 禹彤至少還需要幾個鈕扣，才能完成 12 張聖誕卡？ 

 

 

試題 1~3 的 DIY 活動中，所需的材料均是每個元素 1 個；試題 4「花朵卡片

製作」雖然仍是卡片製作，但問題情境刪除物件的點數，且卡片製作所需材料之

每一元素均為多個，如 5 個花瓣，3 個葉片和 2 個花心，主要評量學生餘數不為

0 的除法的概念。部分學生有可能利用乘法解決此問題，此時亦符合數學領域核

心素養具體內涵「數-E-C2 樂於與他人合作解決問題並尊重不同的問題解決想法

（國家教育研究院, 2018a）」之描述。 

 

試題 4 花朵卡片 

 

晴雯想做卡片送給 7 位老師，每位

老師一張，每張卡片上有 1 朵深色的

花，1 朵淺色的花和 3 片葉子（如右圖），

每朵紙花需要 5 片花瓣和 1 個花心。 

晴雯已經剪了 28 片深色花瓣、24

片淺色花瓣、10 個花心和 19 片葉子，

她現在最多可以完成幾張卡片？ 

 

 

DIY 情境除了卡片製作，也會在節慶布置時出現。試題四「紙膠帶聖誕樹」

為紙膠帶黏貼聖誕樹情境，評量學生「公尺」與「公分」單位換算與除數為二位

數的問題。然而學生在解決試題 5 時，若學生先算出所需膠帶的總長度在計算膠

帶的捲數，則不符合題目中「每條膠帶必須是完整的 73 公分」的條件，學生解

題時需要判斷所使用的解題策略或流程的適切性。 
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試題 5 紙膠帶聖誕樹 

 

聖誕節快到了，金銘想用 28 張紙膠帶在家裡貼

了一棵聖誕樹，每條紙膠帶的長度是 73 公分（每

條紙膠帶必須是完整的 73 公分，不可以用接

的），一捲紙膠帶的長度 5 公尺，金銘最少要買

幾捲紙膠帶？ 

 

 

二、新聞時事 

除了美勞 DIY，新聞報導中經常會出現億以上的大數、價格漲跌、打折、比

率（百分比）、大單位（公里、公噸等），也是筆者常用於思考情境脈絡的來源。

臺灣每年暑假幾乎都會遇到颱風或豪雨的侵襲造成農作物損失，導致菜價上漲，

試題 6 的起源即為 2017 年 6 月的豪雨過後菜價上漲的新聞，本題情境主要根據

新聞中的蔬菜價格評量學生解決整數四則多步驟問題的能力。另外，為了合理化

問題情境中蔬菜購買的公斤數，將情境設定在自助餐店。 

 

試題 6 菜價上漲 

 

2017 年 6 月因為連日豪雨導致蔬菜價格上漲，小白菜每公斤從 16 元漲到 50

元，空心菜每公斤從 28 元漲到 70 元，甜玉米從每公斤 7 元漲到 19 元。 

便當店每天需要採購 2 公斤的小白菜，3 公斤的空心菜和 4 公斤的甜玉米。 

1. 便當店在豪雨過後，每天花多少元購買這三種蔬菜？ 

2. 菜價上漲後，便當店每週購買這三種蔬菜的金額比漲價前貴多少元？ 

 

 

衛生福利部（2020）公告修正「連鎖飲料便利商店及速食業之現場調製飲料

標示規定」，規範飲料需要標示總糖量及總熱量，試題 7 根據此規定及隨處可見

的茶飲店之飲料內含的方糖個數作為問題脈絡，所使用的數據均為實際的飲料含

糖量，除了評量學生整數四則多步驟問題及「比」在生活實例之應用外，也透過

題目情境讓學生了解飲料的含糖量，為結合健康教育的數學問題。 
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試題 7 飲料熱量 

 

茶飲店的飲料通常用方糖的數量來表示含糖量，下表示市售大杯 700 毫升飲料

的含糖量： 

 

品項 珍珠奶茶 微糖珍珠奶茶 多多綠茶 

含糖量 12 顆方糖 3 顆方糖 14 顆方糖 

 

1. 陳先生本來每天都會喝一杯大杯的珍珠奶茶，在他發現珍珠奶茶的含糖量

很高，決定改喝微糖珍珠奶茶。一星期後陳先生減少攝取的含糖量是幾顆

方糖？ 

2. 李小姐覺得大杯的多多綠茶含糖量有點高，她點了一杯中杯 500 毫升的多

多綠茶。這杯多多綠茶的含糖量是幾顆方糖？ 

 

 

試題 8 的新聞情境源起為 2018 年電信公司的 499 之亂的新聞，當時許多民

眾 為 了 499 電 信 方 案 排 隊 數 小 時 （ 相 關 資 訊 可 參 考 維 基 百 科

https://zh.m.wikipedia.org/zh-tw/499 吃到飽之亂）。本題的情境描述中盡量保留

民眾到電信公司辦理業務的真實狀況，例如號碼牌與抽號機的資料顯示。評量的

數學概念主要為序數、時間量的乘法及時刻與時間量的加法，為了符合真實情境，

題目主角到達電信公司的時間顯示在號碼牌上，若學生沒有注意號碼牌上的資訊

則無法解題。 

 

試題 8 電信公司號碼牌 

 

叔叔到電信公司辦理行動電話續約，右圖是他抽到的號

碼牌，叔叔抽完號碼牌後，抽號機顯示還有 15 人等待

中。 

1. 下一個到櫃台辦理業務的號碼是幾號？ 

2. 櫃台大約每 3 分鐘會叫下一號到櫃台辦理業務，叔

叔能在 16:00 前離開電信公司嗎？ 

 

 

三、生活經驗 

由於許多機關行號都使用號碼牌，筆者簡化試題 8 的情境，將場景及活動換

成學生更為熟悉的郵局寄信，並修改評量的數學概念為一年級序數問題，形成試

題 9 的「郵局排隊」。試題 7 其實與一年級數學課程中的序數問題類似，僅是在

問題描述上更符合現實生活情境的方式呈現。 
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試題 9 郵局號碼牌 

 

李老師到郵局寄信，先抽號碼牌，再看叫號燈。還有幾個人排在李老師前面等

著寄信？ 

 

 

 

 

試題 10 與試題 9 類似，利用學生從小到大一定會有的看病的經驗，情境設

定為家長先預約掛號，等時間差不多後再出發去醫院或診所，評量一年級排隊序

數問題。和試題 9 不同的是，試題 10 不採用號碼牌，使用現代人生活中不可或

缺的手機 APP 作為問題情境。 

 

 

 

問題 10 診所掛號 

 

小波生病了，媽媽打電話到診所掛號，小波是 24 號。 

媽媽打開診所的即時看診 APP（如下圖），小波的前面還有幾個人在等待看診？ 
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四、應用程式 

現代人常用使用及依賴手機中的應用程式，除了看診即時訊息能縮短在醫院

就診的等待時間外，即時公車資訊則為公車族不可或缺的應用程式之一。試題

11 利用即時公車資訊應用程式作為命題情境，要求學生根據題幹中的資訊，計

算從家裡出發的時間，評量學生時間量與時刻加減的概念。由於並非所有的學生

都熟悉公車應用程式，因此在圖中增加到站時間的說明，避免學生因為不具備此

類應用程式的經驗而無法解題。此外，題幹中並沒有說明現在時刻，學生需要從

手機圖示中找到相關資訊，否則無法作答，考驗學生對於資訊的解讀能力。 

 

試題 11 公車 APP 

 

媽媽想帶小波搭 295 號公車到動物園玩，從家裡走到離家最近的景文中學站需

要 8 分鐘，媽媽查了公車時刻，想提早在公車到站之前 5 分鐘抵達站牌，如果

要搭下一班公車，最晚什麼時候要從家裡出發？ 

 

續下頁 
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自 2020 年起，全球因為 Covid-19 病毒肆虐，導致生活習慣改變，很多應用

程式進而崛起，訂餐 App 即為其一。問題 12 延續問題 11 的手機應用程式情境，

透過訂餐 APP，評量學生時與分的換算，及日常生活的時間加法問題。 

 

試題 12 訂餐 App 

 

由於疫情的關係，許多店家都推出線上點餐服務。下圖是小貝正在用店家的線

上點餐系統訂購午餐的畫面。如果小貝現在馬上點餐，大約幾時幾分可以取

餐？ 
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在網路發達的世界中，大多數人遇到自己不曾經驗的事物時，通常在第一時

間會考慮上網看看他人的經驗與評價，其中「星等」為網路世界中表徵經驗好壞

的常見方式。試題 13 將星等納入問題情境，評量學生平均的概念，及四捨五入

法對小數取概數的能力。由於並非所有的學生都了解星等的意義及計算方式，因

此在題幹中加入星等表徵的解釋（如：評分人數，滿分及得分）。此問題除了情

境符合大眾日常生活外，亦可視為 Jablonka（2003）的「評估數學」面向中的用

指標進行推理。 

 

試題 13 星等 

 

下面是水果旅店旗下 2 間分店的網路星等評價： 

 

水果旅店平均的網路星等評價是多少？（算到小數點後第二位，四捨五入到第

一位） 

 

 

五、競賽 

各類競賽（如體育競賽，唱歌比賽、語文競賽等）的評分與數字脫離不了關

係，部分運動比賽（如跳水、滑冰等）為了公平起見，會刪除每位選手得到的最

高與最低二個無效分後，再進行評比，問題 14「歌唱比賽」即採用此評分方式。

本題要求學生評估丁選手是否可能奪冠，主要的評量重點為學生是否能「在解決

問題之後，能轉化數學解答於日常生活的應用（數-E-A3）」，解題所需的數學能

力僅為基本的加法及三位數的大小比較，但若學生僅考慮分數的可能性，忽略最

高或最低無效分數的處理，則無法做出正確的判斷。 

 

試題 14 歌唱比賽 

 

有一個歌唱比賽的計分方式，是刪除選手獲得分數中最高分與最低分後，計算

續下頁 
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剩餘得分的總和做為該選手的得分。 

下表為四位選手的分數即時紀錄（記分板上尚未呈現評審 B 給選手丁的分數）： 

 

評審 

選手 
A B C D E 

甲 89 76 83 90 86 

乙 84 90 79 87 92 

丙 75 87 82 86 89 

丁 91 - - 79 83 86 

 

1. 依照比賽的計分方式，甲、乙、丙三位選手中，哪一位選手獲得的成績最

好？ 

2. 丁選手可能在這次比賽中獲得第一名嗎？ 

 

 

若將調整競賽問題中的數據，即可評量學生不同的能力，如試題 14「科學

競試」。相較於試題 14，試題 15 的題幹中取消最高與最低無效分數的條件，且

僅提供各項獲得的分數（一位小數），而非各個裁判給的成績，主要評量學生一

位小數的加法能力。 

  

試題 14 科學競試 

 

有一個科學競試選手選拔賽，分為筆試與實作二部分，滿分 50 分，最後依二

部分成績總分進行排名。目前參加決賽的 4 位選手成績如下： 

 

選手 筆試（分） 實作（分） 

A 38.5 47.9 

B 43.6 46.3 

C 39.5 47.7 

D 45.2 44.5 

 

此次競試的前三名分別是哪三位選手？ 

 

 

六、購物須知 

跳繩為所有的學生在體育課均會進行的活動，然而多數學生並不明白如何將

跳繩調整為最適合自己的長度。試題 16「跳繩長度」情境採用學生熟悉的跳繩

情境，評量長度單位公尺與公分換算與比較，及長度倍數計算，由於學生可能無
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法完全理解該如何設定跳繩長度的敘述內容，因此在題目中增加圖示。本題可以

視為結合數學與體育二科目，也希望透過題幹敘述，增加學生對於跳繩長度設定

的知識。 

 

試題 16 跳繩長度  

 

「跳繩長度有學問，採者上拉到腋下」 

跳繩長度怎樣才剛好呢？ 

適合你的跳繩應該是當你的腳踩跳繩，將兩端

往上拉時，握把的兩端要剛好跟你的腋下一樣

高。 
 

 

呈嘉從腋下到地面的高度是 120 公分，他不適合選哪一條跳繩？ 

1. 繩長：2 公尺 90 公分 

重量：120 公克 

可自行剪裁 

2. 繩長：230 公分 

重量：100 公克 

可自行剪裁 

3. 繩長：280 公分 

重量：242 公克 

長度可調整 

4. 繩長：3 公尺 

重量：85 公克 

長度可調整 

   

 

筆者進一步延伸問題 16 的跳繩選用情境，搜尋日常生活用品中與身高體重

相關的物件。問題 17「背包選擇」即與使用者的體重有關。本題使用的數學概

念包含公斤公克的單位換算，整數乘以分數，乘法多步驟問題等。問題 17 與問

題 16 相同，除了將背包選擇條件作為數學試題情境外，亦提供學生其他領域的

知識。 

 

試題 17 背包選擇 

 

爸爸帶全家去逛運動用品店，下面是店裡牆上的海報內容： 

 

 

為了保護脊椎，專家建議背包的適合重量如下： 

(1) 背包總重量不要超過體重的
1

4
。 

(2) 空背包重量不要超過背包總重量的
1

10
。 

續下頁 
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(3) 登山時，背包總重量不要超過體重的
1

6
，比較能應付臨時狀況。 

 

 

運動用品店裡有 4 款背包的尺寸和重量： 

A: 

492123(cm) 

2 公斤 

B:  

311319(cm) 

1000 公克 

C: 

282713(cm) 

500 公克 

D: 

401330(cm) 

1500 公克 

 

如果依照店家的資訊， 

1. 媽媽 36 歲，體重 56 公斤，媽媽的背包總重量最多可以是多少公斤？ 

2. 體重至少要是多少公斤，才適合使用 A 背包？ 

3. 爸爸 40 歲，體重 96 公斤，假日計畫去登山，準備裝進背包的裝備共重 15

公斤，爸爸可以選擇哪幾款背包？ 

 

 

七、生活知識 

量的測量或單位使用與我們的日常生活息息相關，試題 18 利用住家平面圖

作為情境，平面圖中的單位採用藍圖繪製時使用的公分，評量學生長方形面積概

念、複合圖形面積的計算、及平方公分與平方公尺的單位換算。學生呈現解題策

略可能為整體平面圖扣除樓梯間，或是將客廳右側小長方形切割後合併至廚房區

域，先計算切割重組後的二個長方形再加總。 

 

試題 18 住家面積 

 

下面是林小姐家的平面圖： 

 

 

林小姐家（含陽台，不含樓梯間）的面積是多少平方公尺？ 

 

試題 19 與 20 均是評量生活中的大單位。試題 19「老虎領地」利用生物屬
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性，評量長方形面積概念、平方公里與平方公尺的換算，商為三位小數的除法，

及用四捨五入法對指定位數取概數。由於大多數學生的平方公里概念較為薄弱，

試題中藉由計算 20 平方公里是多少間教室的大小，增加學生對於平方公里的量

感。 

 

試題 19 老虎領地 

 

一隻成年的雌虎一般的活動範圍是 20 平方公里的。一間國小普通教室的大小

大約是長 9 公尺，寬 8 公尺。一隻成年雌虎的活動範圍大約是多少間教室？(用

四捨五入法取概述到千位) 

 

 

由於重量並非視覺量，「公噸」是學生所學的大單位中最無法產生量感的單

位。為了評量公噸概念，試題 20 的情境設定為偶爾會在高速公路上的看到的車

輛運出車及橋樑最高承載重量，評量公噸與公斤單位換算，計算多位數除法並根

據情境設定決定餘數不為 0 時的答案的判斷處理。 

 

試題 20 橋梁限重 

 

下圖中的車輛運輸車空車重量為 12.75 公噸，每輛轎車重 1625 公斤。 

 

有一座橋樑的最高能够承受的重量為 25 公噸，如果這輛運輸車要通過這座橋

樑，最多可以載運幾輛轎車？ 

 

肆、結語 

在設計數學素養試題時，出題者可能會考慮受試學生的生活經驗可能不足，

導致限縮出題時能使用的生活情境；或者認為數學素養試題是透過情境設定，將

所欲評量的概念全部包裝於一個故事情境中，採用短文方式敘述問題情境，甚至

誤以為題幹描述只要夠長即可被以視為素養試題。然而素養所指的生活經驗不一

定是學生親身經歷的經驗，可以是他人的經歷，或未來生活會遇到的情境，因此

只需要將情境描述清楚，讓學生有足夠的資訊可以解決問題即可。 
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在編製高品質的數學素養試題，以下幾點事項提供現職教師或師資生參考： 

1. 時時留意生活時使用數字的情境； 

2. 多關注生活周遭隱藏的數學概念； 

3. 隨時蒐集可用的問題情境； 

4. 試題情境不一定是受試學生親身經歷，可以是他人的經驗，或未來可能出現

的情形。 

5. 若受試學生不具備相關經驗，可以適時針對情境脈絡加以補充說明 

6. 情境與數學的關聯性非唯一，可針對同一情境思考如何深化或簡化問題； 

 

數學在我們的生活周遭無處不在，如能有效地將這些生活情境融入於數學素

養試題之中，可以使學生感受到數學在生活中所扮演的角色，提高學生的數學學

習興趣，以建立面對現階段生活及未來挑戰所應具備的知識、能力與態度。 
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兩岸師資生解基準化問題的表現與分析 
 

劉祥通
1
、章勤瓊

2
 

1 國立嘉義大學教育系數理教育碩士班 
2 福建師範大學教育學院 

 

摘要 

 

基準化問題是小學高年級數學比較困難的題材之一，修習教育專業的師資

生在基準化問題的表現值得進行調查和研究。本文從文獻中挑選了的四個進階

的基準化問題，以文字題的方式呈現形成任務單，以 147 位臺灣 68 位、大陸

79 位）小學教育的師資生進行開放作答。本文主要是分析台灣師資生的解答類

型分類與統計正確率，並與大陸師資生做對比，其次各題的解析類型是經過兩

位研究者分析，尋求共識獲得的結果。研究發現，四個問題的正確率在 33.8%-

55.9%之間，遠比大陸師資生答對率低(65.8%-88.6%)；正確解題類型有三種:設

基準量為 X、設基準量為 1、設特殊數值當基準量等；錯誤類型包括基準量指

認錯誤、程序性知識與概念性知識不足以致未能克服解題障礙以及未發揮後設

認知(元認知)的監控能力以致解題失敗。最後在討論中解析 2 個簡潔的解題策

略，並找出 4 個解題失敗的關鍵點。 

 

關鍵字：小學數學；師資生；基準化問題；解題表現 
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壹、緒論(研究動機、研究問題) 

在大學修習師資培育課程的學生，在台灣稱為職前師資生，在大陸稱為師

範生，為了一致性，本文在台灣出版，因此以「師資生」來稱呼。 

美國數學教師學會(National Council of Teachers of Mathematics, 簡稱 NCTM) 

出版《學校數學的原則與標準》特別強調:評量應該支持重要的數學學習，以

及提供有用的資訊給老師與學生(NCTM，2000, P.22)。基於此論，師資生的數

學解題表現也應提供給師資培育學者與師資生， 做為教學與學習的改進。 

 

一、師資生對基準化(標準化)問題感到困難 

臺灣地區教科書描述兩量之倍數關係，用”基準量”來對比比較量的大小

(比較量÷基準量=比率或比值)。大陸地區教科書則用”標準量”一詞，例如，

比較量÷ 標準量 = 份數比 (劉玲，2001)。比值(比率) 的用語，大陸用「份數

比」或「分率」來稱呼。 

Freudenthal(1983) 用 「 Norming 」  以 描 述 兩 量 對 比 能 力 的 發 展 過 程 ，

Freudenthal 不是用「Standardizing」, 也不是「Standardization」， 因此作者翻譯

「Norming」為「基準化」；再者，Lamon(1994)也用「Norming」一詞，以著墨

兩量倍數關係的對比，強調「Norming」的能力是相對思考的能力與也是解比

例問題的基礎。 

美國的研究發現，教師與成年人對於分數乘法與除法的理解，非常有限

(Armstrong & Bezul, 1995)。Ma(1999)也發現 43%的美國小學教師雖正確地計算

(1+3/4)1/2 的問題， 但是不瞭解計算法則的理論基礎。 

Lamon 的研究也指出了小學生分數基準化的困難 (Lamon,2002)，例如，小

明走了 
3

4
 公里(千米)，發現走了全長的 

4

5
 ，請問全長多少公里(千米)？”此問題

既不是等分除(Partitive division )，也不是包含除(Measurement division)的問題，

而是探求單位比率(The determination of a unit rate)的問題(Sinicrope, Mick, 和 Kolb 

2002 )。此問題在臺灣的小學參考書稱之為”相當問題”，也就是已知的( 
3

4
 公

里)相當於全長的 
4

5
，多少公里相當於”全長 1”，此相當問題有比例推理的性

質。大陸師資生對上述問題求解當然沒有問題，是否能夠知其所以然，而可以

向小學生解釋清楚呢? 

  根據廖姵雯與劉祥通(2013)調查研究發現:師資生的基準化能力略顯不足，

此研究通過問題: 

  蝸牛珍珍和蝸牛旺旺比賽跑步。比賽開始十秒後，珍珍跑了
1

7
公尺(米)，旺

旺跑了
2

11
公尺(米)，請在數線上標示出起跑的位置，並說明你的策略（做法）。 

此問題用來測試師資生的基準化能力，但台灣地區只有 68%的小學教育專

業的師資生答對此問題。因此，師資生的基準化能力值得吾人繼續繼續關心。

本文的任務單除了給台灣一所師培大學修習小學教育專業的學生解答，也以相
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同問題給大陸一所大學教育學院修習小教專業之師資生(師範生)解題，以作為

對比，期望研究結果能給師資培育單位與數學教育學者參考與改進之依據。 

 

二、數學知識影響數學教學表現，師資生應有高觀點的數學知識 

Ma(1999)強調深刻理解基礎數學，對於數學教學的重要性；唯有完全理解

該題材，才能有良好的教學表達能力。Usiskin, Peressini, Marchisotto, & Stanley 

(2003) 主張數學教師應有高觀點(advanced perspectives)的數學知識，他們提倡：

關注于數學原理與學校數學兩方面歷史以及概念的演進，才能勝任數學教學的

任務。所謂高觀點的數學知識，該書鼓勵數學教師或師資生深度探討數學觀念

(ideas)，並且清楚與精準地解釋數學想法；也期待教師或師資生能夠欣賞數學

之美、數學的邏輯結構與應用。如果師資生有高觀點的數學知識以看待上述的

分數除法，那麼他們的數學知識，將會幫助他們日後的數學教學表現。 

 

三、研究問題 

誠如上述，師資生的數學知識為數學教學的重要基礎。對於與小學高年級

教材關係密切的基準化的問題，師資生的基準化問題的解題表現是如何? 本文

將用包含四個文字題的任務單來調查和探討兩岸修習小學教育的師資生在基準

化問題的解題表現。 

 

貳、文獻探討 

基準化能力需要兩項先備知識，即相對思考能力與單位化能力。 

 

一、相對思考能力 

 

相對的思考能力指學生能瞭解情境中數量關係的相對性。Lamon(1995)認為

相對思考能力和比值(比率)的單位化能力是解數量關係問題的兩個重要的思考

策略。因為比例是一種比較性的指標，表示一個數量與另一個數量之間的關係，

不只是單獨一個數量的改變，所以相對思考能力是解比例問題的一項重要基礎。 

而比值是表示一個數值相對於另一個數值的相對大小，但是比例問題牽涉

兩個比值的對等，因此“相對”正是比例問題中最重要的概念。例如，一隻老

鼠吃的量比大象還多，這樣的觀點是基於相對於身體的重量，不只是小的動物

相較於大的動物活動量較大，也因為它們相對的面積大，比較容易流失熱量

(van Galen 等，2008)。換言之，以相對的觀點，一隻老鼠一天所吃的量÷該老

鼠的體積大於> 一隻大象所吃的量÷該大象的體積。 

 

二、單位化能力與基準化能力 

 
“單位化”（unitizing）是將單位結構逐漸建立複雜化的歷程，它是發展
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更複雜推理的重要機制（mechanism）(Lamon,1996)。例如，1 單位(24 罐)可樂 

可以看成 2 單位(12 罐)，3 單位(8 罐)、4 單位(6 罐)等。Lamon(1996) 認為如果

學生能夠彈性的看待以上單位量(多少罐)與單位數之間的關係，那麼該生對整

數的單位化能力可說發展得很好。Lamon(1993)以 16 個物件為例，它可以看成

16 組 1 個單位物件，也可以看成 4 組 4 個單位物件；再發展找出 16 個物件的

1/4(4 個物件)，進而找出 16 個物件 2/4(8 個)與 3/4(8 個)等。簡單的說，3/4 可以

看成 3 個 1/4，繼續發展下去，又可以彈性地看成 6 個 1/8 等等，此乃分數單位

化的表現。Lamon(2002)強調單位化成功説明學生可以將分數看成一個數( a 

fraction as a number)，不是兩個數的組合。學習者單位化的範圍或目標，從整數

擴及到分數、小數、與變數等等，單位化的能力是基準化能力的基礎。 

“基準化”（norming）是採取“單位”的架構以概念化其他的情境；例如，

“將地球的大小想成像一根針頭那樣大（大約 1 毫米），然後根據這樣的定義

重新看待整個太陽系的大小，那麼太陽就變成是直徑只有 10 釐米的球體，且

太陽與地球的距離也變成只有 10 公尺(米)而已”(Freudenthal, 1983）。這 以一

個基準量(標準量)來推算其他量的方法，是一種“基準化”的過程，在學習數

學中是很普遍的思考方法。以往的教學案例中已有這樣的思考方法，但未用

“基準化”的術語。例如，黃武雄（1995）用颱風暴風半徑 200 公里(千米)與

臺灣島長 500 公里(千米)做比較，以幫助理解颱風暴風半徑大致上有多大？他

特別強調，“比較是知識的基礎，也是同化的手段”。這裡的說法是“比較”，

即是用”基準量”去比較的“基準化”過程。 

Lamon(1994)指出:分數除法的理解與基準化的能力關係密切；以 3/4 1/2=? 

到底 3/4 包含了多少個 1/2? 此 1/2 是一個單位整體(unit whole)，而 3/4 被此單位

整體(1/2)重新詮釋( re-interpreted)成為 1 又 1/2 個。研究者認為此單位整體(1/2)，

大陸的教師與學者稱為「單位一」。如果將「單位一」改為「新單位一」也許

更為恰當，而 1 又 1/2 個稱為「份數比」。 

劉祥通（2007）以較複雜的分數 
4

5
÷

3

4
＝

16

15
 為例，視“

3

4
”當基準量，用來

比較“
4

5
”，即為“

4

5
”裡包含著“

16

15
”個“

3

4
”；此種詮釋，對於多數師資生來

說，未曾想到以“除數”當作新單位， 去解釋“被除數”有多少個新單位，

此新單位即是”商數”。 

Thompson(1995)提出: 數學裡的大概念( big ideas )不是在演算法中被發現， 

而是我們如何去看見，因此幫助學生以量化的觀點看待周遭的世界(see the 

world quantitatively) ， 此 量 化 推 理 不 在 數 ， 而 在 物 件 (objects) ， 或 量 度

(measurements) 以及它們之間的關係。 

Thompson(1995)巧妙地設計一個具象的圖(見圖 1)，給學生看乘法關係內的”

部分( parts )”與”整體(wholes )”，其目的是要學生能夠精準的找出基準量與

比較量，以發展出完整的基準化的能力。 

問題 1:你看到 3/5 的 5/3 嗎?  

分析:回答此問題，學生要能夠以 5 個小單位找到 3/5， 其次從 3 個小單位，
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再找出 5/3 倍，再得到 5 小個單位； 

問題 2:你看到 13/5 嗎? 

分析:回答此問題，學生要能夠以 3/5 個大單位(3 個小單位)當作基準量，

以找到 1 個大單位(5 個小單位)當作比較量，進而發現比值是 5/3 倍。 

以上問題，學生要彈性地看見”基準量”以尋找”比較量”，進而得到比

值或成為幾個”份數比”的問題。換句話說，唯有能夠彈性地確認出基準量與

比較量，才能解答複雜的基準化應用問題。 

 

 

 

 

 

 

 

大陸教師提出一個例子「8 比 9 少 1/9，此 8 是比較量，9 是標準量(基準

量)，9 是單位 1，此 1/9 是份數比」(劉玲，2001)。     

此例的確困擾很多學生與成年人，明明 8 比 9 少 1，怎麼會是少 1/9 呢? 理

由是:把 9 當作基準量，看成單位 1，少的 1 是相對於 9(基準量)是 1/9(份數比)；

相對地 9 比 8 多 1/8，此時 8 是標準量(基準量)，將 8 看成是單位 1，1/8 也是份

數比(比值)。以上例子缺乏具體的物件與量度的情境 較為抽象， 對小學生而言

尤為深奧。水結成冰時，體積會增加
1

11
，若冰融化成水時體積會減少多少？(林

錫麟，2007)，此應用問題有較具體的情境，或許對於解題者沒有那麼「去情境

( de-contextualization)」的感覺。 

以上有很多不同的單位與單位的轉換，處理複雜的單位是學習數與量必經

的過程。Steffe(1994)也強調有理數的推理的基礎在於學生能夠處理複雜的單位

(complex units)。 

 

三、解文字題的表現 
關於文字題的理解困難，Cuoco(2008) 指出兩個共同的問題:  不熟悉問題的

情境，另一種是一般性的閱讀困難。 

美國國家教育進展測驗(National  Assessment of Educational Progress 簡稱

NAEP )提供以下二例以說明不熟悉問題的情境(Kouba, Zawojewski, & Strutchens, 

1997): 

(1)甲吃一塊披薩的 1/2， 乙吃另一塊披薩的 1/2， 請問誰吃的比較多? 請用

圖形、數位與文字解釋你的答案。 

此披薩比較問題，未說明甲、乙二人所吃的披薩大小是否相同，困擾了四

年級學生， 答題令人滿意與非常滿意者只有 24%。 

(2)甲乙兩候選人競選， 甲獲得男性 48%，與女性 55%的選票，請問甲的

票數會高於乙?  

     

 

圖 1:部分與整體的關係 
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此選票比較問題，未提供男性與女性的票數，困擾 12 年級學生，只有

26%學生回答需要知道男性與女性的票數，否則無從判斷，此問題雖無測驗師

資生的資料，可以推定師資生對此問題可能也有有挑戰。解此問題，基準量的

指認與察覺是能否成功解題很關鍵的因素。 

當學生遇上不熟悉的問題情境，Cuoco(2008)建議教學時採取「猜測(guess)、

檢查(check)、一般化(generalize)」的解題法或教學法。此法雖是耗時，卻可以

配合學生的認知程度。 

其次是一般性的閱讀困難，有的學者提出理解題意，有的強調問題轉譯與

整合，也有強調要有豐富的資源與背景知識。 

Polya(1957)建議在解題教學時分成理解題意(Understanding the problem)、擬

訂計畫(Devising a plan)、執行計畫(Carrying out the plan )與回顧答案的合理性

(Looking back )四個步驟來引導。Schoenfeld(1985)提出影響解題行為有四個因素，

分別為資源(Resource)、捷思(Heuristics)、控制(Control)與信念系統(Belief system);

而“資源”(先備知識)是與閱讀理解能力最為相關的因素。 

Mayer(1992) 主 張 文 字 題 解 題 的 過 程 分 成 四 個 階 段 : 問 題 轉 意 (Problem 

Translation)、問題整合(Problem Integration)、計畫與控制(Planning and Monitoring)、

與執行(Execution)四個步驟。Lester & Kroll (1990)提出的以下例子可以呼應問題

轉譯與問題整合: 

莎莉每週有 5 元美金的零用金，有一周她的母親給她是零錢，分別是 25

分硬幣(0.25 元)、十分錢(0.1 元)、與鎳幣(0.05)元總共 24 個，請問她母親這周

給的各種零錢分別有幾個? 解這個問題需要將線索個別轉譯，也要把兩個線索

(共 5 元美金與 24 個硬幣 )結合起來。 

Mayer(1992)更進一步指出解文字題需要有程式性知識(procedure knowledge)、

語言知識 (linguistic knowledge)、語意知識  (semantic knowledge )、基模知識 

(schematic knowledge)與策略知識 (strategic knowledge)。 

Barton, Heidema & Jordan(2002) 提出:數學閱讀需要豐富的數學基模做為基礎，

數學文本中的詞彙(vocabulary) 與敘述(statement)都蘊含數學概念，解題者對於

詞彙與敘述進行解讀後，才能理解，進而解題。例如，題目中的“課稅”、

“折扣”、“省下百分比”、“哪一方案較划算?”。 

因閱讀錯誤導致解題失敗的例子很多，縱使資優(尖子)生也不例外；王仁

郁(2019)的研究發現:資優生也會因閱讀理解錯誤，導致基準量指認錯誤，而導

致解題失敗；他還發現題目中提供圖形以説明理解，能大大增進解題表現。 

關於基準化文字題的解題方法，Boaler(2015)的例子如下: 
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圖 2:一位學生的自創解法 

 

一位男士到店裡買火雞片，3 片的重量是 1/3 磅，但是他的飲食只能吃 1/4

磅，請問他可以吃幾片?  

一位四年級生自創的算數視覺解法: 

3 片有 1/3 磅， => 1 磅=9 片(畫出 9 個圓圈) => 1/4 磅=(2 +1/4) 片 (如圖 2)。

此解法先用倍數法(比例法)求出 1 磅相當於 9 片，而 1/4 磅相當於(2 +1/4)片(用

十字線切割九個圓)。看了此解題方法，吾人可以發現此問題也是一種“相當”

問題。此法很直觀，利用此法也許可以幫助很多學生獲得有意義的學習，如果

教師在行間探訪而獲得此法，意義化之後要珍惜它，也要表揚以鼓勵該生與其

他學生創造自己的解法。  

Haylock(1995)強調:當標準量改變時，解題者是否能正確指認基準量是解題

的關鍵。例如，Haylock(1995) 提出這樣的問題，上個月一個物品售價 200 英鎊，

這個月增加 10%，下個月減少 10%，請問後來增加或減少多少百分比？這樣的

問題困擾很多人，它給定已知量，形容改變量多少的問題，就是一種相對思考

問題，也是基準化的的問題。解決這樣的數量關係問題，需要培養基準化的能

力。 

Van den Heuvel-Panhuizen (2004) 也設計一個開放式評量問題:以加量 25%脆

餅乾，價格不變，請問相當於多少折扣? 以上問題給 39 位五年級學生作答，28

位答錯者的回應迥異，可見學生的思考層次與解題路徑大大不同，值得給教學

者分析與探討，以瞭解學生的解題想法。 

 

 

參、研究方法 

 

本文旨在探討師資生在基準化(標準化)問題的解題表現，採用調查法，設

計開放式的任務單給二岸師資生求解，施測對象為台灣一所師資培育大學小學

教育學程的 68 位，對照組為大陸某城市的市級大學 79 位教育學院小學專業方

向的師資生，共 147 位。 

測試時間都為 40 分鐘。根據學生的答案，由兩名研究者共同進行解題類

型分析，希望找出他們使用的解題類型(策略)，並解析各錯誤類型的可能因素，

以及並統計出各類型的人數。 
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一、任務單的設計 

 

基準化問題是小學高年級學生的學習題型，解決普通的基準化問題是在師

資生的能力範圍內的。為了考驗師資生是否有更高一層的數學能力，研究者從

文獻中挑選了比較困難的與基準化問題有關的四題應用題組成一份任務單，此

任務單給師資生開放作答。此四題的題目與特點分述如下： 

 (一)、水結成冰時，體積會增加
1

11
，若冰融化成水時體積會減少多少？(林

錫麟，2007)。 

特點分析:這個題目是有情境的量化推理問題，前後兩個敘述的標準量與

比較量剛好互換 ，求未知問題的比值，考驗學生能否正確從情境中指認出基

準量，而求得新的比值與減少體積的百分比，也探討師資生的解題策略與方法。 

 

(二)、某一品牌的奶粉，促銷期間加量 10%，但不加價，請問此促銷方案

相當於省下多少百分比的開支？(Van den Heuvel-Panhuizen, 2004) 

特點分析: 題目中牽涉到“容量”與“價錢”，問省下多少百分比? 其實就

在考驗解題者能否連結兩個線索(容量增加 10%，價錢不改變 )，處理兩種不同

單位的量，以比較「單價」，對照出前後方案的價錢與容量之比率?  

 

(三)、 一位業務員，從一月到二月、二月到三月、三月到四月的業績的增

長百分率，剛好都一樣，請問從一月到四月業績增長率上升(或下降)了多少百

分率?)  

 

表 1: 一位業務員 4 個月份的業績 

月份 一月 二月 三月 四月 

業績 ？  54,000 62,100 ？ 

 

特點分析: 

每月的增長率相同，題目問一月到四月的增長率，一月與四月業績是未知，

必須從相鄰兩個月的業績尋找增長率，以求出前後四個月的增長率是多少? 此

題的起始值一月的業績未知，對於國小高年級生資優(尖子)生、中學一般生往

往因迷思概念，而減去成長率 15%，對於師資生是否有困難? 其次，是否能將

成 長 的 百 分 率 看 成 是 倍 數 ， 正 如 分 數 看 成 是 倍 數 (fractions as 

multipliers)(Harel,1995)，而有百分率連乘的精簡策略?  

(四)、根據某一項統計，黃金價格從七月份上升六月份的 15%，又從八月

份下降七月份的 10%，假設九月份要回到六月份的黃金價格，請問從八月份到

九月份的黃金價格是上升還是下降？上升（或者下降）多少百分比？ 

特點分析: 此題的發想源自於股市上個月下跌 20%，這個月回到先前的價

位，請問這個月上升多少百分比? 修改成:連續三次改變基準量的情境中，考驗

解題者能否從長篇的文字題情境中找出正確的基準量，以得出業績上升或下降
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的增長百分比。其次，根據計算結果八月份達到 1.035，九月份降回 1.0，學生

會直接寫下降 0.35%? 還是找出基準量 1.035 再處理百分比的問題? 

 

二、資料分析: 

對 147 位師資生的解題表現分類的過程中，二位研究者在分析各題的解

題類型時發現，各題的解法有共通性，大略可以分成三種類型：1. 代數列式，

2. 設基準量為 1，3. 尋找特殊數值法(例如，假設水的體積為 11，結冰後的體積

為 12)。然後再將各類進行細分，並探討解析差異、統計各類型的人次(答對率)，

並附上大陸學生解題類型的人次當對照，從各類型中找出典型案例。最後，分

析錯誤類型的可能原因，各題又附上幾位台灣學生的解答與表徵(代碼以 TW1-

1，代表台灣師資生解第一題的第一位解答者)， 幫助讀者了解該解題類型。可

惜，因為掃描檔案的字跡不夠清楚，因此，恕本文不呈現大陸師資生的解答與

表徵。 

 

 

肆、研究結果分析 
 

以下是對 68(對照組 79)位被測師資生的測試結果，根據他們在任務單的四

題中各題的解題情況，進行了解題類型的分析。 

第(一)題：當水結成冰時，體積會增加
𝟏

𝟏𝟏
，若冰融化成水，體積會減少多少？ 

 

表 2: 第(一)題解題類型與人數對比 

類型 1：解題正確，以一當作基準量，正確列出關係式。 

人數：21(44) 例如：將水的體積當成 1 單位，冰的體積為    

       (1 +
1

11
) × 1 =

12

11
， 

而冰融化成水時體積減少(
12

11
− 1) ÷

12

11
=

1

12
 。 

類型 2：解題正確，利用未知數𝑥，正確列出關係式。 

人數：4 (23) 例如：設水的體積為𝑥，冰的體積則為
12

11
𝑥， 

而冰融化成水時體積減少(
12

11
𝑥 − 𝑥) ÷

12

11
𝑥 =

1

12
。 

類型 3：解題正確，用特殊數值代入求解。 

人數：3(3) 例如：假設水的體積為 11，則冰的體積為 12， 

所減少體積 1 為冰體積的 
1

12
 。 

類型 4：觀念錯誤，未指認出題目的基準量改變。 

人數：15 (6) 例如：直接寫下
1

11
 。 

類型 5:  列式正確，回答錯誤，未發揮元認知監控 

人數:2 (3) 例如:W (水) ×
12

11
= 𝐼(冰)， 𝐼 = 𝑊 × 11/12，答:11/12 

續下頁 
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類型 6:: 看不出計算方法， 或空白未作答 

人: 23 (0) 看不出計算方法 13 位，空白 10 位； 

此類型大陸師資生 0 位。 

 

註解: (   )內的數字代表大陸師資生的人數 

 

 

此題的特點為基準量改變，有 28 位佔 41.2%(大陸 88.6%)師資生解題正確，

正確類型大致分為以下三類: 

類型 1：師資生大多將水當成 1 單位，冰當作
12

11
來進行計算。 

類型 2：設水的體積為𝑥，冰的體積則為
12

11
𝑥，此為代數法。 

類型 3：其中台灣師資生有 3(大陸 3 )位以特殊的數值 11 當作水的體積，

12 就是冰的體積，冰溶化為水時體積又是 11，所以減少了 
1

12
 ，研究者認為此

法是用特殊數值代入法。 

類型 4:而錯誤解答裡，大多數師資生 15(大陸師資生 6)位直接寫下減少 
1

11
，

這是將基準量指認錯誤導致的； 

一位學生 (TW1-1)答案  水 (10/11)= 冰 (11/11)，  因此冰溶化為水後減少

1/11( 見圖 3)。 

 
圖 3: TW1-1 解冰與水的體積變化 

 

水與冰相差是 1/11(減法思維)，但是依他的列式，冰為水的 11/10 倍(乘法

思維)， 此生列式是減法思維，不是乘法思維。 

 

類型 5:未發揮後設監控， 以致解答錯誤。 

一位學生(TW1-2)的列式正確(如圖 4)，但答案錯誤 11/12(正確 1/12)，此乃

未發揮後設監控的表現。 
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圖 4: TW1-2 未發揮後設監控的例子 

 

 

第(二)題：某一品牌的奶粉，促銷期間加量 10%，但不加價，請問此促銷方案

相當於省下多少百分比的開支？ 

 
表 3: 第二題解題類型與人數對比 

類型 1：解題正確，利用未知數，正確列出關係式。 

人數：

5(28)人 

例如：假設原價為 A，原本的量為 B； 

促銷價也為 A，加量後為 1.1B； 

列出 ( 
𝐴

𝐵
−

𝐴

1.1𝐵 
 ) ÷

𝐴

𝐵
≅ 9.09%， 

以每單位價格算出省下9.09%。 

類型 2：解題正確，以特殊數值代入法求得解。 

人數：

15(17)人 

例如：假設原來的量為 100，價格 100； 

增量後為 110，而價格依然為 100(應該為 110)， 

列出(110 − 100) ÷ 110 ≅ 9.09%， 

則省下的 10 元為 110 元的 9.09%，省下9.09%。 

類型 3：解題正確，以找單價(價格與容量)之比率，列出關係式。 

人數：4(7) 

人 

例如：假設原來的單價為 1，列出(1.1 − 1) ÷ 1.1 ≈ 9.09%，

表示省下的 0.1 為 1.1 的 9.09%。 

類型 4：未發現基準量改變。 

人數：

31(20 人 

直接寫下 10% 

類型 5: 列式困難，或無法跨越障礙，或沒有作答 

人數：

13(7)人 
假設該奶粉價格為 a，重量為 b 克；原奶粉為 

 𝑎 

 𝑏 
 元/克，促銷奶粉

為 
 𝑎 

1.1𝑏
 元/克；後續的計算過程錯誤，以致答案錯誤。 

註解: (   )內的數字代表大陸師資生的人數 

 

此題是關於價錢與容量對比，解題正確的師資生有 24 位佔 35.3%(大陸

65.8%)，類型 1:大多以代數解法(假設未知數)，求出單價進行解題； 

類型 2:是將價格與容量以實際數值(100)代入求解， 

類型 3:求單價(價格與容量)之比率，此種解法可稱為特殊數值代入法。 

類型 4:直觀認為了省下 10%，顯然，此等學生未察覺到基準量已經改變。台灣

的師資生有 31 人佔了 45.6%，大陸師資生相對只有 20 位(25.3%)。 
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類型 5:列式困難、或無法跨越障礙，或沒有做答者，台灣計有 13 位，大陸 (7)

位。 

一位學生(TW2-1)雖已列式原來單價為 
 𝑎 

 𝑏 
 元/克，促銷單價為 

 𝑎 

1.1𝑏
 元/克，他

用促銷單價÷原來單價=1/1.1，可惜，卻不知如何解答省下多少百分比? 

也有一位(TW2-2)，設原來為
 𝑥 

 𝑦 
 克/元，促銷為 1.1×

 𝑥 

 𝑦 
克/元，促銷/原來，

得到買到 1.1 倍(克/元)，此生可能不會轉換為每克多少元(?元/克)，也就是關於

單價的對偶性，不懂得利用倒數關係求出 1/1.1 (90.9% 元/克)，以回答省下多少

百分比。 

有二位計算上發現她已經設定加量後 110 克除以未加量 100 克得到 1.1， 

而將 1.1 倍看成是省下的 1.1%( TW2-3 見圖 5)， 此解法雖代表已理解題意，但

無法克服解題障礙。 

 
圖 5: TW2-3 直接回答省下 1.1%(無法克服解題障礙) 

 

 

第(三)題：一位業務員，從一月到二月、二月到三月、三月到四月的業績的增

長百分率，剛好都一樣，請問從一月到四月業績增長率，上升(或下降)了

多少百分率(用計算器算到小數第二位)？ 

 

表 4: : 一位業務員 4 個月份的業績 (與表 1 相同) 

月份 一月 二月 三月 四月 

業績 ？ 54000 62100      ？ 

 

表 5:  第三題解題類型與人數對比 

類型 1: 解題正確，依序列出各月份的業績後，求出前後之增長率。 

人數：

33(57)人 

例如：先算出增長率為62100 ÷ 54000 = 1.15， 

而一月业绩 = 二月业绩 ÷ 1.15 = 4696.52， 

四月业绩 = 三月业绩 × 1.15 = 71415， 

四月业绩 ÷ 一月业绩 = 71415 ÷ 4696.52 = 1.52， 

表示四月業績為一月業績的 1.52 倍， 

則上升了一月業績的 52%。 

類型 2：解題正確，直截連續乘三次，求出前後之增長率。 

人數：5(5)

人 

例如：先算出增長率為 62100÷54000=1.15，則四月業績

為一月業績增長三次1.15 × 1.15 × 1.15 = 1.52，表示四月業

績為一月業績的 1.52 倍，則上升了一月業績的 52%。 

續下頁 
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類型 3：未充分瞭解題意(忽略了一月的業績才是問題的基準量)。 

人數：18(7)

人 

例如：列出 (62100 − 54000) ÷ 54000 = 0.15， 

表示三月業績上升了二月業績的 0.15， 

因業績增長率相同，則認為一月到四月的業績增長率依

然為 0.15，則寫下上升 0.15 為答案。 

類型 4：忽略題目的要求，未算出一月到四月的增長率 

人數：3(9)

人 

例如：以三月業績除以二月業績算出增長率， 

但只算出一月與四月的業績，未算出一月到四月的增長

率。 

類型 5: 

人數 9(1)人 

不會解題或看不出計算章法 

 

註解: (   )內的數字代表大陸師資生的人數 

 

此題解題正確的師資生有 38 位，佔 55.9%(78.5%)。 

類型 1：計算出一月與四月的業績後，再以四月份業績除一月份業績得到

1.52，故四月份業績上升了一月份業績的 52%。解題正確的師資生皆能察覺一

月成長到四月時的基準量為一月份，進而正確求出答案。 

 

 
圖 6: TW3-1 的冗長解題過程 

 

此生(TW3-1)答案正確， 但是計算過程冗長，不夠精簡，成長率 1.15 倍，

從三月除以二月之業績既得，何須列未知數 x 計算，再者既然已算出一、四月

的業績(46956.12、71415)兩數相除即得 1.52，何須再列未知數 y 計算(圖 6)。可

見此生程序性、甚至概念性知識之不足。 

 

類型 2：只有 5 位師資生能察覺業績增長率相等，進而以二月到三月的增

長率連乘三次後得到答案，此為精簡的解法(見圖 7，TW3-2)，可推測使用此解

法的學生有較優異的數學能力。 
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圖 7: TW3-2 的精簡解法 

 

 類型 3：直接以二月到三月的增長率 0.15 作為答案，主要錯誤解答是忽略

題 目 的 要 求 ， 可 能 誤 認 為 平 均 成 長 率 ， 可 能 認 為 業 績 長 的 圖 的 ” 斜 率

(slope)”1.15，卻未算出一月到四月的增長率，另一種可能，也許是忽視了應改

以一月份的業績當基準量，此也算是後設認知(元認知)監控的疏失。 

類型 4: 忽略題目的要求，沒有回答問題，未發揮元認知的功能。 

一位學生(TW3-3)算出一月與四月的業績，可能未回看題意，以為回答一

月與四月”?”的欄位，即為所求。 

類型 5 :  解題看不出章法者有 9 位之多，大陸師資生只有 1 位。 

 

第(四)題：根據某一項統計，黃金價格從七月份上升六月份的 15%，又從

八月份下降七月份的 10%，假設九月份要回到六月份的黃金價格，請問從八   

月份到九月份的黃金價格是上升還是下降？上升（或下降）多少百分比？ 

表 6: : 第四題解題類型與人數對比 

類型 1：解題正確，利用未知數，正確列出關係式。 

人數：

10(34)人 

例如：設六月份價格為 A； 

七月份價格為 𝐵 = 𝐴 × 1.15； 

八月份價格為 𝐶 = 𝐵 × 0.9 = 1.035𝐴， 

下降了
(1.035𝐴−A)

1.035𝐴
≅ 3.38%。 

類型 2：解題正確，以 1 為基準量，正確列出關係式。 

人數：

6(16)人 

例如：設六月份價格為 1 單位； 

七月份價格為(1 + 15% = 1.15)； 

八月份價格為(1.15 × (1 − 10%) = 1.035)； 

則九月份價格為1.035 × (1 − 𝑥) = 1， 

得𝑥 ≈ 0.0338 = 3.38%。大約下降了 3.38%。 

類型 3：解題正確，以特殊數值代入求解。 

人數：7(3)

人 

例如：設六月價格 100 元；七月價格為 115 元； 

八月價格為 103.5 元；九月價格為 100 元； 

列出 (103.5 − 100) ÷ 103.5 × 100% ≈ 3.38%， 

下降了約 3.38%。 

續下頁 
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註

解: (   )內的數字代表大陸師資生的人數 

解題正確者 23 位，佔 33.8%(大陸 67.1%) 

 

       類型 1:大多數假設六月份價格為未知數，計算出各月份之間的關係式進行

解題。  

     

 
圖 8: TW4-1 以代數求解， 觀念正確答案卻錯誤 

 

此生(TW4-1)用代數解法求得八月 1.035X、九月 X 都正確，但是計算時□

應該約等於 0.962，但是題目是下降多少?(見圖 8)，殊為可惜。 

 

        類型 2:次多以六月份的價格作為 1 單位來進行計算； 

     

        類型 3:有 7 位師資生(大陸 3 位)以特殊數值代入求解。 

學生誤認為基準量為九月份價格，九月份價格比八月份多，經過計算後寫

出答案為上升 3.38%，並未察覺基準量應該為八月份價格，而對於八月份價格

來說，六月與九月份的價格皆為下降，答案應為下降 3.38%。 

 

 

類型 4:未監控答案合理性，以致解題錯誤。 

人數：

15(9)人 

例如：設六月份價格為 1； 

七月份價格為 1.15 

八月份價格為(1.15 × 0.9 = 1.035)； 

最後列出
1.035−1

1.035
× 100% ≈ 3.38%，(上升) 

未發現應為八月份價格到九月份價格，應為下降。 

類型 5:未察覺基準量改變，以致解題錯誤。 

人數：

3(11)人 

例如：設六月份價格為 1 單位； 

七月份價格為 1.15 

八月份價格為(1.15 × 0.9 = 1.035)。 

最後列出
1.035−1

1
× 100% = 3.5%， 

未發現基準量應為八月份價格，分母應為 1.035，不是

1。 

      類型 6:  計算無章法，或未做答。 

  人數：27(6)人 
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        類型 4: 正確答案是下降 3.38%，此類型師範師可能以六月份當基準量，回

答上升 3.38%的學生，其實題意是以八月份當準量。此歸因於未發揮後設認知

(元認知)，以致解題錯誤。 

 

        類型 5: 基準量不斷改變的情境，未察覺最後的基準量是 1.035， 不是 1。 
        類型 6: 計算無章法，或未做答。台灣的師資生有 27 位師資生，大陸師資

生只有 6 位 

 

 
圖 9: TW4-2 無章法的計算過程 

 

此生(TW4-2)設定六月為 X， 七月為 X+15X /100(應該寫 1.15X)，八月列出了四

項(可以 1.15X x 0.9=1.035X)， 最後也用錯了基准量(不是 X， 而是 1.035X)(見圖

9 )，可見此生計算能力與概念性知識都不足。 

 

又有一位師資生(TW4-3)有好多步驟的處理，例如六月設為 X，七月份

X+0.15X=1.15X、八月 1.15X-0.115X= 1.035X(應該 1.15 直接乘以 0.9)，可見該生

沒用百分率相乘，他的概念性知識可能不充足。 

  另有一位(TW4-4)的答案很特別(下降 5%)，其中一位認為六月到七月上升

15%，七月到八月下降 10%，合起來上升 5%，九月應是下降 5%， 才回到六月

的水準。此生想法很特別，各月份不斷改變，他不是採用百分率乘法，而是相

加減，可見該生的乘法概念發展並未周全。 

 

伍、 結論與討論 

 

一、結論: 先針對四個問題的解題表現與與答對率做簡要的總結，並找出幾個

解題錯誤中的現象。 

 

(一)在題目(一)、基準量指認情境中，較不易察覺基準量的改變，必須知道

冰融成水後的基準量是誰。未能指認出題目的基準量改變，以致無法正確解題，

台灣師資生有 15 位(大陸 6 位)。答對率台灣 41.2 %(大陸 88.6%)。 
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(二)在題目(二)，奶粉加量不加價，或減量不加價，要能洞察以比率(單價)

進行比較；也就是利用原始的單價，與改變後的單價進行比較，得知改變後為

減少或增加多少百分比。但是列式困難，無法跨越障礙，或沒有作答，台灣多

達 13 (大陸 7  )位。答對者 52 人，答對率只有 35.3%(大陸 65.8%)。 

(三)在題目(三)，特別是起始與最終的基準量都未知，有 57 位學生能從二

月找一月的基準量，三月找四月的最終量，而成功解題。更重要考驗學生可否

聚焦：既然連續增加相同量，可用比值連乘法解決問題，可惜台灣與大陸僅有

5 位使用此策略，此題答對者台灣師資生答對率 55.9%(大陸 78.5%)。 

(四)在題目(四)，此題解題過程中牽涉到多次基準量的改變，考驗解題者能

否從題意中辨識出最後問題的基準量。此題台灣師資生計算無章法，以致無法

克服解題障礙，或未做答者， 多達 27 位(大陸只有 6 位)。 台灣師資生解題正

確人數為 23 位(大陸 53)，答對率 33.8% (大陸 67.1%)。 

 

以上四題，答題正確的方法與預試時的發現並無差異，大致分成代數法、

假設基準量為 1、與特殊數值帶入法，此三種方法是否有高下與程度之分? 以

第三題為例，設六月基準量為 1(七月為 1.15，八月為 1.15×0.9)，這是基準化成

功的表現，不是類變數思考(quasi variable thinking)(Fujii & Stephens, 2008)，更不

能說是算術法；至於特殊數值帶入法，學生利用關鍵數值，省下了繁瑣的計算，

可謂洞察力的展現。 因此本研究對於師資生以上三者方法， 並沒有高下之分

的結論。 

 

從答對百分率與上述的分析，台灣師資生的解題表現不理想(33.8%-55.9%)，

比大陸地區低落，值得數學教育界關切，此外本文也指出以下幾個現象的差異。 

1. 相較大陸師資生，台灣師資生對於任務單的問題，指認基準量上有困

難的比率比較高(第(一)、(二)與(四)題， 表2、3與6 )。 

2. 相較大陸師資生，台灣師資生，計算到一半，無法克服解題困難的比

率比較高(第(二)、(四)題。 

3. 相較大陸師資生，台灣學生不會解題，留下空白的比率比較高(第(一)

題、表2)。 

4. 相較大陸師資生，台灣師資生，概念性知識與程序性知識不足的比率

比較高(第(二)與(四)題，表3與6)。 

 

二、討論: 又分成二部分， 討論(一) 解析簡潔的解題策略與(二) 討論解題失敗

的因素  

討論(一) 解析簡潔的解題策略 

 

1. 洞察到特殊數值，以解答問題 

 

在題目(一)，假設水的體積為 11，改變後的體積為 12，與題目(二)中，也
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有學生洞察到將基準量假設為特殊數值(價格 100 元，重量 100 克)進行解題，

希望所代入的數能讓運算簡單，因此將數值假設為易算之特殊數值。 

Lamon(1995)的研究發現，16 盎司(ounce)的穀物早餐盒價格 3.36 美金，與

12 盎司(ounce)的穀物早餐盒價格 2.64 美金，買哪一種比較划算的問題? 有些學

生發現，為了比較方便計算，捨掉價格除以 16 與 12 盎司的計算，直接分別除

以 4 與 3 來比價；此洞見(以特殊數值解決問題)建立在單位量的改變(reuniting)

的能力已發展成功(Lamon,1999)。如果教學者發現學生有此創造的表現時要表

揚這些提出洞見者，以鼓勵更多學生勇於創造另類解法。 

關於洞察到特殊數值，在李佩樺與劉祥通(2008)的例題：“林家三姐妹，

每個月零用錢的總和為 6600 元；已知大姐零用錢的二倍是二姐零用錢的三倍，

二姐零用錢的四倍是小妹零用錢的五倍。請問大姐每月零用錢有多少元？”。

一位資優生巧妙地將二姐假設為 10 份，則大姐為 15 份，小妹是 8 份，順利找

出三者之間的關係，總共 33 份相當於 6600 元，得到大姐 3000 元、二姐 2000

元與小妹 1600 元。此乃洞察到特殊數值滿足題目的數量關係，成功解題的例

子。 

可見洞察到問題的線索，以特殊數值求解為有效率的解題策略，但是成年

人學了許多的公式與約定俗成的方法，往往失去了洞察力，也耗費很多解題時

間。洞察到特殊數量，可以簡化解題步驟或減低計算的冗長。 

 

2. 採用比值連乘法，壓縮過程，快速解題 

 

透過簡化(curtail)數學的過程，力求清晰晰(clarity)、簡潔(simplicity, economy)

且合理的解法，這是資優生(尖子生)用此壓縮(curtailment)的方法解題(Krutetskii, 

1976)。在題目(三)中，台灣與大陸師資生，各有 5 位採用此簡潔的方法解「比

值」連續相乘之問題。 

連續三個比值相乘可以得到前後四個月的比值，這是簡化的壓縮過程；解

題者在解題當下往往沒有察覺到最簡潔的方法，但是教師如果在解題教學時，

督促學生反思，壓縮過程的解法是可以被理解的；其次，教師如果沒有充裕的

時間可以給時間反思，請這些學生分享他們的方法，如此也算是一種鷹架(腳

手架)(scaffolding)的教學法，可以擴大學習效果。 

Hiebert 等人(1997)主張: 學習任務單應該鼓勵花時間反思(reflection)與溝通，

研究者也認同此主張。Hiebert 等人(1997)認為數學系統充滿了關係的連結，任

務單是聚焦學生的注意力在關係的連結，關係的連結不是一蹴可及的任務，因

此任務單應該留下殘餘物(residue)，所謂的殘餘物就是給學生繼續理解這些關

係。 

關於壓縮過程，也有小學生會自發的使用「比值」連續相乘。李佩樺與劉

祥通(2008)的例題：“林家三姐妹，每個月零用錢的總和為 6600 元。已知大姐

零用錢的 2 倍是二姐零用錢的 3 倍，二姐零用錢的 4 倍是小妹零用錢的 5 倍。

請問大姐每月零用錢有多少元？”。有一位資優生(尖子生)假設大姐為 1，二
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姐為 2/3 份，小妹為 2/3×4/5=8/15 ，利用比值連乘法。上述大姊的 1，可以說是

「單位一」，二姊的 2/3 與小妹的 8/15 是份數比，此『份數比』的說法呼應劉

玲(2001)的用詞。 

 

討論(二):討論解題失敗的關鍵因素。 

 
1. 基準量指認 

 

在題目(一)中，錯誤類型大多數人以水為基準量，而直接寫下減少 1/11  作

為答案，而正確應該是以冰的體積當作基準量進行解題，最簡易的途徑是:假

設水的體積為 11，則冰的體積為 12，所減少體積 1 為冰體積的  1/12，台灣師

資生的答對率 41.2%(大陸 88.6%)。以上是有問題情境的文字題，師資生難免犯

錯，劉玲(2001)所舉的例子「8 比 9 少 1/9，此 8 是比較量，9 是標準量(基準量)，

9 是單位 1，此 1/9 是份數比」，相較於題目(一)，此例子少了情境的搭配，對

於小學生更是難以理解，小學教師教學時對於基準量的指認，需注意比較量與

基準量的對比，也須注意到單位量轉換的問題。 

同樣也是基準量指認的問題，王仁郁(2019)的例題：“如果 1984 年的總收

入減少 10%為 1985 年，如果 1986 年和 1984 年一樣，請問 1985 到 1986 年間總

收入上升或減少多少百分比？”。研究中十二位小學高年級資優生(尖子生)，

解此題的答對者僅有 2 位(16.6%)，沒有意識到新的基準量是 1985 年(90%)，比

較量為 1986 年(100%)，所以上升了 1/9(約 11%)，此乃基準量指認錯誤而導致解

題失敗。 

     

2. 以價錢與容量的比率(單價)當作對照的依據 

 

在題目(二)中，對於“加量不加價，省下多少百分比的問題?” 解題者需

要跳過價錢與容量，洞見到隱藏的“單價”，否則難以克服解題障礙。

Haylock(1995)以促銷方案的單價對照于原方案的單價，探討省下多少百分比。

此種洞見的能力可謂問題整合(problem integration )的能力(Mayer, 1992)。如同下

一個問題：在兩次行駛中，二次行駛距離相等，但是第二次的行駛時間比第一

次增加 10%，請問第二次的速率比第一次改變了多少百分比? 解題者要運用兩

次的距離除以時間之比，以求得速率之比。 

從問題結構的觀點來看，以上二種問題是同構的(isomorphic)的問題(Reed，

1987;1999)。解上述兩個問題考驗學生是否能用整合題目中的資訊，以洞察出

隱藏的量。 

3. 未發揮後設認知(元認知)功能，以監控答案的合理性 

 

解題目(三)時，台灣有 18 位(大陸 7 位)師範生解題錯誤，認為因業績增長
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率相同，所以一月到四月的業績成長率依然為 15%，直接將單次的增長率視為

一月到四月連續改變的增長率。這樣的迷思概念出乎研究者的預期，似乎看成

是”斜率(slope)”的概念，沒有聯結到複利增長的觀念。後續研究可以追問學

生的想法。有 10 位學生只求出一月與四月的業績，未檢視題目的要求，此類

型可說是未發揮後設認知(元認知)監控的功夫，以致未竟全功。 

解題目(四)時，台灣有 15 位(大陸 9 位)認為答案是上升 3.38%(應是下降

3.38%)，也是未發揮元認知的功能，以核對答案的合理性。另一種假設，如果

題目中有提供折線圖，劃出六月 100%、七月 115%、八月 103.5%、九月

100%(與六月同)的相對位置，答錯的人數可能會降低。此折線圖可幫助理解題

意，或可減輕認知負荷，進而影響解題表現。 

以上是學生解題疏失或未回顧答案是否合理的例子，在經由解題的教學的

論述理，Van de Walle(2004)強調學生解題後，回顧策略是必要考慮的；建議教

師幫助學生學習監控解題進展，以及發展元認知的習慣。Van de Walle (2004)進

一步強調發展後設認知 (元認知 )的能力，也是必須發展 後設認知的習慣

(metacognitive habits)，不只是在學校如此，校外的問題解決也要時時提醒自己。 

 

4. 計算求解的困擾，概念性的理解不足，以致未能克服解題障礙 

 

Wathall(2016)提出知識的結構(structure of knowledge)與過程的結構(structure 

of process)，此二種結構都強調概念(concepts)的支撐，有概念為基礎，才能產出

原則的一般化(principle generalization)。例如，解題目(二)題促銷奶粉省下多少百

分比? 一位學生已列出: 原奶粉單價 ( a )/( b )  元/克，促銷奶粉為 a/(1.1b)元/克；

後續的計算過程繁瑣，以致答案錯誤。其實，只要有“單價比”的概念，後者

(促銷單價)除以前者，即可得到 1/1.1= 90.9%，省下 9.1%，無須在繁分數中相減，

而造成計算錯誤。而此題受計算困擾，或概念性知識不足，無法克服解題障礙

的師資生，台灣高達 13(大陸 6)位。 

 美國數學教師協會(National Council of Teachers of Mathematics，簡稱 NCTM)

強調:達到計算的精準與流暢，雖是程式性的知識，要有概念性的理解作為基

礎，才能有計算精準的表現(NCTM, 2014)。例如，解題目(四)，到八月份已計

算出成長 1.035，九月份成長率為 p 回到原點，設 1.035p=1，p 即為所求，無須

複雜計算。因此，追本溯源，概念性的理解是基礎功夫，是不可忽視的一環，

缺乏此基礎，無法達到成功的解題。 

 

致謝:感謝三位審查委員的卓見與用心，提供了很多寶貴的建議，使得

本文得以有較完美的風貌以饗同道，在此致上萬分的謝意。 
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