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主編的話        第 11卷 第 1期 2024年 4月 

本期是《臺灣數學教育期刊》第 11卷第 1 期了。在過去十個年頭裡，有將近 160

篇的文稿投入本刊，經過至少兩名專家審查、文稿責編的協助，以及編輯委員會議討

論後，共接受刊出 59 篇論文。臺灣數學教育社群雖然不大，但持續有這麼多作者用

心整理研究成果，又得感謝有三百多人次的審查者貢獻心力、甚至無償審查，扶持本

刊朝向為臺灣數學教育學術創建具指標性的發表平台前進。 

回顧這 59篇論文，以中文發表、實徵論文為主，而研究的主要對象以國小生和

國中生最多，數學主題以 12年國民基本教育階段的幾何或代數較多，研究方法相當

多元，其中以探討介入效果為大宗（共 25 篇）： 

⚫ 中文論文 53篇、英文論文 6篇。 

⚫ 實徵論文 51篇、回顧性論文 8篇。 

⚫ 幼兒 2篇、國小生 12篇、國中生 18篇、高中職生 7篇、大學生 8篇、教師 8篇。 

⚫ 數與量 8篇、幾何 17篇、代數 12 篇、統計與機率 2篇、微積分等高等數學 4篇。 

⚫ 有控制組的實驗法 16 篇、單組前後測（含行動研究、單一受試者設計）9 篇、

相關與預測 7篇、內容分析（含數學史文件分析）9篇、個案及質性研究 11篇。 

這十年本刊發行了兩次專刊。2021 年四月的第 8 卷第 1 期由劉柏宏客座主編主

持【數學文化與教育專刊】，收錄了三篇文章；劉主編並應邀撰寫「學術瞭望」一篇，

探討數學文化與數學教育的關係。2022 年十月的第 9 卷第 2 期由林素微客座主編主

持【從 PISA 視角檢視台灣數學的教與學專刊】，收錄了四篇文章，林主編應邀撰寫

「書評」介紹 Assessing mathematical literary: The PISA experience 一書，從 PISA 的

經驗檢視數學教育研究取徑。由於專刊具有使編輯和學者集中探討特定主題、快速

出版，以及增加期刊影響力的優點，本刊將持續推出專刊徵稿。目前有【數學教育新

視角】專刊徵求應用新興研究技術的論文，以及【遇見數學素養】專刊徵求以數學素

養為主題的教學、學習、師培研究的論文，歡迎學者們踴躍投稿。 

本刊第 11卷第 1 期刊登兩篇文章，分別是謝豐瑞、吳原榮，和吳嵐婷探討國中

生創造思考表現的論文，以及蘇意雯和宮川健從日本古文本轉置並發展為大學課程

的實作發現。第一篇文章聚焦在近年來頗受關注的數學創造力議題上。雖然國小階

段數學創造力的評量方法與研究發現較多，國中數學創造力的問題該怎麼設計，仍

需要學者投入研究。謝豐瑞等人以國中階段文字符號運算發展的數學創造力問題，

並從形成、應用、詮釋等三個數學過程來設計子題，是該文值得學者參考的特色。第

二篇文章則從日本古文本蟲蛀算發展出大學數學史的解題與擬題活動，並以 Yves 

Chevallard 教學人類學的行知模型分析大學生對課堂數學活動的回應。這篇文章顯示

學生確實對數學史融入的教學有高興趣，且引介的教學人類學理論也頗具參考價值。 

《臺灣數學教育期刊》主編 

 謹誌 
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國中生數學符號運算素養的創造思考表現 

謝豐瑞    吳原榮    吳嵐婷 

國立臺灣師範大學數學系 

本研究從二維面向探測一般國中生在解決國中層級文字符號運算的素養導向題目時創造思考的

表現，其中一維乃數學過程，含形成、應用、詮釋三個過程，另一維乃創造思考，含流暢性、變

通性、獨創性三個指標。研究樣本採立意抽樣，由台灣 4 所學校 32 個班級 8 年級學生中隨機抽

取共 210 位學生參與研究。研究採問卷調查法，以與實際生活相關的情境設計開放性問題，題

目設計以激發學生創造思考力為標的，每個題目都可以有無限多個可能的適當答案。研究結果

發現，在形成、應用、詮釋這三個數學過程中，學生在各創造思考指標表現皆依流暢性、變通

性、獨創性的順序下降。針對流暢性思考，學生在各數學過程表現差異不大；針對變通性思考，

學生在詮釋階段表現最佳，針對獨創性思考，學生在形成階段表現最佳。本研究另發現當學生

被鼓勵提出具有高差異度和獨特性的答案時，許多學生展現出色的結合元素產生新產品的創造

思考力，提供了遠超出預期的創新答案。 

關鍵字：形成、詮釋、數學創造思考、數學過程、應用
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Middle School Students’ Performance in  

Creative Thinking of the Literacy-oriented Mathematical 

Symbolic Operations 

Feng-Jui Hsieh    Yuan-Jung Wu    Lan-Ting Wu 
Department of Mathematics, National Taiwan Normal University 

This study developed a two-dimensional framework to examine the performance of creative thinking of 

general middle school students in solving literacy-oriented problems of symbol operations with 

unknown variables. The first dimension is the mathematics process, including formulate, employ, and 

interpret. The second dimension contains three indicators of creative thinking: fluency, flexibility, and 

originality. This study adopts purposive sampling, and a total of 210 students from 8th grade students in 

32 classes from 4 schools in Taiwan were randomly selected to participate in the study. This study uses 

a questionnaire survey method. Open-ended questions are designed based on real-life situations. The 

questions are designed to stimulate students' creative thinking, and each question can have infinite 

possible appropriate answers. The results showed that in the process of formulate, employ, and interpret, 

the performance of students in each process decreased in the order of fluency, flexibility, and originality. 

For fluency, there was little difference in students' performance across mathematics processes. For 

flexibility, students performed best in the interpret process. For originality, students performed best in 

the formulate process. The study also found that when students were encouraged to come up with highly 

differentiated and unique answers, many students demonstrated excellent creative thinking skills in 

combining elements to produce new products, providing novel answers that far exceeded expectations. 

innovative answers that far exceeded expectations. 

Keyword: formulate, interpret, mathematical creative thinking, mathematics process, employ 
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壹、緒論 

美國 Partnership for 21st century skills（2011）公布的 21 世紀數學技能地圖中，第一個

技能就是創造與創新（Creativity and Innovation）。我國教育部也明確指出應在學校課程中

培養學生創造力。經濟合作暨發展組織（Organisation for Economic Cooperation and 

Development [OECD]）最新舉辦的 2022 年國際學生能力評量計畫（ Programme for 

International Student Assessment [PISA]）更將創造力納入數學素養評量架構中（OECD, 

2023）；可惜的是，PISA 2022 並未根據創造力命題，而只是將之做為配角在命題時融入，

不過在 OECD 為 2030 年數學素養評量做準備的計畫中，創造力不再是配角，而是作為主

角來分析數學課程（Schmidt et al., 2022）。鑒於數學創造力日益重要的趨勢，本研究認為應

從前瞻的觀點，在數學素養的評量上根據創造力進行命題，進而探測學生在素養題型上的

創造力。針對創造力、數學創造力，學界已有豐富的研究探討，然而針對素養導向的數學

創造力，則仍是一個貧瘠待開發的領域。 

貳、文獻探討 

一、學校教育中的創造力與數學創造力  

創造力的概念在 Guilford（1950）大力提倡下開始被廣泛重視，但及至目前為止學界對

其內涵與探測結構仍未有一致的共識（劉宣谷，2015；Mann, 2006; Sriraman, 2005）。從創

造力的內涵來看，學者普遍認為新穎與有用是創造力最重要的內涵，也是創造力與其他相

近概念（例如想像力）在根本上最大的不同（Amabile & Tighe, 1993; Barron, 1955; Guilford, 

1950; Stein, 1953），而新穎與有用的判定在學校教育中與社會或專業領域中有所不同。

OECD（2023）提出，在學校教育中通常會期望「創造力不是對世界來說是新穎的，而只是

對學生來說是新穎的，或是超出預期表現的」而有用的標準則是從是否「適當的」

（appropriate）來看。這樣的看法與 Kaufman 與 Beghetto（2009）提出的大 C（Big- C）和

小 c（Little- c）看法相同，大 C 關注的是卓越創造力，是在社會或專業領域中產生可能永

久改變社會或某一領域的新穎產品，而小 c 則關注日常創造力，即大多數人都能體驗和表

達的創造行為，也是普通學校教育中可以發展的能力。小 c 的觀念與 Cropley（1992）所提

的觀念雷同，Cropley 認為在教育現場中「獲得想法的能力，尤其是原創的、發現的和新穎

的想法」（p. 6），這種看法著重在創造思考（creative thinking），在論及學校教育中的創造

力時，學界往往視「創造力」與「創造思考」為同義詞（Guilford, 1956）。 

Guilford（1956, 1968）在創造力內涵上做出了巨大的貢獻，他提出的智力結構（Structure 

of Intellect）包含了二大類：思考（thinking）與記憶（memory），創造思考乃其中一重要部

分，他提出發散產出（divergent-production）這種產生大量不同想法或答案的思考與創造思
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考習習相關。Cropley（1992）延續類似的想法，認為在學校教育中，創造思考的本質就是

發散思考，Volle（2018）與 Sternberg（2003）認為發散思考來源於概念間的新聯結，是一

種再生性思考形式，他們所強調的聯結或再生概念與 Mednick（1962）及 Poincaré（1952）

所強調創造/發現中的組合性有共同的核心思想，乃將創造視為一種結合不同元素或想法，

產生有用或符合要求的新組合產物的過程，結合的元素或想法彼此關聯越遙遠則創造性越

高。綜上所述，學校教育中創造思考在內涵上可視為一種透過結合遠端元素或想法產生發

散性思考，進而產生新穎且適當產品的能力。  

在創造思考的探測架構上，Guilford（1956）也做出了巨大的貢獻。他在描述發散產出

思考時，提出發散產出思考包含了「流暢性」（fluency）、「變通性」（flexibility）、「獨創性」

（originality），和「精進性」（elaboration）。在 1956 年的文章中他也指出對問題的「敏覺

性」（sensitivity）能力為發現（discover）的一個重要因素。後繼諸多學者常以此五項思考

能力中的某幾項作為探測學生創造力的指標架構（Torrance, 1970; Williams et al., 1971），這

樣的做法顯示學界普遍認同發散思考（divergent thinking）雖然不是創造力的同義詞，但乃

是衡量創造思考能力的一項良好估計（Albert & Runco, 1998; Haylock, 1987a）。 

以上述五項指標作為學校教育中創造思考的探測架構仍需面對如何界定這些指標的問

題。學界多以快速連續產生思考的能力來表示流暢性，產生多類型思考的能力來表示變通

性，產生新穎獨特思考的能力來表示獨創性，產生能改善或擴展想法的思考能力來表示精

進性，評論問題或解法的能力來表示敏覺性（Hollands, 1972; Kim et al., 2013）。在這五個

指標上，以採用前三個指標（例如：彭淑玲等人，2015；Haylock, 1987b; Kim et al., 2004; 

Lee et al., 2003; Leikin, 2009; Leikin & Lev, 2013; Mann, 2005; Molad et al., 2020）或前四個

指標（例如：林碧珍，2020；Guilford, 1956）為學界較常使用的做法。 

對於創造力究竟屬於一般性的能力，或是與特定領域（例如：數學）相關的能力之問

題，兩者都各有支持的學者（Schoevers et al., 2020）。在學校教育階段，越來越多的研究結

果支持創造力、數學創造力、數學能力是相關（正相關）但不相同的能力（Jeon et al., 2011; 

Kattou et al., 2013; Leikin, 2013）。雖然學者認為數學創造力有其自我的地位，但如同一般

創造力的情況，它仍沒有一致認可的定義（Mann, 2005; Sriraman, 2005）。研究數學創造力

的學者在界定數學創造力時，往往會同時兼顧數學能力與創造力（Schoevers et al., 2020）。

有的學者界定數學創造力為數學解題進路中剖析、區辯相似性和差異性的能力（Laycock, 1970）；

有的學者認為數學創造力是結合舊數學觀念產生新數學組合或發現數學事實間的關係之能

力（Ervynck, 2002）；有的學者主張數學創造力是啟動發散思考產生多元新穎數學解答的能

力（Silver, 1997）。綜上所述，當從解題的角度來看時，數學創造思考能力可視為在數學領

域中透過結合遠端元素或想法產生發散思考，進而得出多元新穎而適當數學解答的能力。 

二、數學創造力評量 

早期針對 K-12 數學創造力的評量，主要聚焦於數學資優生，其中以 Krutetskii（1976）

研究資賦優異學生最具代表性，Krutetskii 認為數學創造力是一種解釋和概括數學問題的能
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力，涉及變通性思考、找出數學結構以發展多元解題策略的能力，並據此設計了許多題目，

例如，訊息不足或有多餘訊息的題目。Sriraman（2005）認為數學創造力非專屬於資賦優異

生，針對一般學生來說，是一種能對數學問題或類題產生非尋常（新穎）、具洞察力的解答

過程。針對一般學生的創造力評量上，學者通常應用發散思考測驗來評估發散思考的產物

（Haylock, 1997; Leikin, 2009; Sari & Hidayat, 2019; Silver, 1997）。這些測驗的共同特質是

所有問題或任務都可有多樣化回應的空間以提供學生自由表達想法的機會（Haylock, 

1987b; Krosnick, 2018）。 

在評量數學創造力的問題類型上，Haylock（1987a）提出了三種在研究上常用的問題類

型：問題解決（problem solving），一題多解、重新定義（redefinition）、和擬題（problem 

posing）。臺灣目前關於數學創造力的研究，大都採用 這些題型，且研究較聚焦於國小階段

（例如：吳昭容、陳如珍，2008）。近年來，以素養試題來探測創造力研究思想開始萌芽，

Novita 與 Putra（2016）讓 10 位小學六年級學生解類似 PISA 題目的數學問題，以此來探測

此類題目是否能提高學生解決問題時的創造力，結果顯示類似 PISA 題目的問題有助刺激

學生解題時的創造思考。此研究的立場是在解類似 PISA 這種真實問題情境時，單純的數

學知識已不足以解題，因而需要新的想法或「認知跳耀」（cognitive jump）這種具創造性或

發散性的思考才能解題，故研究並未特別根據創造力命題。  

臺灣在數學創造力的實徵研究尤其稀少，許多學者的研究以國小學生為主（吳昭容、

陳如珍，2008；林碧珍，2020；陳李綢，2006；陳嘉皇，2005）。針對國中數學創造力的研

究，彭淑玲等人（2015）在其有關發散性思考研究這部分，探究研究工具的有效性，並建

立台灣學生常模。針對發散性思考指標計分，該研究在流暢性、變通性上分別依正確答案

個數、類別數給分，前者得分介於 0~40 分，後者介於 0~24 分；獨創性則依學生答案落在

全體答案出現頻率範圍給分，落在全體答案 5%以上、2%~2.99%、1.99%以下分別給 0、1、

2 分，將各題得分加總為獨創性分數。此部分研究結果顯示研究工具對於評測個體流暢性、

變通性、與獨創性之表現具理想校度。可惜的是此研究結果著重在效度、信度、效標關聯

度等等計量，而未把焦點放在學生的創造內容表現上，同時使用的題目如九點區域（給上

下左右相距為 1 的 3×3=9 個點，要學生在其上畫出面積為 2 的圖形）等，牽涉到的數學概

念乃國小層級的概念。 

綜上所述可知目前臺灣關於數學創造力的實徵研究以國小學生為主，對於國中層級的

研究則未使用國中層級的數學，題目的設計上也並未考量目前國際所著重的素養觀點。 

三、PISA 數學素養問題解決過程與數學符號表徵 

由上述文獻探討可知，數學創造思考的評量往往是以數學問題/任務解決來執行，當代

國際最大規模數學問題/任務解決評量應屬 OECD 舉辦的 PISA 數學素養評量（OECD，

2023），PISA 2022 認為數學素養是個體在三個數學過程：形成（formulate）、應用（employ）、

詮釋（interpret）中進行數學推理以解決真實生活情境問題的能力。數學過程會因數學不同

領域而有不同的樣貌，Douglas 等人（2020）提出，數學中的符號具有傳達功能，並有助表
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達數學思考、形成新概念、進行多重分類、解釋、反思性思考等。Azis 與 Nurlita（2017）

與 Woodrow（1982）認為理解和操作數學符號通常需要推理和邏輯推斷，這是數學能力的

重要組成部分。PISA 也同時認為應在基礎數學概念如數量、代數、抽象與符號表徵中進行

數學推理與解題（OECD, 2023, p. 50）。本研究檢視我國的 108 數學課程內容發現國中階段

有 75%的小節牽涉到數學符號運算，顯示其在此階段的重要性。  

綜合上述文獻探討可知，對於增進國中生數學創造力表現的教材研發或建立適合我國

學生的數學創造力評量工具的相關研究缺乏，且仍未有以 PISA 數學素養中生活情境問題

命題的研究，同時在解決數學問題/任務上並未考量素養導向的數學過程。 

四、研究目的與架構 

本研究擬從二維面向探測一般國中生（不含資優生）的創造思考表現，其中一維乃創

造思考，另一維乃數學過程。關於創造思考，本研究採用 Leikin（2009）、Leikin 與 Lev（2013）

與 Silver（1997）使用的結構，即創造思考包含三個指標：流暢性、變通性、獨創性，其中

流暢性著重於產生多個想法的能力，變通性強調產生多類型想法的能力，而獨創性則突顯

產生新穎獨特想法的能力。 

關於數學過程，本研究採用了 PISA 2022 數學素養評量界定，包含形成、應用和詮釋

三個數學過程；其中形成過程指的是生成數學方式來表達情境脈絡中的狀況；應用指的是

使用概念、過程、事實、推理來解決情境脈絡中的問題；詮釋指的是評鑑與解釋數學結果 1 

（OECD, 2023）。 

在數學內容的選取上，則選用我國國中課程重視之數學運算符號。  

本研究的目的在探測一般國中生在符號運算的數學過程中產生創造思考產物之表現情

形。具體研究問題如下： 

（一）國中生在面對激發創造思考技能之任務時，在形成、應用、詮釋數學符號運算此三

個數學過程中產生的答案分別有何特質？  

（二）國中生在形成、應用、詮釋數學符號運算此三個數學過程中，在創造思考的流暢

性、變通性、獨創性指標表現為何？  

 

  

                                                      
1 PISA 在詮釋該項的說明是：Interpret refers to interpreting, applying, and evaluating mathematical 

outcomes。因學生作答時間限制，本研究並未涵蓋使用（applying）數學結果此面向。  
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本研究的理論架構如圖 1 所示。 

圖 1 

研究理論架構 

 

 

參、研究方法 

本研究採問卷調查法，透過與現實生活相關的情境設計開放性數學題目對學生施測。 

一、研究工具 

本研究根據研究理論架構發展研究工具，研究工具乃名為「密碼防盜遊戲」之問卷，

採用猜密碼此與實際生活相關的情境，在此情境中另分為三個子情境，各子情境分別對應

一個數學過程。每個數學過程中，設計最少 3~4 個要求學生完成的任務。 

本研究解題任務設計採取結果開放任務，在形成與詮釋兩個數學過程中，並無標準答

案；在應用過程中，學生經歷一題多解的創造過程，所提供的答案須正確。所有題目經過

特殊設計，都與傳統數學創造力測驗僅能有固定個數正確答案不同，本研究每個題目都可

以有無限多個適當答案；除此，為了刺激學生達到創造思考三指標的評判標準，在試題題

幹上要求學生給出不只一個答案，差別越大越好的答案，以及其他同學較無法想到的獨特

答案，據以探測學生在數學創造思考三個指標：流暢性、變通性、獨創性的表現。  

此研究工具的發展乃經過十次焦點團體討論，每次討論包括至多三位教授、兩位平均

教學經驗超過 20 年的博士，以及三位碩士學生，每次焦點團體討論至少歷經三小時，故本

問卷兼具內容效度及專家效度。 

在問卷發展完成後，整份問卷先由兩位學生作答，以初步找出較明顯的錯誤或不恰當

之處，並記錄作答時間，修改後，由超過 20 名學生進行預試，以測試問題的可行性和答題

所需的時間，並據以修改問卷後定稿。  

研究工具的具體內容簡述如下： 
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（一）密碼防盜遊戲情境 

題目敘述某班同學兩兩玩猜密碼遊戲，遊戲方式是每位同學都設計一個黑盒子動作，

將真密碼透過黑盒子動作轉換為假密碼，告訴對手假密碼後讓對手猜真密碼，遊戲規則是

誰的真密碼先被猜出就輸了。為了使受測學生了解題意，題目舉了小平的黑盒子動作，並

用數值實例說明，之後告訴學生，若用  𝒙 代表真密碼，小平的黑盒子動作是真密碼加 1，

可以記成「𝒙 + 𝟏」。 

（二）形成過程的情境與題目 

探測形成過程創造力使用的情境即為前項所述情境。透過下列題目要求受測學生提供

3 個答案：「請你設計二個比小平設計的難被猜到的黑盒子動作。這兩個黑盒子動作要差別

越大越好。」（題目代號 F1a、F1b，參考表 1 說明。）「現在你要發揮天馬行空的想像力，

設計一個獨特、別人較難想到的黑盒子動作。加油！」（題目代號 F2，參考表 1 說明。） 

（三）應用過程的情境與題目 

探測應用過程的情境延續第 1 點所述情境，額外加入一個子情境，子情境說明這題是

第二階段的遊戲，謝老師告訴同學她設定的真密碼是 10，假密碼是 88，目標是要同學猜她

的黑盒子動作，根據此情境，要求學生提供 2 個答案：「請找出二個謝老師可能設計的黑盒

子動作，這兩個黑盒子動作要差別越大越好。」（題目代號 E1a、E1b，參考表 1 說明。）

另外以兩個有限制條件的題目，要求學生提供另 2 個答案，第 1 個題目是：「小安偷看到謝

老師一部分的答案，他發現老師有寫到『平方』，請根據這個資訊寫出一個和第（1）題越

不同越好的黑盒子動作。」（題目代號 E2，參考表 1 說明。）第 2 個題目是：「謝老師說她

的設計非常獨特，請寫出一個非常獨特又用到『平方根』的可能黑盒子動作。」（題目代號

E3，參考表 1 說明。） 

（四）詮釋過程的情境與題目 

探測詮釋過程的情境延續第 1 點所述情境，額外加入一個子情境，子情境說明隔壁班

畢老師也加入遊戲行列，同學要給老師一個真密碼的數值，例如 5，然後二位老師要告訴同

學經過他們的黑盒子動作後得到的假密碼，謝老師的黑盒子動作是𝒙2 + 1，得到的假密碼

是 26、畢老師的黑盒子動作是𝒙 × 2 + 11，得到的假密碼是 21，根據此情境，透過下列題

目要求受測學生提供三個答案，第 1 個題目是：「請用二個原因來說明你覺得二位老師誰的

黑盒子動作比較容易被猜出來。這二個原因要差別越大越好。」（題目代號 I1a、I1b，參考

表 1 說明。）第 2 個題目是「現在你要發揮自己獨一無二的思考力，請寫出一個獨特、別

人較不容易想到的原因來說明誰的黑盒子動作比較容易被猜出來。」（題目代號 I2，參考表

1 說明。） 
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在此問卷中，共有 7 個題目，要求學生給出 10 個答案，有 3 題是以一個題目要求學生

給出 2 個答案，其原因是為了讓學生一次思考兩個越不同越好的答案2 ，為方便對應，這 3

題每題可視為有 2 個小題，據此，本研究的題目規畫結構如表 1 所示。由表中可看出，規

畫上，形成、應用、詮釋過程分別各有 3、4、3 小題；流暢性、變通性、獨創性的探測題

目各有 6、7、3 小題；需要說明的是，雖然規畫如此，但學生在探測流暢性或變通性題目

之答案中也可能出現獨創性，故在評判創造思考指標表現時，同一過程的 3 或 4 小題答案

皆一起分析。 

表 1 

不同數學過程中探測創造思考各指標能力之題目分布規畫  

數學過程 

創造思考 
形成（F） 應用（E） 詮釋（I） 

流暢性 F1a, F1b E1a, E1b I1a, I1b 

變通性 F1a, F1b E1a, E1b, E2 I1a, I1b 

獨創性 F2 E3 I2 

總小題數 3 4 3 

二、研究樣本 

本研究採立意抽樣，在台灣北部與南部各取兩所學校 8 年級學生為樣本。因為數學創

造是高階認知層次，需到對數學有一定的認識與經驗（Baer, 2016），在此探測階段，以中

等程度以上的學校為主，避免收集的資料太多空白，造成時間與人力上的浪費，根據台灣

國中階段採區域就學的情況，即使在中上或中等學校內，仍會有不少比例程度較低的學生

（國中教育會考待加強的學生）。本研究北部兩所學校學生程度在全國分別約為上、中上程

度，南部兩所學校分別約為中上、中。因北部人口多於南部人口，故北部選取較多班級參

與，合併共有 32 班參與，再從各班隨機選取四分之一學生參與（另外四分之三的學生作其

他情境的創造力問卷3），本研究樣本共 213 位學生，其中有效樣本為 210 位（3 份無作答），

男生 104 位、女生 106 位。研究樣本分布如表 2 所示。 

  

                                                      
2 原始問卷設計是先要求學生給 1 個答案，再以另 1 小題要求另 1 個越不同越好的答案，發現學生

第 2 小題往往不答，經修改為一次給 2 個答案後，增加了學生的作答意願。  
3 本研究為一大型 21 世紀思考技能研究中的子研究，有關創造思考部分，仍有另外三個情境的相

關研究。 
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表 2 

研究樣本分布 

區域 北部 南部 

學校 校 A 校 B 校 C 校 D 

程度 上 中上 中上 中 

參與班級數  6 13  7  6 

各校樣本數 78 38 47 47 

男生、女生 34、44 17、21 29、18 24、23 

三、資料收集與分析 

本研究資料收集於 2023 年五月中旬至下旬之間，資料收集乃由任課數學教師於課堂發

放問卷，施測時間為一節課 45 分鐘， 

（一）學生答題特質資料分析與編碼 

針對學生作答之內容，採歸納分析法分析資料，第一階段先從 30 份答案中找出資料裡

浮現的主題向度與其下的類別，將這些主題向度與類別編碼（Bruner, 1966），第二階段再分

析另外 30 份答案，找出無法歸入第一階段主題向度與類別之案例，據以修改主題向度、類

別及編碼，第三階段再進行全部資料的編碼，由兩位編碼者獨立編碼，如果頻繁出現非第

二階段主題向度與類別的答案，則提出由一位專家決定是否修改主題向度與類別，新增編

碼，若出現零星特殊的適當答案，則編入「其他」類別，此類別在判斷獨創性時尤為重要。

兩位編碼者最後核對編碼，針對不一致的編碼進行討論，若有一方同意另一方的思路，則

取得一致的編碼，若無法取得一致，則由另一專家決定編碼。本研究在全部項目的編碼者

一致性為（95.2%）。 

在三個數學過程中，根據學生答題內容所浮現出的主題向度與類別數量並不一致，主

題向度的數量介於 4~5 個，各主題向度下的類別數量介於 2~8 個。編碼的規則如下：各答

案的第一碼位表示「答案適當性」此主題向度：「1」為適當答案、「7」為數學錯誤、「8」

為無意義答案、「9」為空白；第二碼位表示主題向度一的類別編號；第三碼位表示主題向

度二的類別編號，依此類推。資料分析得到的這些主題向度與類別可展現出學生答案的特

質，因為本文篇幅有限，故將於研究結果中選擇部分主題向度與類別進行報導；另外，這

些向度與類別將作為評判學生創造思考三指標表現的參考準則。根據表 1 的題目分布，每

位學生都有 10 個編碼，形成、應用、詮釋過程各有 3、4、3 個編碼。 

（二）創造思考指標表現分析 

在評判學生創造思考三指標的表現時，雖然問卷題目設計規畫分為刺激學生展現流暢

性與變通性的「二個差別越大越好的答案」，以及展現獨創性的「非常獨特的答案」，但是



謝豐瑞、吳原榮、吳嵐婷  國中生數學符號運算素養的創造力  11 

在判斷流暢性時，即使在刺激學生展現獨創性該題寫出的答案，也能以此作為評判其流暢

性（適當答案數量的多寡）的根據，反之，即使在刺激學生展現流暢性與變通性的題目中，

學生答案若為獨特的，也可以評判其為獨創性的答案。根據文獻中研究的做法，學生答案

需要是適當的（OECD, 2023），本研究以兩個準則判斷學生答案是否為適當答案，一為無數

學錯誤，一為符合情境的有意義答案。舉例來說：在應用過程中要求學生找出含有平方根

的黑盒子動作又可將 10 轉換為 88 時，學生給出「x3－45」（C 校 S1）的答案，視為數學錯

誤，非適當答案；又在形成過程中要求學生設計黑盒子動作，當學生給出的答案是：「假密

碼－（假密碼－真密碼）＝真密碼」（D 校 S1），可知其並未理解題意，此答案無意義，非

適當答案。 

在創造思考的表現評判上，部分研究以答案數量（流暢性、變通性）或答案稀有性（獨

創性）計分（例如：彭淑玲等人，2015），這種計分方式在不同的創造思考指標上，可能會

有不同的分數，PISA 以 0、1、2 三個等級計分（OECD, 2023），著重在群體表現的比較，

本研究與 PISA 的重點相近，著重群體表現在不同數學過程中的比較，故採用各數學過程

固定等級數量的方式評判學生的表現，研究團隊分析學生作答反應後，決定以四個等級來

表示學生各指標的表現，分別為「無」、「低」、「中」、「高」。 

下面針對創造思考三指標的評判標準說明：  

1. 流暢性的評判 

由於數學屬於較困難的學科，只要學生的答案被判定為適當的答案都可視為具有流暢

性。若學生提供的答案皆為不適當答案（數學錯誤或無意義）或未提供答案，則將其歸類

為「無流暢性」；若學生僅提供 1 個適當答案則將其歸類為「低流暢性」；若學生提供 2 個

或 3 個適當答案則需判斷這些答案是否視為相同答案，根據 Haylock（1978）的做法，相同

想法的不同答案不重複計算；舉例來說，當學生給出「𝑥 − 1」、「𝑥 + 5」這兩個答案時，雖

然常數項不同，但在國中層級都是相同的數學想法「𝑎𝑥 + 𝑏」，仍應視為 1 個答案。據此，

當學生提供 2 個或 3 個答案且得到相同編碼（將在研結果該節報導各題的編碼），表示想法

相同，本研究僅視其為 1 個適當答案，仍是「低流暢性」；若學生提供的兩個適當答案在某

主題向度中得到不同編碼，則視為有 2 個適當答案，將其歸類為「中流暢性」；依此類推，

當學生提供的 3 個適當答案彼此得到不同的編碼，則將其歸類為「高流暢性」。  

2. 變通性的評判 

流暢性以計算適當答案個數來評判，變通性原則上以計算答案所屬類群個數來評判。

本研究透過焦點團體討論，將類別群組為類群，類群的判斷原則上為學生學習經驗中數學

概念的相近性、題目刺激與答案間思考的遠近（Guilford, 1950; Mednick, 1962）、答案的複

雜度三者，當學生的答案跨不相近的數學概念（學習經驗中較無串聯對比的概念）或較不

易由題目刺激聯想到或答案較複雜都能展現出思考的變通性，符合此三者任何之一都歸為

不同群。原則上，當學生提供的 3 個答案符合都分屬於不同群且與題目刺激「𝑥 + 1」的一

次多項式不同群，則歸類為「高變通性」，依此類推，2、1、0 個符合歸類為「中」、「低」、
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「無」變通性。舉例來說，在題幹給定的黑盒子動作為一次多項式「𝑥 + 1」的情況下，若

學生設計的黑盒子動作使用二次多項式，此答案雖然跨概念，但乃是學生容易透過數學概

念相近性及題目刺激聯想到之答案（此二概念在學生學習經驗中有對比串聯且接觸頻繁），

同時答案並不複雜，這個答案無法展現思考的變通性，故本研究將一次與二次多項式歸為

同一群；相對來看，若學生設計的黑盒子動作使用「倒數」，可知此答案跨不相近的數學概

念（在學習經驗中並不會串聯一次多項式與倒數概念），故本研究視此二類分屬於不同群。  

上述依不同群個數判斷變通性乃依量變化度所做的判斷，仍需額外考慮質變化度的問

題，部分群可能質性上變化度較高（例如，答案與題目的刺激關聯較遠），則變通性就會升

級，舉例來說，在形成過程的主題向度二「數學物件的使用」中（參考下方研究結果），當

學生使用的數學物件屬於第（7）項「混合上述兩種以上」時，可知學生除了必定會跨與「𝑥 +

1」不相近的概念外，同時混合了不同的概念在同一個式子中，式子的形式有可能變通性較

高，非國中生容易接觸到或想到的式子，此時本研究認為其展現出較「低變通性」為高的

變通性，將其歸類為「中變通性」；在變通性的判定上，本研究先以量做初步判斷，再輔以

質做確認判斷。 

3. 獨創性的評判 

許多研究以統計上出現頻率在 5%以下的答案作為判斷準則（例如：彭淑玲等人，2015；

Haylock, 1997），此做法容易受樣本數影響；學者 Silvia 等人（2008）認為可以藉助主觀計

分法（subjective scoring methods）讓評測者依據個體答案的不尋常（uncommon）、遠距離

聯想（remote）當指標來改善。本研究採主觀計分法的精神，將答案依獨創性分等級。當答

案為適當答案時，原則上以不尋常出現（罕見）、答案使用的概念、型式等與題目所給的刺

激關聯遠（remote）、與學生所學習過的內容差異大為判斷標準，判斷標準因各題而異；實

際執行時對於是否罕見、關聯遠、差異大乃透過焦點團體討論逐題訂定之，但原則上，以

（1）主題向度下罕見或屬於「其他」類，（2）未學習過或與題目刺激關聯遠，（3）結合多

種類型（通常也較罕見）來判斷獨創性；原則上，當答案符合前述所有三個標準時，歸類

為「高獨創性」、符合二個標準為「中獨創性」、僅符合其中之一標準為「低獨創性」；在此

原則下仍需考慮「極端」情形，當極罕見、關聯極遙遠、差異極大時，仍會由較低等級獨

創性升級為較高等級獨創性，舉例來說，在形成過程的主題向度一中，若學生有一個適當

答案被歸類為「真密碼位數重組、運算或變換」時，此答案符合第點及第點的極端情形，

直接歸類其為「高獨創性」。 

本研究在判定學生各答案之創造思考指標等級後，統計「無」、「低」、「中」、「高」指

標之出現次數百分比。另進一步將數學思考指標的等級轉換為分數，「無」、「低」、「中」、

「高」指標依序以「0」、「1」、「2」、「3」計分後計算平均分數，此分數概括稱為創造思考

指標分數或特定時稱對應指標分數，如流暢性分數。 
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肆、研究結果 

本研究發現學生回答本問卷題目的意願頗高，各題的空白率分別如下：形成 3 題：0%、

1%、4.8%，應用 4 題：2.9%、3.3%、6.7%、16.2%，詮釋 3 題：6.7%、11%、13.8%。此結

果顯示各題空白率不高，學生答題意願不低。本節根據前述研究問題分項報導。 

一、形成、應用、詮釋數學符號運算下的創造思考特質 

學生答案的特質將以歸納出來的主題向度及類別報導，下面的報告並未涵蓋本研究所

有歸納出來之主題向度及類別，每個數學過程僅選擇 2 個重要的主題向度及其下的所有類

別進行報導，並在第 1 個主題向度中選擇較多學生提供或較特別的答案型態以 1 個例說明，

第 2 個主題向度則僅作類別報導，不逐類提供示例與說明。至於「其他」類僅在表 3、表

5、表 7 中顯示人次百分比，部分「其他」類學生答案將在報導獨創性時介紹。  

因為每題都僅報導 2 個主題向度，故下面的示例都僅提供答案適當性之主題向度及答

案在所報導的 2 個主題向度之編碼，編碼皆為 3 碼位，編碼原則請參考資料收集與分析該

節之說明。 

（一）形成過程 

在形成過程，我們要求學生設計差異越大越好或獨特難被猜出來的黑盒子動作。題目

給出的黑盒子動作範例是學生在國一上學期即學習過的基本運算𝑥 + 1（其中𝑥代表真密

碼）。在此數學過程中，學生被要求提供 3 個答案（參考表 1），第 1、2、3 個答案為適當答

案的比例分別為 93.8%、91.0%、84.3%。針對形成過程本研究共歸納出 5 個主題向度，最

主要的 2 個主題向度為轉換方式及數學物件的使用。  

轉換方式向度從個別學生完整答案來看其所提出的黑盒子動作使用了何種範疇的數學

將假密碼轉換為真密碼，共有 5 類：（1）多項式函數、（2）含平方根的式子、（3）多樣數

學式的組合、（4）真密碼位數重組、運算或變換、（5）其他。數學物件的使用向度擷取學

生答案中使用的個別數學物件，共有 8 類：（1）𝑥𝑛，𝑛 = 1 、（2）𝑥𝑛，𝑛 = 2 、（3）平方

根、（4）𝑥𝑚，𝑚 > 2、（5）絕對值、（6）含𝑥的倒數、（7）混合上述 2 項以上、（8）其他。

學生答案歸屬於各類別的出現次數（人次）百分比如表 3 所示。 
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表 3 

形成過程主題向度之類別人次百分比（%） 

主題向度 
類別 不 

適

當 

空

白 

總

和 1 2 3 4 5 6 7 8 

轉換方式 69.5 4.0 11.8 3.5 2.1    

7.2 1.9 100 

數學物件的使用 58.7 8.6 2.4 2.2 1.4 1.2 14.3 2.1 

註：類別編號純為流水號（見內文對應編號），同一欄的數據不宜上下比較。  

1. 多項式函數 

學生提出的轉換方式最主要為一次及二次多項式函數，這兩種都是八年級學生已在課

程中學習過的內容。在形成過程 3 個題目的所有答案中，一次、二次多項式函數出現人次

分別占所有人次的 58.7％、8.6%，另也有 2.2%人次的學生給出 3 次以上的多項式。 

有些學生為了給出越不同越好的答案，會在係數或常數上做較多樣的變化，包括：使

用括號、加項或減項運算、乘或除係數或未知數運算。例如，表 4 的 B 校 S1 之答案除使

用括號外，同時使用了乘係數、乘常數以及加項運算。 

2. 含平方根的式子 

有少數學生（4.0%）使用了形如√𝑎𝑥 + 𝑏、𝑎𝑥 + √𝑏 、√𝑎𝑥 + 𝑏、或是√𝑎𝑥 + √𝑏的平方根

式子，或是將這類式子與一次或二次多項式函數結合。這些式子雖然可視為布於無理數環

的一次多項式，但國中生並未學過𝑥係數或常數為無理數的多項式，這種想法的產生乃如

Mednick（1962）所述，是學生組合不同元素創造出新產物的案例，如表 4 的 A 校 S1 例子

所示。 

3. 多樣數學式的組合 

有 11.8%人次的學生會將各式各樣的式子串聯起來，以提供差別越大越好或獨特的轉

換方式。他們把學過的概念或運算，例如平方根、絕對值串聯結合起來，將舊經驗中學過

的分數，擴展連結到使用𝑥在分母的未學習過之分式（或是除以𝑥）。表 4 的 A 校 S2 例子

中，可看出學生使用了簡單的係數與常數，但卻使用了不容易連結到的絕對值。 

4. 真密碼位數重組、運算或變換 

有 3.5%人次的學生跳脫真密碼為可運算變數或數值的想法，針對真密碼的各個位數的

數字做重組、運算或變換。在題目情境所給的案例為𝑥 + 1之運算式的刺激狀況下，很難連

結到數值位數變換是可能的黑盒子動作之思考，此類答案需將數學元素解構後再結合其他

的數學元素或方法（例如，運算或對應），建構出新的產物。表 4 的 A 校 S3 以實例說明其

黑盒子解構為各個位數再相加得出假密碼的運作方式。 
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表 4 

學生在形成過程之表現 

學生編號 答案編碼 學生表現 

B 校 S1 

第 1 個答案 
111 

 

A 校 S1 

第 3 個答案 
127 

 

A 校 S2 

第 3 個答案 
137 

 

A 校 S3 

第 3 個答案 
148 

 

 

（二）應用過程 

在應用過程，我們要求學生找出可能的黑盒子動作，將真密碼 10 轉換為假密碼 88，

學生共需提供 4 個答案，第 1、2 個答案僅要求差別越大越好，第 3 個答案則要求使用到平

方，第 4 個答案要求使用到平方根。因為真密碼、假密碼皆為已知，故學生提供的轉換方

式須符合正確將 10 轉換為 88 才視為適當答案，此題可視為一題多解的題目，但可以有無

限多的可能答案，同時也沒有專家解法，學生需要透過應用數學嘗試、檢驗的歷程才能給

出適當答案。研究結果顯示，第 1、2 個答案（未要求應用平方或平方根）為適當答案的比

例分別為 81.4%、74.7%，此數據明顯比形成過程的數據低。  

研究預期此應用過程答案的發散性應不如形成過程高，因為有限制條件及要求正確答

案時解題思考受到較大的限制，研究結果顯示，雖然學生無法使用如形成過程中非常複雜

的算式，但仍產生多種不同的解題策略。本過程第 1、2 個答案共歸納出 4 個主題向度。最

主要的 2 個主題向度為轉換方式及數系使用。  

第 1、2 個答案的轉換方式向度從個別學生答案來看其所提出的黑盒子動作使用了何種

數學物件，共有 6 類：（1）應用一次多項式函數、（2）應用除法概念、（3）應用二次多項

式函數、（4）應用因數分解、（5）應用完全平方式、（6）其他。數系使用向度擷取學生答

案中使用的最大數系，共有 3 類：（1）整數、（2）有理數、（3）無理數。學生答案歸屬於

各類別的出現次數（人次）百分比如表 5 所示 
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表 5 

應用過程主題向度之類別人次百分比（%） 

主題向度 
類別 a 不

適

當 

空

白 

總

和 1 2 3 4 5 6 

轉換方式 54.1 7.5 7.1 6.4 2.8 0.2 

18.8 3.1 100 

數系 67.8 9.6 0.7    

平方算式結構 b 38.1 6.2 4.3 3.8 10.5 5.8 24.6 6.7 100 

平方根算式結構 b 12.9 12.4 5.3 5.3 2.4 3.1 42.8 16.2 100 

註： 

a 不同題目的類別編號純為流水號（見內文對應編號），同一欄的數據不宜上下比較。  

b 此處為題目要求使用平方或平方根，主題向度為算式結構。 

1. 應用一次多項式函數 

應用一次多項式函數乃出現頻率最高的轉換方式，有 54.1%人次的學生給出這類答案。

在第一個答案中許多學生直接寫出單一加法運算即可得的轉換式子 x+78，然而也有許多學

生會寫出係數非 1 的一次式，以簡單拆解 88 為 8×10+8 為主，得出 8x+8，另部分學生會寫

出較少出現的分解方式，如表 6 的 D 校 S2 所示。 

2. 應用除法概念 

有 7.5%人次的學生會應用除法概念，主要以假密碼除以真密碼，找出其倍數關係，此

種解法是找出兩數值關係較易聯想到的方法，如表 6 的 A 校 S4 案例所示，這類學生的答

案往往會呈現
44

5
𝑥或是8.8𝑥。 

3. 應用二次多項式函數 

在題目情境的描述下，此題以二次多項式函數為轉換方式的思考脈絡並不如一次多項

式般容易出現，但研究結果發現，仍有 7.1%人次的學生解此題時應用了二次多項式，如表

6 的 A 校 S5 所示。 

4. 應用因數分解 

雖然根據題目所給一次式的範例，因數分解並非學生直接可聯想到的概念，但仍有

6.4%人次的學生應用了此方法，這類的答案多半是先分解假密碼 88，根據因數分解的結果，

以𝑥 = 10之數值帶入得出其黑盒子動作。舉例來說，如表 6 的 D 校 S3 分解88 = 11 × 8，再

將11改寫為(𝑥 + 1)。 
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5. 應用完全平方式 

僅 2.8%的學生應用形如(𝑥 + 𝑎)2 + 𝑏𝑥 + 𝑐 或 (𝑥 + 𝑎)2 + 𝑏這類的式子，在思考上偏向數

學式的平方運算，與二次多項式不同，如表 6 的 C 校 S2 所示。 

表 6 

學生在應用過程之表現 

學生編號 答案編碼 學生表現 

D 校 S2 

第 1 個答案 
111 

 

A 校 S4 

第 2 個答案 
121 

 

A 校 S5 

第 2 個答案 
131 

 

D 校 S3 

第 2 個答案 
141 

 

C 校 S2 

第 2 個答案 
151 

 

6. 要求須使用平方或平方根的答案特質 

僅應用過程的第 3 個答案要求學生的黑盒子動作需要使用平方，第 4 個答案要求黑盒

子動作需要使用平方根，學生在答題上受到更多的限制，且前面已經提供了 2 個答案，故

空白率較高，非適當答案的比例也較高，這兩題有嘗試答題的百分比分別為 91.9%及 83.9%，

然而適當答案的比例僅分別為 67.6%及 41.0%（見表 5）。 

在需使用平方的算式中共歸納出 5 個主題向度。第 1 個主題向度為算式結構，分為下

列類型： 

（1）𝑥2 − 12型 

（2）平方在常數的型式。 

（3）𝑎𝑥2 − 𝑘，𝑎 ≠ 1 型 

（4）𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐，𝑎𝑏 ≠ 0 型 

（5）完全平方(𝑥 − 𝑎)2 + 𝑏，𝑎𝑏 ≠ 0 型 

在需使用平方根的算式中共歸納出 5 個主題向度。第 1 個主題向度為算式結構，分為

下列類型： 

（1）x 的一次或二次式，根號在常數型  

（2）√𝑥2 或 √𝑥 ∙ √𝑥 或 √𝑥4 型 

（3）根號內為「𝑥湊出的完全平方數」 + 𝑘（𝑘為常數）型 

（4）因數分解假密碼型 

（5）根號內為「x 湊出的完全平方數」+ 一次式型  
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（三）詮釋過程 

詮釋過程的情境中，我們給學生兩位老師的黑盒子動作，謝老師的為𝑥2 + 1，畢老師的

為𝑥 × 2 + 11，並且舉例讓學生想像學生任給一個真密碼如 5，兩位老師告知個別得到的假

密碼讓學生猜老師黑盒子動作的歷程。題目要求學生詮釋他們覺得哪個老師的黑盒子動作

較容易被猜出來。這種題目在我國對學生來說是頗陌生的題目，因為無標準答案，而且是

針對情境給出詮釋，牽涉到學生可能給老師甚麼真密碼，以及經過轉換後假密碼的形式是

否容易倒推出真密碼，另牽涉到數學及自然語言的表達與說理。研究者原預期學生空白率

會增加，但結果顯示空白率並未明顯提高，3 個小題有嘗試答題的比例依序為 93.3%、89.0%

及 86.2%；適當答案的比例依序為 80.9%、72.4%、44.3%。本過程共歸納出 5 個主題向度。

最主要的 2 個主題向度為詮釋的切入點及關注之數學焦點。  

詮釋切入點向度從大方向區分學生詮釋時使用的是概念或實例，共有 3 類：（1）以運

算結構特質說明、（2）以實際數值舉例說明/觀察規律、（3）僅用題目提供的真、假密碼、

（4）其他。關注之數學焦點向度擷取學生詮釋時提及之數學物件、關係或特徵，共有 7 類：

（1）題目所給函數形式、（2）運算複雜度、（3）回推運算之可行性或難易度、（4）真假密

碼數值特徵、（5）常數特徵、（6）提及上述 2 項以上、（7）其他。學生答案歸屬於各類別

的出現次數（人次）百分比如表 7 所示。 

表 7 

詮釋過程主題向度之類別人次百分比（%） 

主題向度 
類別 不 

適

當 

空

白 

總

和 1 2 3 4 5 6 7 

詮釋切入點 47.5 13.6 3.2 1.0    

24.2 10.5 100 

關注之數學焦點 18.3 14.1 10.2 6.3 5.9 3.2 7.3 

註：類別編號純為流水號（見內文對應編號），同一欄的數據不宜上下比較。  

1. 以運算結構特質說明 

最多人次的學生（47.5%）以運算結構的特質為切入點詮釋。這類答案的詮釋切入點主

要有兩種方向，一種是直接評論題目所給黑盒子動作的運算結構，例如：以平方或乘法運

算是否容易被猜出，轉換式中常數是否容易被猜出，或是式子正推、反推運算的歷程是否

容易被猜出等等來詮釋；另一種是學生自己創造非題目所給的數學式來說明該式也可能符

合真假密碼關係，此時學生「以自己創造的式子」來說明「原運算式的不唯一性」，這兩個

括號中的想法與題目的刺激關聯遠，且並非學生學過或熟悉的想法。如表 8 的 C 校 S3 學

生選擇畢老師的轉換方式較易被猜出來，學生詮釋關注之焦點為回推運算之難易度，而此

難易度根源於運算為乘與除或平方與開根號  
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2. 僅用題目提供的真、假密碼 

有 13.6%人次的學生會以題目提供的真、假密碼詮釋哪一個老師的運算式較易被猜出。

學生在詮釋的過程中，所串聯的元素多是根據題目情境敘述直接可聯結到的。如表 8 的 A

校 S6 學生直接用謝老師對應的假密碼數值詮釋容易猜出其真密碼。  

3. 以實際數值舉例說明/觀察規律（不含真密碼為 5 之原始例） 

有 3.2%人次的學生會以實際數值舉例或觀察實際數值規律為切入點，說明根據這些數

值由假密碼猜真密碼時會有甚麼狀況產生；此類答案含蓋了整個遊戲的程序。如表 8 的 B

校 S2 學生設想了同學可能給兩位老師的 3 個真密碼，根據這些真密碼得出 2 組 3 個假密

碼數值，由各組數值規律來看，哪一組數值的特徵較可能不被猜出其黑盒子動作。 

表 8 

學生在詮釋過程之表現 

學生編號 答案編碼 學生表現 

C 校 S3 

第 2 個答案 
113 

 

A 校 S6 

第 2 個答案 
123 

 

B 校 S2 

第 3 個答案 
134 

 

二、形成、應用、詮釋數學符號運算下的流暢性、變通性、獨創性  

此處針對創造思考指標表現的報導分為學生創造思考產物在各指標中的樣貌及描述統

計。樣貌報導採立意取樣報導，礙於本文篇幅，針對流暢性及變通性指標搭配形成、應用、

詮釋過程各取兩個例子報導，一個是在該指標中低創造思考力的例子，另一個是在該指標

中高創造思考力的例子。獨創性指標各過程各取一個高獨創性的例子報導。表 9 顯示學生

在各數學過程、各創造思考指標中之人數與百分比分布。 
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表 9 

數學過程×創造思考指標之人數百分比（%） 

數學過程  具創造思考力  
無 總和 

創造思考  低 中 高 共  

形成過程 

流暢性  39.5 33.3 21.4 94.3  5.7 100 

變通性  23.8 11.4 15.7 51.0  49.0 100 

獨創性  16.7 12.9 12.9 42.4  57.6 100 

應用過程 

流暢性  16.2 43.3 26.2 85.7  14.3 100 

變通性  40.5  12.4  8.1  61.0  39.0 100 

獨創性  6.2 1.0 4.3 11.4  88.6 100 

詮釋過程 

流暢性  18.1  30.5  35.2  83.8   16.2  100 

變通性  21.9  30.5  18.1  70.5   29.5  100 

獨創性  8.1  5.7  6.7  20.5   79.5  100 

註：「無」表示在對應的數學過程中沒有任何 1 題答案展現出具有對應之創造思考指標能力。  

（一）形成過程中創造思考指標的樣貌 

1. 形成過程—流暢性 

在形成過程中，高達 94.3%的學生思考具有流暢性，最多學生的思考為低流暢性

（39.5%），其次為中流暢性（33.3%）、最少學生的思考屬於高流暢性（21.4%）（見表 9）。

表 10 中 C 校 S4 給出的 3 個答案編碼相同，表示想法相同，為低流暢性。C 校 S5 給出的 3

個黑盒子編碼皆不相同，雖然第 1 個展開後會是二次多項式，但學生寫出此型式表示思考

的是兩個一次式的相乘，為多樣數學式子的組合，第 3 個答案則是兩個一次式的相減，這

3 個答案想法不同，此學生為高流暢性。  

表 10 

形成過程—流暢性之學生表現 

學生編號 

流暢性 
第 1 個答案 第 2 個答案 第 3 個答案 

C 校 S4 

低流暢性 
   

答案編碼 111 答案編碼 111 答案編碼 111 

C 校 S5 

高流暢性 
   

答案編碼 132 答案編碼 137 答案編碼 131 
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2. 形成過程—變通性 

在形成過程中，有 51.0%的學生思考具有變通性，最多學生的思考為低變通性（23.8%），

其次為高變通性（15.7%）、最少學生的思考屬於中變通性（11.4%）（見表 9）。上述 C 校 S5

第 1 和第 3 個答案屬於相同類群，但與題目刺激的式子「𝑥 + 1」（編碼 111）分屬不同類群，

第 2 個答案又屬於另 1 類群，此生思考為中變通性（參考變通性的編碼）。表 11 中 C 校 S6

的 3 個答案中僅有第 2 個答案與題目刺激屬於不同類群，此生思考為低變通性。而 C 校 S7

的第 3 個答案已達中變通性的等級，其另外 2 個答案在轉換方式、數學物件的使用上屬於

不同類群，此生的思考為高變通性。  

表 11 

形成過程—變通性之學生表現 

學生編號 

變通性 
第 1 個答案 第 2 個答案 第 3 個答案 

C 校 S6 

低變通性 
 

  

答案編碼 111 答案編碼 137 答案編碼 111 

C 校 S7 

高變通性 
   

答案編碼 127 答案編碼 111 答案編碼 137 

3. 形成過程—獨創性 

在形成過程中，有 42.4%的學生思考具有獨創性，最多學生的思考為低獨創性（16.7%），

中獨創性與高獨創性的學生比例相當（皆為 12.9%）（見表 9）。表 12 的這位學生跳出以數

學式轉換的思考而改以九宮格此二維表格進行真假密碼的轉換，轉換時也會根據不同位置

的格子進行不同的數值與運算，此答案與題目所給一次式的刺激關聯極遠，是獨創性高的

創造思考，單以這一個答案，此學生即被歸類為高獨創性。  

表 12 

形成過程—獨創性之學生表現 

學生編號 

獨創性 
第 3 個答案 

B 校 S3 

高獨創性 

 

答案編碼 148 
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4. 形成過程—創造思考指標 

本研究形成過程題目的特質是學生僅需「生成」數學方式而不需對其生成物進行解題。

由 94.3%的學生能至少生成 1 個轉換方式（流暢性），51.0%能至少生成 1 個與題幹中𝑎𝑥 + 𝑏

不同類群的轉換方式（變通性）來看，學生生成不同數學方式表達情境脈絡的能力不差；

從 42.4% 的學生具備獨創性的數據來看，學生用數學符號自由發想的創造能力頗高。研究

結果顯示單獨看形成過程時，學生在不需要後續解出答案的壓力下，創造思考能力不差。 

（二）應用過程中創造思考指標的樣貌 

1. 應用過程—流暢性 

在應用過程學生共需給出 4 個答案，前 2 個無要求，答案共用相同的編碼，第 3 個需

有平方，第 4 個需有平方根，後 2 個答案都各自有其編碼方式。流暢性取前 3 個答案分析，

仍以不同想法個數為適當答案個數。此過程中，高達 85.7%的學生思考具有流暢性，最多

學生的思考為中流暢性（43.3%），其次為高流暢性（26.2%）、最少學生的思考屬於低流暢

性（16.2%）（見表 9）。表 13 的 B 校 S4 給出的第 1、2 個答案得到相同的編碼，第 3 個答

案在題目要求使用平方的情形下，其答案為與題目刺激相同的想法（X－b，其中 X 為平

方），此學生思考為低流暢性。D 校 S4 的 3 個答案都得到不同的編碼，其思考為高流暢性。 

表 13 

應用過程—流暢性之學生表現 

學生編號 

流暢性 
第 1 個答案 第 2 個答案 

第 3 個答案 

（需有平方） 

B 校 S4 

低流暢性 
  

 

答案編碼 111 答案編碼 111 答案編碼 111 

D 校 S4 

高流暢性 
   

答案編碼 111 答案編碼 122 答案編碼 121 

2. 應用過程—變通性 

在變通性部分，取應用過程所有小題的答案一起分析。此過程中，有 61.0%的學生思

考具有變通性，其中多數學生的思考為低變通性（40.5%），中、高變通性的學生比例不高

（分別為 12.4%、8.1%）（見表 9）。表 14 的 D 校 S5 僅給出前 3 個適當的答案，第 4 個答

案為不適當（數學錯誤）的答案，其給出的前 3 個答案中，第 1 個和第 3 個（題目要求平

方）思考類群相同，第 2 個應用因數分解的思考與前面不同，這 3 個答案僅有一個具差異
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的思考類型，此學生的思考為低變通性。C 校 S6 在第 1、3 個答案給出的是一次、平方的

基本轉換方式，是由題目刺激而得，不視為變通，然而第 2 個答案在轉換方式屬於其他類，

得到中變通，再加上第 4 個答案得到不同類群編碼，此生思考為高變通性。 

表 14 

應用過程—變通性之學生表現 

學生編號 

變通性 
第 1 個答案 第 2 個答案 第 3 個答案 第 4 個答案 

D 校 S5 

低變通性 
   

 

答案編碼 111 答案編碼 141 答案編碼 111 答案編碼 777 

C 校 S6 

高變通性 
    

答案編碼 111 答案編碼 162 答案編碼 111 答案編碼 133 

3. 應用過程—獨創性 

在應用過程中，僅有 11.4%的學生思考具有獨創性，最多學生的思考為低獨創性

（6.2%），其次為高獨創性（4.3%）、最少學生的思考屬於中獨創性（1.0%）（見表 9）。表

15 的這位學生結合了分式、平方根（內含一次式）、雙重根號、多樣的括號、乘除加減運

算，而此式子又能正確將真密碼轉換為假密碼 88，單以此一答案此生即被歸類為高獨創性。 

表 15 

應用過程—獨創性之學生表現 

學生編號 

獨創性 
第 4 個答案 

C 校 S8 

高獨創性 
 

答案編碼 161 

4. 應用過程—創造思考指標 

學生在解本研究應用過程的題目時，需透過數值轉換的推理，找出數值關係的可能關

係式。由 85.7%的學生能提出至少 1 個適當答案，69.5%的學生能提出至少 2 個想法不同的

適當答案，以及 61.0%的學生能提出至少 1 個與題幹中𝑎𝑥 + 𝑏不同類群的適當答案之結果
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來看，學生在應用過程中，一題多解的能力不差。然而僅有 11.4%的學生能夠找出獨創的

關係式，此百分比遠低於形成過程的獨創性。  

（三）詮釋過程中創造思考指標的樣貌 

1. 詮釋過程—流暢性 

在詮釋過程中，高達 83.8%的學生思考具有流暢性，特別的是最多學生的思考為高流

暢性（35.2%），其次為中流暢性（30.5%）、最少學生的思考屬於低流暢性（18.1%）（見表

9）。表 16 的 B 校 S5 詮釋切入點都是運算結構，而關注的數學焦點都在平方或加減乘除這

種函數形式，此生的詮釋為低流暢性。C 校 S9 給出的 3 個答案關注的數學焦點都不同，其

中第 3 個答案以概括性描述猜密碼活動過程中他會採用的數學策略（把真密碼乘到和假密

碼接近），是屬於「其他」這一類的答案，此生的詮釋為高流暢性。  

表 16 

詮釋過程—流暢性之學生表現 

學生編號 

獨創性 

答案 

編碼 
給出的 3 個答案 

B 校 S5 

低流暢性 111 

  

111 
 

111 

 

C 校 S9 

高流暢性 114 
 

111 
 

147 
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2. 詮釋過程—變通性 

在詮釋過程中，高達 70.5%的學生思考具有變通性，最多學生的思考為中變通性

（30.5%），其次為低變通性（21.9%）、最少學生的思考屬於高變通性（18.1%）（見表 9）。

表 17 的 C 校 S10 關注的數學焦點都不同，但焦點 1、2 屬於同一類群，此生僅有一次類群

的變化，其詮釋為低變通性。B 校 S6 給出的 3 個詮釋中，3 個切入點都不同，分屬 3 類群，

此生的詮釋為高變通性。其中第 2 個答案以自己提出來的 3 個運算結構切入來詮釋，與另

2 個答案想法差異頗大，顯示其思考的變通性頗高。 

表 17 

詮釋過程—變通性之學生表現 

學生編號 

變通性 

答案 

編碼 
給出的 3 個答案 

C 校 S10 

低變通性 112 
 

111 
 

115 

 

B 校 S6 

高變通性 121 
 

147 

 

113 
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3. 詮釋過程—獨創性 

在詮釋過程中，有 20.5%的學生思考具有獨創性，最多學生的思考為低獨創性（8.1%），

其次為高獨創性（6.7%）、最少學生的思考屬於中獨創性（5.7%）（見表 9）。表 18 的 A 校

S1 支持謝老師較易被猜出來，給出的詮釋同時說明兩位老師的可能情形，在支持老師與論

述方向之主題向度（上述並未報導此主題方向）上屬於較罕見的類型，詮釋中又將真密碼

的可能數值分成 3 類，以此 3 類分別說明假密碼可能出現的數值特質，同時做出多次邏輯

推論，得出謝老師運算式的次方應為偶數且常數項為 1，整體切入點及關注的數學焦點多

樣，單以此一答案此生即被歸類為高獨創性。 

表 18 

詮釋過程—獨創性之學生表現 

學生編號 

獨創性 
第 3 個答案 

A 校 S1 

高獨創性 

 

答案編碼 147 

4. 詮釋過程—創造思考指標 

本研究在詮釋過程題目中給出 2 個代數式，使學生不需自行生成代數式，而能聚焦於

解釋哪一個代數式較容易被猜出來。由 83.8%的學生能至少提供 1 個適當答案，65.7%能提

供至少 2 個想法不同的適當答案，可知學生詮釋的流暢性不差，而由高達 70.5%的學生能

提供至少 1 個不同類群的適當答案來看，學生在切換不同類型觀點來詮釋的變通性不差，

有 20.5%的學生能夠給出獨創的詮釋，此百分比高於應用過程的獨創性。 

三、各數學過程中創造思考指標統計描述  

礙於篇幅受限，下面僅從 2 個面向來報導根據表 9 的研究發現。 

（一）具備創造思考指標之研究發現 

從是否具備創造思考指標能力的面向來看：  

從數學過程來看，不論是形成、應用或是詮釋，都有最多的學生具備流暢性思考（94.3%、

85.7%、83.8%），其次是變通性（51.0%、61.0%、70.5%），最少的是獨創性（42.4%、11.4%、

20.5%）。 
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從創造思考指標來看，具備流暢性的人數在數學過程中由多到少依序為形成、應用、

詮釋，但應用與詮釋比例接近；具備變通性的人數百分比以詮釋最高（70.5%），應用次之

（61.0%），形成最低（51.0%），但最低者已超過 50%。 

在「數學過程×創造思考指標」二維架構 3×3=9 項組合中，最低的 3 個組合都落在獨創

性，其中以應用過程最低（11.4%），其次為詮釋過程（20.5%），而形成過程已有高達 42.4%

的學生具獨創性。 

（二）創造思考指標程度之研究發現 

從「低」、「中」、「高」等級創造思考指標的面向來看： 

在「數學過程×創造思考指標」的 9 項組合中，僅 2 組合有依「低」、「中」、「高」創造

思考力順序逐項遞減的趨勢；其他組合中比較特別的是詮釋過程的流暢性乃依「低」、「中」、

「高」的順序遞增。 

在「數學過程×創造思考指標」×「低、中、高」的 27 項組合中，應用過程的中流暢性

組合擁有最高的百分比（43.3%）；次高為此過程的低變通性。此現象顯示學生在有明確的

條件規範下可應用不同數學方法解題，但此過程中僅有 8.1%的學生具有高變通性，顯示這

些方法的變化不大。 

詮釋過程的中與高流暢性合計 65.7%，中與高變通性合計 48.6%，此現象超出研究團隊

原本的預期，本研究所命的詮釋題應該是學生未經歷過的任務，預期上能展現多樣方法，

流暢思考的學生比例應該不高。 

在上述 27 項組合中，最低的幾個百分比都落在獨創性指標，其中應用過程的中獨創性

（1.0%）、高獨創性（4.3%）為最低的 2 個組合，顯示學生應用數學時較不易想出獨創的方

法。較為特別的是形成過程的低、中、高獨創性皆有超過 10%的比例。 

（三）創造思考指標分數之研究發現 

各數學過程中各創造思考指標分數的結果如圖 2 所示。由圖 2 可得下列數點研究發現： 

不論在哪個數學過程中，創造思考分數都是依流暢性、變通性、獨創性的順序下降中。

在創造思考分數變化中，並未依某固定的形成、應用、詮釋順序變化。  

形成、應用、詮釋過程的創造思考分數變化以流暢性變化最小（1.70~1.85）。變通性在

詮釋過程的分數明顯高於形成與應用過程。獨創性則是在形成過程的分數明顯高於其他過

程。獨創性僅在形成過程中得到 0.81 分（靠近低獨創性 1 分）的數據，其他過程獨創性分

數皆低於 0.5 分（靠近無獨創性 0 分）。 
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圖 2 

數學各過程與創造思考各指標組合得分  

 
 

伍、研究結論 

本研究從二維面向探測一般國中生在符號運算的創造思考表現，其中一維乃數學過程，

含形成、應用、詮釋三個過程，另一維乃創造思考，含流暢性、變通性、獨創性三個指標，

此二維共形成 9 個組合面向。研究採問卷調查法調查了 210 位中等程度以上學校的國中 8

年級學生。問卷情境為密碼遊戲，以生成數學轉換方式將真密碼轉換為假密碼來探測形成

過程，以應用數學找出真假密碼的關係式來探測應用過程，以說明 2 個數學式何者較易被

猜到來探測詮釋過程。在資料分析上，先透過歸納分析找出學生答題的主題向度及其下類

別，作為判斷流暢性的依據，再將這些類別群組得出類群，作為判斷變通性的依據，獨創

性則根據是否罕見性、思考遠近、及複雜度進行判斷。在量的資料上，本研究參考 OECD

（2023）創造思考評量的 3 等級計分方式，改以 4 等級共 0、1、2、3 級分對應無、低、中、

高創造思考力指標。以此計算各數學過程各創造思考指標等級的人次百分比及創造思考指

標分數。 
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一、由研究結果反思研究架構與工具設計 

本研究發現不論在哪一個數學過程，學生思考具流暢性的比例皆很高（超過八成），雖

然具流暢性比例有依形成、應用、詮釋遞減的趨勢，但幅度不大，頭尾差距僅約 10%。低

流暢性則以形成過程有最高的學生比例，應用與詮釋過程比例相近，此結果與我國學生在

PISA 2012 數學素養表現的結果（臺灣 PISA 國家教育研究中心，2015）相當，該研究中學

生的數學素養表現以形成過程最佳，應用與詮釋過程相同。然而，當考慮到中流暢性以上，

即以 2 個以上不同想法解題時，就不再有上述趨勢；達中流暢性以上等級的學生以形成過

程最少，僅五成多，詮釋過程次之，應用過程約七成為最多。此研究結果可看出來，生成

1 個想法這種偏向數學能力的表現，與生成多個想法這種偏向數學創造能力的表現，在各

數學過程中的相對優劣趨勢不相同。這個結果也支持了學者專家研究發現數學能力與數學

創造思考力不同的論點（Haylock, 1997）。 

具變通性學生普遍較具流暢性的學生少，但形成、應用、詮釋過程中，學生具變通性

的比例都至少達到五成，且由達五成、六成、七成依序遞增，此變化趨勢恰與具流暢性相

反。本研究變通性是根據類群判斷，具變通性表示學生可以產生跨類群的想法，此研究結

果顯示產生跨類群的想法與產生不同的想法，在跨數學過程中的變化有相反的趨勢。如果

本研究僅將解題視為一個整體而未將各數學過程獨立探測，則將無法獲得此研究結果。  

獨創性表示產生新穎獨特的想法，在數學領域本來就較難，但有高達四成的學生在形

成過程中思考具獨創性，詮釋、應用過程則分別有二成、一成。此結果顯示，在形成過程

學生的獨創性頗高，但此比例仍低於 Tabach 與 Friedlander（2017）研究數學式變形中 9 年

級具獨創性的學生比例，然而該研究除純粹從數學的內容探測外，其判斷獨創性的標準也

與本研究差異頗大，例如，該研究判定將「7 − 2(𝑥 − 3)」變形為「−2𝑥 + 13」為中獨創性，

變形為「2(−𝑥 + 3) − 7」為高獨創性，考量台灣學生的學習經驗，本研究認為前者僅作展開

與化簡，非變通性也非獨創性，後者僅會被視為變通性而非獨創性。不同國情在判斷創造

思考指標上，是否應有其自我因應的準則，而非一味的採用它國研究的方法乃一個值得探

討的問題。 

形成過程著重在生成數學方式以表達情境脈絡中的狀況，本研究聚焦「生成」主軸，

學生僅需提供其創造思考的產物，不須對其產物進行後續的解題過程，由研究結果來看，

此題的高流暢性顯示題目單獨看形成過程時，學生在不需要後續解出答案的壓力下，產生

不同想法的能力頗高。應用過程的題目若牽涉到應用國中數學，頗容易讓學生產生尋求專

家解法的思維，成為對一般學生來說困難的一題多解問題，降低了創造的空間，未了免於

落入此窘境，本研究剖析應用與創造的交融，發展出讓學生自己透過數值轉換的「推理」

與「探究」，以找出數值關係的可能關係式（可有無限多種）。由研究結果來看，約七成的

學生能提出少 2 個以上不同的想法，超過六成的學生想法具跨類群的變通性，此研究結果

顯示在應用過程中加入探究的元素，學生在流暢性與變通性的表現都不差。詮釋過程著重

在評鑑與解釋數學結果，本研究在題目中即給出 2 個代數式，學生不需自行生成代數式，
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而能聚焦於評鑑比較所給代數式的差異，解釋哪一個代數式較容易被猜出來。由超過八成

學生能至少提供 1 個想法，且高達七成的學生想法具跨類群的變通性來看，學生只專注於

詮釋時，流暢性與變通性的表現都不差。  

本研究在命題情境的選取上依素養導向的原則進行命題。此題密碼情境的設計與國中

數學課程、學生生活經驗、資訊科技領域習習相關，解題時牽涉到數學物件的生成（形成）、

數學物件的探找與應用（應用）、數學物件的解析評論（詮釋）等等。由學生的低空白率來

看，題目提供學生良好的答題意願，而由上述研究結果來看各題目也提供學生良好的創造

思考空間。 

學者針對數學創造思考的評量研究，多數強調想出多元而新穎的解法，在中學階段數

學概念較難，未免學生無法解題，往往只能使用國小所學內容（例如：面積公式、切割圖

形），這些從中學階段來看較類似智力測驗題目，除此許多評量題目的設計會採用前人研究

中的題目，優點是已經受到認可，缺點則是測的題目重疊性較高，例如彭淑玲等人（2015）

所使用的題目與 Haylock（1987a, 1987b, 1997）題目就有重疊的部分；相對來看，本研究採

用素養導向及二維命題架構，產生發展與前輩學者不同題目的需求，進而發展出根據各數

學過程以我國中學階段的符號運算概念命題之作法。由上述研究結果來看，獨立出數學過

程的研究架構與命題方式是可以繼續嘗試、發展與研究的方向。  

二、創造思考與數學過程交織之表現  

由學生的創造思考（平均）分數來看，在形成、應用、詮釋這 3 個數學過程中，創造

思考分數皆依流暢性、變通性、獨創性的順序下降。此結果符合研究的預期，越能遠距連

結物件越有機會得到變通或獨創的產物，也就越不容易出現，同時也符合其他學者專家研

究的結果（Kwon et al., 2006）。 

從流暢性、變通性、獨創性這三個指標來看創造思考分數，發現在形成、應用、詮釋

過程中，這些指標分數的高低並沒有一致的趨勢。（一）流暢性：流暢性在三個過程中的分

數相差不大，顯示學生不管在哪個數學過程，都能流暢地產生多個想法。（二）變通性：變

通性在詮釋過程的分數較其他兩個過程高出許多，這顯示當要學生解釋數學式在情境中功

用的差異時，學生很容易切換不同的角度，例如一個角度以數學式運算的難易度解釋，另

一個角度以數學式結構或概念上的難度解釋，而在要形成數學式/方法或應用數學找出數學

式上，學生就較難切換到不同的角度。（三）獨創性：獨創性則以形成過程分數最高，應用

過程分數最低，此現象顯示，當學生面對形成過程中可以「天馬行空」生成數學式 /方式時，

正如同面對「桌子」的功用這種社會領域題目，很容易產生許多適當的答案；然而在應用

過程這種較接近數學課程的題目時，學生可能因學習經驗較豐富，思考較為固著，較難產

生獨創性的思考。 

整體來說，三個數學過程中，學生在應用過程的創造思考表現較差，平均流暢性接近

中流暢性、平均變通性接近低變通性，平均獨創性接近無獨創性。除此，本研究最高空白
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率的題目落在應用過程的第 4 題，該題要求學生寫出獨特、含有平方根且能將 10 轉換到 88

的數學式，平方根對學生來說困難度本就較高，上述結果可能顯示與數學課程越接近的題

目，學生創造思考表現越差，然而這樣的假設，仍需要更多的研究加以證實。  

若能將之應用在數學課堂中，將可開闊學生與教師的視野，同時由創造所產生的喜悅

將可增加學生上課的意願及參與度。 

三、未來應用與研究限制 

我國 108 課綱著重素養導向的課程，與國際上 PISA 的素養導向評量趨勢一致，國內

學者專家因應這樣的趨勢，在研究上納入符合素養導向的教學活動，例如臆測活動或數學

遊戲以探討數學創造力的培養與評量（林碧珍，2020；陳嘉皇，2005）；另吳昭容與陳如珍

（2008）則也以擬題這種素養導向的試題探討學生的數學創造力。本研究在因應素養導向

的趨勢上，並未跟隨這些前輩的腳步，嘗試開創新的研究思路，將 PISA 著重素養與推理的

數學過程獨立來看，產生了本研究使用的二維結構。此結構可使我們由數學過程中不同的

子過程來看學生的創造思考力。 

這樣的研究作法開創了不同的研究思路，也使得研究能以更豐富的角度看學生在數學

解題中創造思考力，進而引發更深入的研究構想。舉例來說，本研究上述發現，具流暢性

與具變通性學生在跨數學過程中比例增減具有相反的趨勢，本研究群認為應可有更多的研

究探測此結果的正確性及其背後的原因；是否可能因為學生在情境中能流暢地想出數學產

物時，較不須深入思考以致雖能產出不同的想法，但想法較不易跨類群？或者是否因為這

些不同數學過程的特質使得學生的思考在各過程中本就會有較易產生流暢想法或較易產生

跨類群想法的差異？而在詮釋過程中看創造力是一個新的主題，較相近的研究乃融入與詮

釋有關的活動於教學中，其中 Novita 與 Putra（2016）應用類似 PISA 試題的題目於國小教

學活動中並要求學生解釋理由，但此研究並未特別報導學生詮釋或解釋的內容或學生創造

思考指標表現；而林碧珍（2020）在國小課堂的臆測活動也含有詮釋成分，但她的研究並

未以獨立的紙筆測驗評量，也未聚焦於詮釋過程面向，由此可知學界需要有更多獨立探討

詮釋過程數學創造力的研究以便更了解學生的詮釋行為。  

由學生在本研究題目的表現可知學生答題意願及創造思考表現皆不差，這樣的作法可

以應用到實際教學中，例如；呼應本研究形成過程中具獨創性學生高達四成的結果，教師

不需要每次都讓學生解一個完整的題目，而是由學生針對題目先生成各式各樣的解題想法，

即使有獨創想法不易解出也可接受，再選擇一種想法進行解題；又如，呼應本研究詮釋過

程高變通性的結果，教師可考慮給出不同的解法，由學生從不同的角度詮釋解法的優缺點

或特點，增加學生的思考面向。針對傳統評量較常出現的應用數學解題，呼應本研究七成

學生達中流暢性以上等級的結果，教師可融入本研究命題中的探究元素，使學生在解題時

能產生多個且跨類群的想法。除此，類似本研究中的素養導向數學創造力題目，可用在課

堂上作為創造力培養活動的題材。學者專家研究結果顯示，納入開放式、探索式、創造性
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問題教學策略後，學生在數學創造力的分數表現都有統計上顯著的增加（Kwon et al., 2006; 

Silver, 1997）。 

本研究受限於題目新穎，閱讀量大，學生要發想新穎的想法需要時間與耐性，故解題

任務僅限縮在解密碼的單一情境，每個過程也僅涵蓋少數題目，後續研究可朝發展更多情

境任務並應用國際研究以題群來施測的方式努力。除此，由本研究在詮釋提供的答案來看，

部分學生未以代數符號表達數學式，部分學生答案簡略，一個值得研究的問題是如果將精

進性加研究議題，學生的詮釋產物是否不具或是僅具低精進性？除此，如果把精進性也加

入研究指標架構中，是否能在不同的過程中都發展出良好創造空間的試題？這些都是值得

嘗試的研究領域。 
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日本「遺題繼承」傳統下的「蟲蛀算」：經由古文本以及

大學生實作之分析 
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1臺北市立大學數學系 

2日本早稻田大學教育．綜合科學學術院 

「遺題繼承」的傳統是促使日本傳統數學（和算）發展的一大因素，和算家在所著的和算書卷

末，提出一些數學難題，讀者經過努力研究，解決難題之後，一般要著解答之書，並在卷末提出

難度更高的問題，讓有心人士去研究解決。本研究從教學轉置觀點，探究日本「遺題繼承」傳統

下的蟲蛀算問題，並展示如何將這些原典及其脈絡轉置於今日的數學教學和學習。本研究運用

Yves Chevallard 及後續學者所提出的教學人類學理論，分析江戶時代和算家所產生的「原始」數

學知識，發展兩節課 100 分鐘的大學課程。研究者介紹日本「遺題繼承」的傳統，以及「蟲蛀

算」問題；經由學習工作單分析學生實際解題所使用的數學知識，也運用學習意見表探討大學

數學系學生對於「蟲蛀算」學習之回應。經由研究得知，行知模型可做為分析數學史文本及刻

畫學生解題所用數學知識之工具；「蟲蛀算」主題，也可以讓學生經驗到數學思考、數學的文化

體驗以及對數學的觀點三個面向的潛能。 

關鍵字：行知模型、和算、教學人類學理論、遺題繼承、蟲蛀算
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“Mushikuizan” Under the Japanese Tradition of 

“Bequeathed Problems”: Through the Analysis of Ancient 

Texts and University Students’ Work 

Yi-Wen Su 1    Takeshi Miyakawa 2 
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The tradition of "bequeathed problems" is a major factor in promoting the development of Wasan. 

Japanese mathematicians put forward some unsolved problems at the end of mathematics books. Other 

readers who solved these problems generally wrote books about their solutions, and at the end of these 

books, they asked more difficult questions and encouraged those willing to study and solve them. In this 

study, the researchers investigate “Mushikuizan” under the Japanese tradition of “bequeathed problems” 

from a perspective of didactic transposition to unfold how such historical problems and contexts could 

be transposed to mathematics teaching and learning today. This study is conducted from the perspectives 

proposed within the Anthropological Theory of the Didactic developed by Yves Chevallard and 

subsequent scholars. Specifically, the researchers analyze the "original" mathematical knowledge 

produced by Japanese mathematicians in the Edo period; develop two classes in the university course 

introducing the tradition of Japanese "bequeathed problems" and the problems of "Mushikuizan"; and 

investigate students’ reactions to these classes through the worksheets comprising students' work and 

feedback. In the analysis, the notion of praxeology is used to better understand the mathematical 

knowledge required to solve “Mushikuizan” problems and the mathematical knowledge used by 

students. Through research, we found that the notion of praxeology can be used as a tool to analyze the 

historical texts of mathematics and describe the mathematical knowledge used by students to solve 

problems; the theme of "Mushikuizan" allows students to experience three aspects of mathematical 

thinking, cultural experience of mathematics, and understanding of mathematics. 

Keyword: praxeology, Wasan, Anthropological Theory of the Didactic, bequeathed problems, Mushikuizan 
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壹、緒論 

在過去 40 年左右的時間裡，將數學史融入數學教育已經成為全世界新的教學實踐和

具體研究活動的集中研究領域（洪萬生，1984；劉柏宏，2021；蕭文強，1992；蘇意雯，

2021；Barbin et al., 2002; Barbin et al., 2020; Fauvel, 1991; Furinghetti & Paola, 2003; Gulikers 

& Blom, 2001; Tzanakis et al., 2002）。學者們舉出諸多理由以支持把歷史維度融入數學課

程，例如激發學生在數學上的興趣、讓我們對於概念和理論有更好的瞭解、多元文化的珍

視、幫助數學學習等（洪萬生，1984；蕭文強，1992；Barbin et al., 2002; Fauvel, 1991; Furinghetti 

& Paola, 2003; Gulikers & Blom, 2001; Tzanakis et al., 2002），時至今日，這些理由仍歷久彌

新（Lim & Chapman, 2015）。 

數學家兼數學史家 Morris Kline 認為一個時代的特徵在很大程度上與該時代的數學密

切相關，通過把數學作為現代文明的一個有機組成部分，將能使我們對數學與現代文化之

間的關係有全新的認識（Kline, 1953/1995）。日本鄰近臺灣，是國人旅遊勝地，青少年學子

對於日本的影劇、動漫及電玩也不陌生。日本早期汲取中國文化，在江戶時代發展出屬於

自己獨特的數學風貌，明治維新之後，積極學習及引進西方科學和數學知識，至今也在國

際數學界佔有一席之地，獲得媲美諾貝爾獎的數學界大獎費爾茲獎（Fields medals）的日本

學者就有小平邦彥（1954 年）、廣中平祐（1970 年）與森重文（1990 年）三人（康明昌，

1991）。在深入檢視日本建立數學教育現代化制度之前，不可避免地必須面對其算學傳統，

也就是利用數學史的研究來探討一個文明的特色（洪萬生，2018）。 

日本數學的演進，最開始是傳承中國數學，之後日本數學家吸收中國算學，加以創新，

關孝和（1645?－1708 年）於 1674 年刊行《發微算法》，日本傳統數學（和算）由此蓬勃發

展。到了明治 5 年（1872 年），由於西風東漸，為了學習西洋的船堅砲利，日本政府發布近

代學制，宣布廢止和算，改習洋學，1877 年東京數學會社（也就是現在的日本數學會）成

立，和算從此漸為西洋數學所取（城地茂，2009）。 

與同一時代的世界各地相比，江戶時代（1603－1868 年）的日本數學普及是獨佔鰲頭

的，通過寺子屋，基本算術普及到全國各地（城地茂，2009）。18 世紀中期至江戶末期這

一百年間，許多重要和算家因自身的算學才能，受聘擔任算學師範，或仰賴開私塾教授算

學謀求生計，顯現出江戶末期數學教育普及化，也反映出數學作為一種專門之學的專業化

取向（黃俊瑋，2019）。和算之所以得以發展，「遺題繼承」的傳統是一大因素。所謂的「遺

題繼承」是指和算家在自己所著的和算書卷末，提出一些數學難題以示讀者，他的弟子、

門人、或其他讀者在努力解決難題之後，一般會撰寫難題解答的書籍，並在書籍卷末提出

難度更高的問題，讓有心人士去研究解決，從而進一步更深入的探究（蘇意雯，2009）。從

日本的社會脈絡中有系統地探查其數學發展，發掘其中蘊含之數學文化特色，從中搜尋可

用的數學史料編製課程，相信所得之成果也應能對數學教育工作者有所啟發。  
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日本全國數學教育學會 2022 年於東京早稻田大學舉辦了第 57 回研究發表會，與會中

有數位學者採用「教授人間学理論」作為其研究理論，引起研究者之一的探究興趣。教學

人類學理論（Anthropological Theory of the Didactic [ATD]）在過去四十年間逐漸發展成為

一種數學教育學的理論，此理論的原始雛型教學轉置（didactic transposition）理論主要是由

2009 年獲頒 Hans Freudenthal 獎的法國學者 Yves Chevallard 所提出。教學轉置理論的首要

貢獻之一就是明確指出，如果不考慮與學校數學重新建構有關的現象，就不可能正確解釋

學校數學，而其根源必須在產生數學知識的機構中找到。吾人可以將之區分如下：數學家

或其他生產者所產生的「原始」或「學術」數學知識；課程正式設計的「要教」的數學知

識；教師在課堂上實際教授的數學知識和學生實際學到的數學知識，這可以同時被認為是

教學過程的結束，也是新教學過程的起點（Bosch & Gascón, 2006）。 

繼 Yves Chevallard 之後一些研究者也相續投入研究，Chevallard 曾於 2016 年訪問日

本，並給予演講（Chevallard, 2019），也因此，日本學者也運用 ATD 理論於不同研究，例

如探究式教學（Kuzuoka & Miyakawa, 2020）或是教科書分析及公開課的教學研究

（Miyakawa & Winsløw, 2013）等。江戶時代的和算典籍正是古代的教科書，和算家在傳統

脈絡下如何展現數學知識內容，現代教師佈置文本於課堂而學生解題中所使用的數學知識

為何，如何運用教學人類學理論分析數學史文本，以俾利教學活動，也是本文想要探討的

重點之一。 

在數學的解題中，相信大家都接觸過數字被水漬弄髒或者是收據汙損無法辨識數據等

等，需要由給定的線索推測出未知數字的題型。諸如此類問題，在日本稱為「蟲蛀算」。這

個稱呼的由來是因為日本古代的紙容易被蟲蛀食，也就此應運而生了這類題型（平山諦，

1956/2005）。本研究將經由「蟲蛀算」問題的文獻分析，整理製作數學史學習工作單進行教

學，並探討此次教學之學生回應。研究問題如下所示：。 

一、 「遺題繼承」傳統下的「蟲蛀算」問題的相關文本是如何呈現？ 

二、 運用教學人類學理論分析「蟲蛀算」文本數學知識內容的結果為何？刻畫學生解「蟲蛀算」

問題所使用的數學知識情況如何？ 

三、 大學數學系學生對於「蟲蛀算」學習之回應為何？  

貳、文獻探討 

在以下篇幅中，研究者將對於數學史融入數學教學、教學人類學理論，以及江戶時代

日本和算特色－「遺題繼承」的傳統及「蟲蛀算」相關類題加以探討。  

一、數學史融入數學教學 

九年一貫數學領域課綱中曾強調「教師教學裡，引進與主題相關的數學史題材，對學

童的學習會有很正面的意義，尤其能協助學童將抽象觀念具體化」（教育部，2008），現今
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的十二年國教數學課綱也提到「數學史能夠幫助我們理解數學發展在不同文化的差異」（教

育部，2018）。國際上對於數學史融入數學教學的關注，早在 1976 年附屬於國際數學教育

委員會（International Commission on Mathematical Instruction [ICMI]）的數學史與數學教學

的關聯之國際研究群（International Study Group on the Relations between the History and 

Pedagogy of Mathematics [HPM]）就已正式成立，每四年固定召開一次全球性的會議，利用

數學史的研究成果，以及數學史與數學教育的互動，提升數學教師的教學品質與學生的學

習成效（洪萬生，1998）。 

當初 HPM 小組的關注和目標，迄今為止在某種程度上已有所實現，也仍然適用於今日

（Barbin et al., 2020）。除了重視國際聯繫和訊息交流以及促進和刺激跨領域探究，更深入

地了解數學的演變以外，通過將數學教學及數學發展的歷史聯繫起來，協助改進教學和課

程、為教師的利益製作相關素材、方便獲取這些素材和歷史資料、提高人們對數學史與數

學教學的相關性的認識以及促進數學的文化通路，這些目標也是現場教師可以努力的方向。

事實上，在教育場域中的數學史不是一種選擇，而是一種需求，是一個理解我們的人性本

質上是歷史和文化的過程之核心部分（Radford & Santi, 2022）。 

承上所述，毋庸置疑，數學本身也是人類發展過程中所伴隨產生的一種智識文化（劉

柏宏，2021）。至於大學教師為什麼要教數學史？經由 Braun 與 Kahn（2019）的研究發現，

教師們認為數學史的課程提供了將社會正義、公平性及包容性納入數學研究的機會，可以

幫助學生發展有效思維和數學溝通能力，也能以更寬廣多元的視角看待數學社群。有關於

在大學課堂的 HPM 教學，Barnett 等人（2014）於大學數學系課堂使用數學原典，布置閱

讀、反思、回應等任務要求學生主動置身於數學原典當時的脈絡，並與之前和現代的數學

實踐比較。研究發現如此數學被學生視為一門動態的學科，體認到記號和符號也會持續隨

著時代變遷。部分數學知識因應社會所需而社會化，而社會問題數學化的成果也反饋到數

學本身。數學依社會進步而發展，社會因數學發展而進步（方延明，2007）。介紹數學的社

會面向，正有助於學生體認數學知識與社會之關聯（蘇意雯，2015）。 

研究者之一所任教學系為數學專業系所，學生理應對自身的學科之歷史發展有所認識。

另外有一部分的學生畢業後是在各階段的教育領域服務，更需要了解數學之發展脈絡及概

念出處，並知曉如何搜尋史料，以利未來各階段的數學教學。也因此，研究者想要藉由搜

尋日本數學史料，整理素材，開發數學史課程，強化學生在數學史的相關知識，以及了解

各民族數學發展和社會脈絡之交互關係，正是研究者進行本研究的初衷。  

二、教學人類學理論架構 

對於在本研究中，我們將探討「蟲蛀算」問題和其可能延伸之數學活動，也就是闡明

此問題類型所涉及的數學知識，以及學生如何實際解決此問題。因此，本研究使用了教學

人類學（ATD）中提出的行知模型（praxeology）概念。ATD 是根據起源於法國的數學教育
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學傳統所構築，由於此傳統不一定廣為人知，以下我們將先展示此數學教育學傳統，接著

再討論 ATD 和行知模型的概念。 

（一）法國的數學教育學傳統 

有關法國的數學教育學研究，法文稱為 didactique des mathématiques，英文稱為 didactics 

of mathematics，日文稱為数学教授学，從 1970 年左右開始發展。這項研究傳統的第一個特

徵是，旨在將數學教育，也就是通常被視為數學和心理學等其他研究的應用領域，建立為

一個真正的科學研究領域（Artigue et al., 2019）。創建該研究領域的研究人員，將數學教育

學定義如下 :「它是為了傳播人類活動（廣義）所需的數學知識的特定條件的科學。」

（Brousseau, 2010），以及「教育學被定義為一門科學，仍處於起步階段，其目的是研究社

會機構中行知模型傳播的條件和限制」（Chevallard & Bosch, 2019, p. xxvii）。 

由上可見其目的是為了解數學教育的結構和機制，也就是數學知識或行知模型（請參

閱下一節）的傳播。數學教育研究經常陷入規範性討論，包括改善數學教學和學習的方式，

以及如何教授什麼樣的數學等問題，這些情況並不罕見，日本就是如此（中原忠男，2017）。

處此情境中，我們重視數學教育學研究的科學性，雖然最終目標是改善數學教育，但首先

應努力理解與數學教育相關的現象。  

法國傳統的第二個顯著特點是，為了理解數學教育的活動，強調理論的構建，迄今為

止已經建立了各種各樣的理論。例如，國際上廣為人知，並且可以說形成了法國數學教育

學傳統的典型理論包括 Guy Brousseau 提出的教學情境理論（Brousseau, 1997）、Gérard 

Vergnaud 提出的概念領域理論（Vergnaud, 2009），以及本文所介紹 Yves Chevallard 提出的

教學人類學理論（Chevallard, 2019）。這些理論並不是規定教學內容和教學方式的規範理論，

而是旨在理解。 

法國數學教育學傳統有許多特點，本文最後提到的第三個顯著特點是關注科學知識的

本質上，並在其基礎上理解數學教育的活動。這也是為什麼經常使用「知識論」 

（epistemology）這個術語的原因（Gascón, 2003）。因此，迄今為止發展的理論，正如上文

所示，旨在透過理論來表徵數學知識是什麼，然後試圖理解主導數學傳播機制。本文所涉

及的教學人類學理論也是在這樣的背景下發展的。  

（二）教學人類學概要 

前文已提及，教學人類學理論主要是由在 2009 年獲頒 Hans Freudenthal 獎的法國學者

Yves Chevallard 所提出，從 1980 年左右開始，ATD 逐漸發展成為一種數學教育學理論，

已有 40 多年的歷史（Bosch & Gascón, 2006; Chevallard & Bosch, 2020）。時至今日，ATD

被運用於各種知識的教學和學習等相關研究，不僅沒有侷限於數學，還包括了英語、生物

學、歷史等面向（Chevallard, 2019）。國際學界會定期召開 ATD 相關會議，全球也有許多

學者參與 ATD 研究。而在日本，由於 Chevallard 博士於 2016 年受邀舉辦講座和工作坊，

也因此使得 ATD 成為日本數學教育學研究者熟知的理論。  
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ATD 源自教學轉置理論，最初旨在闡明在學校教育中，所教授數學內容的特質

（Chevallard, 1991; Chevallard & Bosch, 2020）。我們通常認為所教之數學內容我們很熟悉，

然而 ATD 指出，人們認為數學的性質會因被稱為「機構」的社會性群體而有所不同。例如，

數學家的數學、應教導的數學、被教導的數學、和算的數學、法國學校的數學等。因此我

們首要需了解數學的特質。為了理解教室內的數學教導與學習現象，吾人必須探討其如何

從數學家的數學中形成，並掌握此稱之為教學轉置現象的過程。  

迄今為止，在 ATD 的發展過程中，許多理論概念和工具已被建立，成為數學教育學中

的重要理論，並持續發展中。這些理論工具可用於教科書分析、教師培訓、建模、探究式

學習、大學數學教育等多方面的研究。而在本文中所採用的行知模型概念，是分析數學及

其他人類活動的基本工具之一，尤其是為了描述教學轉置中所關注的數學特質而被創立。  

（三）行知模型 

在討論數學的教導和學習時，經常使用數學知識、概念和內容等不同術語來解釋教學

主題。儘管所有這些術語都可以直觀地理解，但當具體詢問其內涵時，並不總是清楚它們

的含義。在上述教學轉置中，被轉置的對象常常被稱為「數學知識」（Bosch & Gascón, 2006），

但尚不清楚所指為何以及如何描述。因此，為了解決這個問題而引入的概念就是行知模型。

也就是說，以行知模型取代「數學知識」和「數學內容」等術語。 

這裡重要的是，「praxeology」（行知模型）這個詞是「praxis」（實踐）和「logos」（知

識）的組合。這並不表示行知模型意味著「關於實踐的知識」，而是基於「人類活動總是可

以通過實踐和知識的結合來描述」這樣的想法。也就是說，在理解知識時，不僅需要掌握

數學定理和性質等理論方面，同時還需要掌握所解決的問題和方法。在教學人類學中，行

知模型的概念可以用來描述人類活動，不僅僅是數學，還可以描述教師的知識和技能  

（Bosch & Gascón, 2006; Chevallard, 2019）。 

在以下的篇幅中，我們參照不同的文獻（Chevallard, 2019; Chevallard & Bosch, 2020）

更進一步探討行知模型的主要特性。  

一個行知模型，具體來說是由實踐區塊和知識區塊所構成。實踐區塊由包含一個以上

任務的「任務類型 T」（type of tasks）和解決該任務類型的「技法」（technique）組成。知

識區塊是由正當化說明為何選擇前技法的「技理」（technology），以及解釋技理的「理論

」（theory）所組成。也就是說，實踐區塊可以用[T/]，知識區塊可以用[/]來表示，一

個行知模型可以用[T///]來表示。 

例如，以國中時學習的畢氏定理這個單元來說，常會出現已知直角三角形的兩邊的長

度（例如斜邊和底邊），要求第三邊的長度（例如高）的任務類型。在這種任務類型 T 下，

列出諸如 a2 + x2 = c2 之類的方程式並求解，是解決此任務類型的技法 τ，而畢氏定理就是正

當化技法 τ 的技理。當然，畢氏定理本身是受到國中的平面幾何理論所支持，這些要素就

構成了一個行知模型。 
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此外，如上所述的行知模型是僅含一個任務類別，此種單由四個要素組成的行知模型

[T///]我們稱之為「單一（pinpoint）行知模型」。另一方面，一種技理很多時候通常也可

以解決不同的任務類型。也就是說，當考慮一種包含多種任務類型及其相應技法的行知模

型[Ti/i//]，我們稱之為「局部（local）行知模型」。另外，由於一種理論可以包含多種技

理，我們也可以考慮由具有共同理論的多種局部行知模型組成的「區域（regional）行知模

型」 [Tij/ij/j/]。也可以考慮由多個區域行知模型組成的「大局（global）行知模型」

[Tijk/ijk/jk/k]。 

透過上述不同的行知模型，這個概念不僅描述了人類活動，而且顯示了知識的結構和

構成要素。因此，行知模型通常也被稱為行知組織（praxeological organization）。例如，在

國中二年級幾何領域的教學內容就可以用區域行知模型來刻畫，此區域行知模型是以國二

的平面幾何學為其理論，以三角形外角定理，三角形全等性質等為其技理。  

有許多研究使用了行知模型的概念，主要常用於為了突顯某個國家數學教學的特徵，

而對教科書所進行的分析（Bittar, 2022; González-Martín, 2021; Solis & Isoda, 2023; Takeuchi 

& Shinno, 2020; Wijayanti & Winsløw, 2017）。透過行知模型來刻畫在不同國家教科書中所

教授的數學內容，提供了我們可明確比較的對象，允許我們從國際觀點中討論，所要教導

的理論元素是什麼、所設想的活動有哪些，以及形成什麼樣的數學系統結構。例如，Takeuchi

與 Shinno（2020）根據行知組織對英國和日本的數學教科書進行了國際比較研究，針對幾

何對稱的章節，揭示了對稱性以不同的方式定位。也就是說，對稱性在日本是與證明教學

密切相關，而在英國則有許多跨領域的連結。  

除此之外，行知模型還用於分析學生在課堂上的活動以及教師在課堂內外的活動和知

識的研究（Miyakawa & Winsløw, 2013, 2019），也用於分析師資培育者的活動和知識的研究

（Asami-Johansson et al., 2020），還被運用於針對研究者的活動與知識分析等相關研究

（Artigue & Bosch, 2014; Wang et al., 2023）。 

三、日本「遺題繼承」的傳統及「蟲蛀算」相關類題 

江戶時代的日本在數學方面，創造了屬於和算的輝煌年代，這些數學家們的著述滲透

著中國古代數學的營養，同時也閃耀著在中國傳統數學基礎上創新的火花（李文林，2008）。

在這日本文藝復興時代，和算被視為「算道」，以藝道的形式生存與發展，此時數學流派林

立，名家輩出。在關孝和與建部賢弘等江戶初期和算家的開拓下，和算逐漸改變實用算術

的風格，學術性日益增強，呈現脫離中國數學知識體系而獨步發展的態勢。  

日本數學家吉田光由在 1627 年出版《塵劫記》廣獲好評，由於盜版書猖獗，到了 1641

年新版的《塵劫記》，書末提出 12 個問題對有心向學的讀者挑戰，引發了和算家「遺題繼

承」的風氣，成為此時期重要的和算文化與數學知識活動（城地茂，2009）。例如澤口一之

在 1671 年出版目前已知第一本正確了解和操作中國天元術的日文書籍《古今算法記》，書

末就留下 15 題無法以天元術求解的問題。關孝和在 1675 年初出版《發微算法》，解決了
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《古今算法記》所有遺題，但只提供簡要解答，之後其弟子建部賢弘在 1685 年出版《發微

算法演段諺解》，提供詳細註解，關孝和的改良代數才廣為人知（蘇意雯，2009）。 

有了「遺題繼承」的傳統，再加上算學私墊林立，一方面吸引更多算學人才，同時也

發展出各種新問題，在社會動因以及問題本身的內在困難度驅使之下，和算家開始學習、

消納中算天元術，並研究新的方法、包含設立方程、消元與解複雜方程，用以解決各類難

題（黃俊瑋，2013）。在「遺題繼承」的傳統下，「蟲蛀算」問題也出現其中，正是本研究

想要探討的文本。 

「蟲蛀算」問題的題型，其實早於國內的考題出現，例如國中教育會考全國試務會

（2002，2006）釋出的 91 學年度第一次國中基測數學科第 24 題出現了數字被水漬弄髒的

題型（如圖 1 所示），無獨有偶到了 95 學年度第二次國中基測數學科第 22 題也出現了收據

汙損無法辨識數據的問題（如圖 2 所示）。 

圖 1 

91 學年度第一次國中基測數學科第 24 題 

 
註：引自國中教育會考全國試務會（2002）。91 年第一次國民中學學生基本學力測驗。

https://ananedu.com/cicve2/pdf/9101m.pdf 

圖 2 

95 學年度第二次國中基測數學科第 22 題 

 
註：引自國中教育會考全國試務會（2006）。95 年第二次國民中學學生基本學力測驗。

http://db.tp.edu.tw/bctestinfo/9502Math.pdf 

https://ananedu.com/cicve2/pdf/9101m.pdf
http://db.tp.edu.tw/bctestinfo/9502Math.pdf
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在日本，「蟲蛀算」也出現於國小二年級的教科書中（一松信、岡田褘雄，2020），在

臺灣亦曾進行於國小的二位數加減教學（蘇意雯，2023）。可見此種類型的問題經過設計，

可適用於不同年齡層的學生。「蟲蛀算」引起人們感興趣的原因在於肯定是能夠解答的問題，

而且問題的解有一個或兩個，即使有若干個也不會失去它的意義。此外就是「蟲蛀算」的

問題比一目了然的問題更加吸引人（平山諦，1956/2005）。也因此，研究者想要探討在日本

「遺題繼承」傳統下，原始典籍中「蟲蛀算」問題的相關文本如何呈現，並編製成學習工

作單，讓學生欣賞此段歷史發展，體會數學多樣風貌，呼應數學史融入數學教學的訴求。  

在本研究中，研究者除了分析在日本「遺題繼承」脈絡下「蟲蛀算」問題的發展，也

嘗試運用行知模型分析此「蟲蛀算」課程之實踐歷程，展示「蟲蛀算」問題的數學知識內

容和學生對此「蟲蛀算」問題的解題策略，以及學生對於「蟲蛀算」課程活動的回應。  

參、研究方法 

本研究採用內容分析法，在許多領域的研究，常需要透過文獻獲得資料，因此內容分

析法便具有研究價值與採用的必要，主要是在解釋某特定時間某現象的狀態，或在某段時

間內該現象的發展情形（王文科、王智弘，2006）。 

在本研究的第一部分，研究者以內容分析的方式進行日本「遺題繼承」傳統下的「蟲

蛀算」文獻相關研究。研究者從日本數學史相關文獻中，分析「遺題繼承」傳統下的「蟲

蛀算」問題，並進行整理。也就是說，研究者從教學轉置觀點，探究日本「遺題繼承」傳

統下的蟲蛀算問題，並思索如何將這些原典及其脈絡轉置於今日的數學教學和學習。研究

者運用 Yves Chevallard 及後續學者所提出的教學人類學理論，分析江戶時代和算家所產生

的「原始」數學知識，發展大學課程。  

在本研究的第二部份，研究者以行知模型架構，分析探討如何將「蟲蛀算」史料編製

成大學數學系數學史課程素材，以學習工作單進行的實踐歷程。學習工作單首先布置和算

典籍的「蟲蛀算」問題，研究者藉由文字敘述及題目呈現，讓學生體驗日本「遺題繼承」

傳統下的「蟲蛀算」，研究者也先以教學人類學的數學行知模型進行分析，接著再由學生的

解題過程，檢視及分析學生的個人行知模型，並經由教學結束學生所填答的學習意見表，

了解學生對於本實作活動的回應。  

本研究對象為修習 111 學年度第 2 學期數學系大三開設的數學史課程之學生 21 名，包

含三位外系選修的學生。研究者以兩節課 100 分鐘的時間，完成此次的「蟲蛀算」主題教

學活動。第一節課研究者講述日本「遺題繼承」的傳統及「蟲蛀算」的由來，並請學生閱

讀學習工作單，解決「蟲蛀算」問題中未知的部分。研究者鼓勵學生互相討論，並利用下

課時間思索要如何布置「蟲蛀算」問題。  

經過前一節課解決古文本中的「蟲蛀算」問題之後，第二節課研究者請學生設計屬於

自己的「蟲蛀算」，並邀請一位同儕挑戰解題及相互討論。完成學習工作單任務之後，研究
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者請學生填寫學習意見表，經由學習工作單及學習意見表，分析學生對於「蟲蛀算」史料

的數學思考行為模式。 

資料收集有學生填寫的學習工作單，訪談資料以及匿名填寫的課程實施學生學習意見

表，課程實施學生學習意見表共有 9 題問題以五分量表方式勾選，探討學生的學習感受，

並於每題其後請學生質性說明理由以符應本研究所需。第十題為質性問題，請學生寫下本

活動的學習心得。資料編碼方式第一碼為資料類別，第二碼為學生年級，第三碼為系別，

後兩碼為學生編號，本研究所收集之資料先由研究團隊初步整理後，再由兩位研究者進行

內容分析，並就研究結果進行專家諮詢。  

肆、研究結果 

一、「蟲蛀算」相關問題解析 

「蟲蛀算」的問題首次被印刷出版正是因為前文所提及的「遺題繼承」之傳統。和算

家中根彥循為了解答青山利永於 1719 年出版的《中學算法》的 12 條提問，於 1738 年出版

了《竿頭算法》一書，並於解答之後又附上了 25 條問題，其中的第一問就是有關紙條被蟲

蠹蝕的問題，如圖 3 所示。這個問題在後來神谷保貞於 1745 年出版的《開承算法》中被解

答出來，請詳見附錄。 

圖 3 

《竿頭算法》中的「蟲蛀算」問題  

 

註：引自中根彥循（1738）。竿頭算法（頁 17）。https://doi.org/10.20730/100234659 

https://doi.org/10.20730/100234659
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隨著和算的蓬勃發展，很多流派也風起雲湧。1808 年發行，於 1861 年五刻的宅間流

五世松岡能一之著作《算學稽古大全》中，將題目設計成一張以賣米換取銀兩的字據，但

此字據被蟲蛀了一個大洞，請詳見附錄。設計日本「蟲蛀算」之學習工作單，讓學生知曉

江戶時代將每筆買賣記錄在帳簿中的商人，可以利用「蟲蛀算」計算出原本的金額，除了

體會異國文化的數學趣味，並進而探究解題，這正是課堂上可供運用的數學史素材。 

二、教學設計及學習工作單問題分析  

本研究「蟲蛀算」教學實作活動的設計理念是讓學生體驗數學與文化之連結，並

領略「蟲蛀算」的解題樂趣。研究者以日本為例，介紹和算發展中「遺題繼承」的傳

統文化，接著展示和算典籍，以實際例子讓學生體驗在「遺題繼承」氛圍中的「蟲蛀

算」問題，讓學生閱讀古代文本並嘗試解題。「蟲蛀算」教學實作流程是學生每人發

放一份學習工作單（請參見附錄），學習工作單的第一題和第二題是和算原典中的「蟲

蛀算」問題。研究者先以簡報檔介紹日本「遺題繼承」的傳統及「蟲蛀算」的由來，

接著請學生完成學習工作單，解決「蟲蛀算」問題中未知的部分。研究者以原典的閱

讀理解及解題方式編製學習工作單，之後並要求學生設計屬於自己的「蟲蛀算」問題，

並邀請一位同儕挑戰解題。有關於問題三學生擬題類型部分，因為課堂上分配時間不

足，學生多直接仿照原典題型，受限於本文篇幅，研究者將不在此處探討。  

接下來，讓我們分析「蟲蛀算」教學實作活動中的數學行知模型。在實踐區塊中，

任務的類型是「蟲蛀算」問題，因為問題一和問題二都是除法問題，在本文中，我們

將只針對問題一__ __23.__ __ ÷ 37 = __ __.23 分析。此處的技法可以有數種，各自

對應不同的技理以及理論。舉例來說第一種是不含未知數的直式乘法，知識區塊所對

應的技理是乘除互逆以及乘法直式算則，所用的理論是算術。  

第二種技法是含未知數的直式乘法，知識區塊所對應的技理也是乘除互逆、乘法

直式算則以及方程式的性質，所用的理論則是代數。第三種技法是不含未知數的直式

除法，知識區塊所對應的技理是除法直式算則，所用的理論是算術。第四種技法是含

未知數的直式除法，知識區塊所對應的技理也是除法直式算則以及方程式的性質，所

用的理論則是代數。  

第五種技法是使用含未知數的恆等式  (10a + b + 2/10 + 3/100) × 37 = 1000c + 

100d + 23 + e/10 + f/100，知識區塊所對應的技理是恆等式、方程式的性質，也有可

能會運用到整數的倍數概念，或是運用到同餘概念，至於所用的理論則是代數。諸如

此類種種實踐區塊和知識區塊的搭配，我們可以將「蟲蛀算」教學實作活動的數學行

知模型如下表 1 所示。 
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表 1 

「蟲蛀算」教學實作活動的數學行知模型元素  

元素 對應之任務類型/技法/技理/理論 

t 「蟲蛀算」問題：除法 (e.g., __ __23.__ __ ÷ 37 = __ __.23) 

τ 1. 直式乘法 

(A)含未知數 

(B)不含未知數 

2. 直式除法 

(A)含未知數 

(B)不含未知數 

3. 使用含未知數的恆等式 (10a + b + 2/10 + 3/100) × 37 = 1000c + 100d + 23 + e/10 + f/100 

θ 1. 乘除互逆 

2. 乘法直式算則 

3. 除法直式算則 

4. 恒等式 

5. 方程式的性質 

6. 整數的倍數概念 

7. 同餘 

Θ 1. 算術 

2. 代數 

三、學生的數學知識之分析 

經過數學行知模型的分析之後，接下來的篇幅，我們將檢視學生的個人行知模型。就

學生的個人行知模型而言，我們同樣以第一題為例，任務的類別都是解出__ __23.__ __ ÷ 

37 = __ __.23 的「蟲蛀算」問題，但是學生們採取了不同的技法及與之對應的技理和理論，

因此產生相異的個人行知模型，研究者將舉例如下。  

例如從圖 4 學生的解題過程（W4M05）分析發現，學生的個人行知模型第一種技法是

不含未知數的直式乘法，知識區塊所對應的技理是乘除互逆以及乘法直式算則，所用的理

論是算術。可以如下表 2 所示。 
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圖 4 

學生的個人行知模型一舉隅（W4M05） 

 

 

表 2 

學生的個人行知模型一 

元素 對應之任務類型/技法/技理/理論 

t 解出__ __23.__ __ ÷ 37 = __ __.23 的「蟲蛀算」問題  

τ 直式乘法：不含未知數 

θ 乘除互逆、乘法直式算則 

Θ 算術 

 

個人行知模型第二種技法是含未知數的直式乘法，知識區塊所對應的技理也是乘除互

逆、乘法直式算則以及方程式的性質，所用的理論則是代數。如下表 3 所示，我們並以圖

5 學生的解題過程（P4M04）加以舉例說明。 

表 3 

學生的個人行知模型二 

元素 對應之任務類型/技法/技理/理論 

t 解出__ __23.__ __ ÷ 37 = __ __.23 的「蟲蛀算」問題  

τ 直式乘法：含未知數 a 和 b（以圖 5 為例） 

θ 乘除互逆、乘法直式算則、方程式的性質  

Θ 代數 
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圖 5 

學生的個人行知模型二舉隅（P4M04） 

 

 

個人行知模型第三種技法是不含未知數的直式除法，知識區塊所對應的技理是除法直

式算則，所用的理論是算術。如下表 4 所示，我們並以圖 6 加以舉例說明。 

表 4 

學生的個人行知模型三 

元素 對應之任務類型/技法/技理/理論 

t 解出__ __23.__ __ ÷ 37 = __ __.23 的「蟲蛀算」問題  

τ 直式除法：不含未知數 

θ 除法直式算則 

Θ 算術 

 

圖 6 

學生的個人行知模型三舉隅（P3L25） 
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個人行知模型第四種為技法是使用含未知數的恆等式  (10a + b + 2/10 + 3/100) × 37 = 

1000c + 100d + 23 + e/10 + f/100，知識區塊所對應的技理是乘除互逆、恆等式、整數的倍數

概念以及方程式的性質，所用的理論則是代數。如下表 5 所示，我們並以圖 7 加以舉例說

明。 

表 5 

學生的個人行知模型四 

元素 對應之任務類型/技法/技理/理論 

t 解出__ __23.__ __ ÷ 37 = __ __.23 的「蟲蛀算」問題  

τ 使用含未知數的恆等式 (10a + b + 2/10 + 3/100) × 37 = 1000c + 100d + 23 + e/10 + f/100  

θ 乘除互逆、恆等式、整數的倍數概念:兩數相乘若所得之積末位數字是 5，則兩數

必有一數的末位數字是 5（以圖 7 為例）、方程式的性質 

Θ 代數 

 

圖 7 

學生的個人行知模型四舉隅（P3M21） 

 

 

使用同種技法的此類學生也有人意識到，並寫出答案不只一組解的個人行知模型。也

有學生使用同種技法，並加以延伸至同餘概念的是個人行知模型第五種，技法同樣是使用

直式乘法:含未知數，以及含未知數的恆等式 (10a + b + 2/10 + 3/100) × 37 = 1000c + 100d 

+ 23 + e/10 + f/100，知識區塊所對應的技理是乘除互逆、恆等式、方程式的性質及同餘，

所用的理論則是代數。如下表 6 所示，我們並以圖 8 加以舉例說明， 
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表 6 

學生的個人行知模型五 

元素 對應之任務類型/技法/技理/理論 

t 解出__ __23.__ __ ÷ 37 = __ __.23 的「蟲蛀算」問題  

τ 直式乘法：含未知數、使用含未知數的恆等式  

(10a + b + 2/10 + 3/100) × 37 = 1000c + 100d + 23 + e/10 + f/100 

θ 乘除互逆、恆等式、方程式的性質、同餘  

Θ 代數 

 

圖 8 

學生的個人行知模型五舉隅（P4M11） 

 

 

以 21 份的學生學習工作單，除了一位學生（P4M12）因為當天晚到，本題沒有作答外，

我們發現對照數學行知模型的實踐區塊，在技法上的採用數量分別如下表 7 所示 

表 7 

「蟲蛀算」教學實作活動的學生技法分類  

技法（Techniques） 學生人數 

1. 直式乘法  (A)含未知數 1 

 (B)不含未知數 6 

2. 直式除法  (A)含未知數 0 

 (B)不含未知數 3 

3. 使用含未知數的恆等式  10 

 

由上表可以得知，在此教學實作活動中，教師可以利用數學行知模型，分析教材中的

數學知識內容以及需要解決此問題的概念，對所布置之教材可以更清晰的掌握。此外經由

學生的個人行知模型對照，我們可以發現對特定類型任務（蟲蛀算問題）的數學行知模型

分析，使我們能夠刻畫出學生的個人行知模型，了解其在解決該任務時的數學知識和實踐，
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可作為教師於課前教學設計之參考。也就是說，對於數學行知模型元素的分析，能使教師

於授課前充分考慮學生對於此類型任務的解題技法，使備課活動更形完整。在之後教學實

作中，也可以針對學生技法不足之處予以補充。  

由於本研究所涉及之機構為大學場域，大學生對於數學原典中的問題經閱讀理解後，

答題並沒有困難，也幾乎都能答對。因此在本研究中，研究者並不評價學生的數學知識或

答題品質。主要目標是分享歷史問題，並以行知模型為工具，分析學生解題所運用的數學

技法。至於學生若使用相異之技法是否會比較容易、快速得到答案，進而影響其答題品質，

這些考量針對不同機構的教學者，例如中學教師或小學教師，就可以根據其教學目標，再

對學生的個人行知模型逐一加以分析。  

四、學生對於「蟲蛀算」數學史學習工作單之回應 

學生才是學習的主體，除了「蟲蛀算」數學史學習工作單的閱讀理解歷程外，研究團

隊也設計「蟲蛀算」課程實施學生學習意見表以了解學生參與「蟲蛀算」課程活動後的感

想與收穫。本學習意見表有 9 題問題以五分量表方式勾選，探討學生的學習感受，為讓學

生真實表示意見，以求資料的詳實，本份意見表以匿名的方式填答，題目及學生回應狀況

如表 8 所示。 

表 8 

「蟲蛀算」學習意見表各題平均數及標準差  

題項 平均數 標準差 

1. 我覺得本單元能讓我體會到數學解題的樂趣。  4.43 .676 

2. 我覺得本單元能讓我回顧之前所學過的數學方法。  4.14 .727 

3. 我覺得本單元能幫助我了解日本本土數學「遺題繼承」的特色。  4.19 .680 

4. 我覺得本單元能幫助我了解日本數學史的發展脈絡。  4.19 .602 

5. 我覺得解題蟲蛀算能幫助我提升研究探究的能力。  4.05 .805 

6. 我覺得設計蟲蛀算題目能幫助我提升創造力。  3.95 .740 

7. 我覺得邀請同學挑戰並解題能幫助我提升溝通的能力。  3.67 .856 

8. 我覺得本單元能提高我學習數學的興趣。  4.19 .602 

9. 我覺得本單元能幫助我了解數學的文化面向。  4.19 .680 

全部題目 4.11 .708 

 

研究者於「蟲蛀算」課程實施學生學習意見表的每個問題後面，都請學生質性說明理

由，以更了解學生真實想法。關於 21 位學生對於「蟲蛀算」數學史學習工作單之回應狀況，
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其中第 1 題「我覺得本單元能讓我體會到數學解題的樂趣」同意度最高，達 4.43。學生的

理由諸如「透過實作可以增加參與的興致」、「展現了很多平常沒想過的故事、公式由來、

證明等，讓我能再次思考一些平常看似理所當然的題目、公式，去尋找其中的奧妙、樂趣」、

「有趣又不會太複雜，有成就感」、「一些以前沒聽過的技巧讓我耳目一新」等。  

同列次高分 4.19 分的共有 4 題，關於第 3 題「我覺得本單元能幫助我了解日本本土數

學『遺題繼承』的特色」，學生的回應有「把困難的題目留給下一個人的方法可以使人的腦

袋更進步」、「很意外數學題是會被大家重視的，還會繼承」、「日本對於數學也是有很多不

同的文化，其中傳承自己解不出的問題供後人所解也很棒，隨著知識越來越多，能解出的

題也越來越多，又會產生更多新的問題，新的想法」等。  

關於第 4 題「我覺得本單元能幫助我了解日本數學史的發展脈絡」，學生的回應如「有，

而且我覺得很新鮮，以前都沒有遇過這種問題」、「有介紹主題原由，所以有所了解」、「老

師有講解一些歷史的發展關係」、「透過蟲蛀算了解日本數學史」等。  

關於第 8 題「我覺得本單元能提高我學習數學的興趣」，學生的回應有「蟲蛀算數學的

學習讓我多認識一個數學歷史讓我提升興趣」、「聽到很多數學故事、認識很多數學家、發

覺很多數學的秘密，會讓我想挖得更深，想找更多故事來看」、「有很多有趣的地方，讓我

知道數學不只是考試，一開始都是拿來解決生活上的問題的」、「認識到不同於教科書上的

數學」等，也有學生表示「多少恢復一點被必修消磨掉的興趣」。  

關於第 9 題「我覺得本單元能幫助我了解數學的文化面向」，學生的回應有「可以理解

各式各樣不同的數學文化，很不錯」、「不同國家的不同數學知識、數學故事都很有趣，也

都會受到當時環境影響有不一樣的風貌」、「了解了蟲蛀算以及遺題繼承的數學文化」、「同

樣是數學，在不同地方有不一樣的文化面向，我覺得很有趣」等，更有學生認為「跟現實

生活結合，我們的東西 100 年後也說不定會變成另類的蟲蛀算」。  

在問卷的九個問題中，平均最低的是第 7 題「我覺得邀請同學挑戰並解題能幫助我提

升溝通的能力」，只有 3.67 分。研究者之所以會布置這個題目，主要是基於十二年國民基

本教育之課程發展本於全人教育的精神，以「自發」、「互動」及「共好」為理念，強調學

生是自發主動的學習者，並提出「自主行動」、「溝通互動」及「社會參與」三大面向。此

處的「溝通互動」是強調學習者應能廣泛運用各種工具，有效與他人及環境互動。這些工

具包括了物質工具和社會文化工具，物質工具是指人造物（教具、學習工具、文具、玩具、

載具等）、 科技（含輔助科技）與資訊等，至於社會文化工具則是指語言（口語、手語）、

文字及數學符號等（教育部，2014）。本校之前身為師資培育學校，學生畢業後大多為國小

教師，直至今日，也仍會有部分學生畢業後至各類教育現場工作，因此溝通能力的培養實

需多所關注。 

在本次課程活動安排中，研究者讓學生出題，並邀請身邊同儕解答，想借此增進學生

數學溝通能力，但是這項任務的認同度竟是全部問題中最低的。贊同學生的回應例如「可

以進一步跟同學交流」、「跟同學解釋題目會提升溝通能力」、「在解題的過程中需要雙方的

溝通，可以提升溝通的能力」、「透過解題跟其他人溝通交流」等，但是也有學生認為「同
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學解題很順利，不太需要溝通」、「沒什麼溝通」、「因為數學系的人都願意接受題目」等，

或者是個人因素「是可以啦，但有點社恐，同學我都不太認識，要找同學解題對我來說是

個大難題」。 

為了更了解此類教材對於學生數學學習體驗的影響，研究者也於問卷最後布置質性問

題，讓學生回顧課程活動。研究者分析學生的書面答案，並以歸納的方式整理為與數學學

習相關的三個面向，分別是數學思考、數學的文化體驗以及對數學的觀點。以下將分別加

以說明。 

（一）數學思考面向 

1. 體會到代數的威力及解法的多元 

例如「雖然有些蟲蛀算的題目很難，如果有運用到代數的話倒是很好處理題目」、「在

解題的過程確實都是使用過往國高中所學習的數學知識，甚至同學還使用了 mod 來解題，

大家不同的解題方式讓我感覺到這就是數學有魅力的地方」、「一開始在學習的時候，有一

點就是用拼湊方式的方法解答出題型，但教授利用請同學上台的方式讓我知道，原來大家

有那麼多的想法，有人用代數設一些未知數，也有人跟我一樣用爆開的，讓我很佩服大家，

因為一開始完全沒有想到那麽多方法」等等。 

2. 關於擬題的思考 

例如「設計題目時也沒那麼容易，如果沒先自己算過，會發現不了其中的錯誤，我出

的題目就是這樣。是讓同學試寫時，才發現的」、「出題若照著前面有的例題出，只是改數

字就不會太難，難的是要產生完全不同類型的題目（所以我沒這麼做），要想怎麼設計格子，

怎麼樣才不會出現多組解，若要加入題目背景故事，甚至要想如何放入合理的內容，真的

很多要想，出題目者真的很厲害」、「這次的課程令學生很有參與感，出題目的時候還需要

考慮到自己出的題目是否合理」、「設計蟲蛀算時，先將想要出的等式先列出來，再效仿日

本傳統的題目，將這些數值結合實際案例。同學很快就將其解出了，感覺下次應該要出難

一點」等等。 

（二）數學的文化體驗面向 

例如「我在這次的活動中學習到了日本數學發展的脈絡，並在其中瞭解了蟲蛀算的問

題跟歷史中的例子」、「從蟲蛀算的原始題目中，我們可以看到日本的傳統數學文化，讓我

更加瞭解數學在不同地方的發展，解蟲蛀算也讓我有更多的思考」、「覺得前人的數學計算

方式很有趣，也讓我學習到跟現在有點像的計算方式，我覺得很有趣」、「遺題繼承的部分

滿有趣的，感覺像是一種競爭，解完了上一題就要再出一題給別人解」、「了解了遺題繼承

以及日本的數學發展內容，以及如何用邏輯思考來解決蟲蛀算的問題」、「把自己想的題目

讓同學去解答，有種刺激感，想知道對方會用什麼方法解出來，會解多快？也理解古人用

這個設計問題的方式讓他人來解的心態是如何了」等等。 
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（三）對數學的觀點面向 

例如「我也感嘆古人在算此題目時的毅力，古人的算術方式並沒有現今這麼方便簡潔，

但這也是為何我們需要不斷改良數學計算證明手法的原因」、「第一次接觸蟲蛀算，一開始

都只想到一些很複雜的方法，但感覺應該還有其他方法，所以就遲遲沒有下筆，後來跟同

學討論後才想到直式的方法。在跟同學挑戰的過程中我覺得特別印象深刻，不但可以自己

設計應用題，也可以和同學互動一起解題討論，是一堂很有趣的課程！」等等。 

經由期末訪談，學生回顧課程活動也呼應了上述面向，例如「比較有印象的部分是設

計題目，在設計題目有訣竅，如果填空位子不對可能會有多組答案或是可能會很難解，出

題是有技巧性的」、「像小時候小明打翻水的問題，沒想到古代就有這種玩法，很有趣」、「利

用現在國中設未知數的概念，算是蠻好回憶的」、「有一些題目很簡單可以很快想出答案，

有些就要慢慢推敲，可能會有好幾組可能性要一個一個去配對去猜測，對於活化大腦是非

常好的運動」等等。 

在諸多回應中，有位學生提及對於古文本的閱讀理解有所障礙「我覺得這次在解題目

遇到最大的困難點是文意上的理解，除了文言文外，我對一些單位字詞不太熟悉，所幸有

老師的解釋才稍微理解。」日本原典「蟲蛀算」問題所採用之用詞與單位，與當前之學習

有所差異，對有需要的學生增添白話文注解，是研究者之後可以再留意之處。  

伍、研究結論與反思 

本研究為探討在「遺題繼承」傳統下的「蟲蛀算」文本，以及展示於大學數學系的「蟲

蛀算」問題教學實作。關於如何編製數學史教案包含學習工作單等問題，我們可以先經由

普及讀物著手，對主題發展脈絡先有通盤概略的認識，接著再進一步搜尋原典資料，增添

數學史文本，讓素材更為精緻豐富（蘇意雯，2021）。在本研究中，研究者先藉由平山諦

（1956/2005）在《東西數學物語》一書中對於日本「蟲蛀算」的介紹，以及佐藤健一（2016）

在《数の謎解き和算塾》對於「蟲蛀算」問題的探討，進而尋找和算書中的相關文本素材，

進行整理探討。研究者並分析「蟲蛀算」文本的數學行知模型，並與學生解題所用數學知

識做對照。研究所得的結論及反思將如下說明。 

一、 研究結論 

（一）「蟲蛀算」問題於為解答《中學算法》遺題而出版的《竿頭算法》書中出現，並在

《開承算法》書中被解答 

以本研究為例，我們可知在「遺題繼承」的傳統下，和算家中根彥循（1738）為了解

答青山利永《中學算法》的 12 條提問，出版了《竿頭算法》一書，並於解答之後又附上了
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25 條問題，第一問就是蟲蛀算問題：「有客問，偶得陳紙於笥中，披覽之有使銀等分與於三

十七人之筭題。視其總銀蠹蝕上下不詳，只存二十三匁，又每人所分銀亦蠹蝕，僅存其末

二分三釐耳，總銀及每人銀各幾何。」後來由神谷保貞（1745）出版的《開承算法》中加

以解答。也就是說，藉由「蟲蛀算」問題的出現及解答文本，也可以做為日本「遺題繼承」

傳統展現的一個範例。  

（二）行知模型可做為分析數學史文本及刻畫學生解題所用數學知識之工具  

針對研究問題二，教學人類學中的行知模型在本研究所扮演之角色的回應，研究者在

本研究中嘗試利用數學行知模型分析古代「蟲蛀算」數學文本，並經由實作分析學生的個

人行知模型，也統計學生所使用的技法與數學行知模型對照。從此教學實踐過程中，我們

發現可以經由數學行知模型，分析古代數學文本，能夠更清楚知悉此類型題目中的數學知

識內容及解決問題所隱含的相關數學概念。經由實作活動之後學生的個人行知模型，可看

出對於數學原典問題，學生的解題方式，也可與數學的行知模型交互對照。從本研究中，

顯示出以教學人類學的行知模型可做為分析數學史文本及刻畫學生解題所用數學知識之工

具。  

（三）大學數學系學生對「蟲蛀算」課程學習有正向之回應  

經由學生對於五分量表問卷的回應，在九個問題的平均分數為 4.11 分。從學生的質性

回應，我們看到「蟲蛀算」主題，可以讓學生經驗到數學思考、數學的文化體驗以及對數

學的觀點三個面向的潛能。從量化問卷、質性填答及訪談資料，顯示本次課程活動受到學

生正向的肯定。  

二、 研究反思 

（一）「蟲蛀算」教學實作改進 

對於問卷回應得分最低的第七題「我覺得邀請同學挑戰並解題能幫助我提升溝通的能

力」，研究者也對此進行反思。如前所述，之所以讓學生進行「蟲蛀算」擬題並邀請同儕作

答，原本的設計理念是希望能培養學生數學溝通能力。除了前文提及十二年國教對溝通互

動的關注，事實上，在之前的九年一貫數學學習領域（教育部，2008）中也相當強調「數

學溝通能力」的培養，此處所謂的溝通包括理解與表達兩種能力，也就是說，數學溝通一

方面要能了解別人以書寫、圖形，或口語中所傳遞的數學資訊，另一方面，也要能以書寫、

圖形，或口語的形式，運用精確的數學語言表達自己的意思。數學科是一門基礎而重要的

學科，數學溝通能力的培養對之後可能在教育領域服務的本校學生而言也就更形重要，研

究者基於這樣的認知，才會布置此一活動。回顧此次的教學實施，針對設計題目的品質，

研究者反思之後應該增加活動時間，要讓學生有充裕的時間思考擬題，也才能在邀請同儕

進行解題的過程中，雙方能有更好的溝通互動。之後還可以進行全班分享互相評析，例如



蘇意雯、宮川健  「蟲蛀算」大學生實作之分析  59 

研究者可以請學生在邀請同學解題後，將此部份學習工作單內容拍照上傳至本課程的數位

學習平臺討論區，如此可與全班同學分享題型及解法，使此部份之設計對學生更有助益。 

（二）從教學人類學觀點看「蟲蛀算」學習工作單之編排及分析  

在學習工作單之內容編排方面，由於研究者原意是想要介紹日本「遺題繼承」的傳統，

並呈現在此脈絡下的「蟲蛀算」研究，因此依年代順序安排算題。但是以數學內容來看，

題目二只有整數運算（松岡能一，1861），題目一牽涉到小數（中根彥循，1738；神谷保貞，

1745），因此如果是針對不同機構的教學，例如國中小學生，就可以讓兩題的先後對調，較

有助於學生循序漸進解題。另外修改版本也可以先呈現根據「蟲蛀算」之原理發展的國內

學生熟悉之題型與內容，例如前文提及的基測考題，再呈現日本之原典題目，如此或能讓

學生不但對日本數學史與文化有所理解，也能領略文化脈絡相似之處，對「蟲蛀算」之學

習更有概念。 

雖然在本文我們主要使用數學行知模型的概念分析，但教學人類學還有幾個理論結構

可茲運用，特別是教學行知模型的概念。此模型刻畫教師在教授一個數學行知模型的實踐，

可用以幫助我們設計數學課程，如何引入問題並進行教學（Miyakawa & Winsløw, 2013, 

2019）。以教學行知模型進一步分析歷史文本以及學生於此的數學實踐，正有待日後的研究。 

本次教學實作分析日本數學知識的發展及內涵，著重於探討在社會文化的脈絡下，社

會團體及社會氛圍如何影響數學的發展以及數學家之間的互動，意即闡釋數學家所處之學

術環境如何影響數學家之研究，進而探討日本數學知識的發生與當代社會之進展等交互關

係。研究者在「遺題繼承」脈絡下編製「蟲蛀算」教材，也利用教學人類學的數學行知模

型分析日本「遺題繼承」傳統下的「蟲蛀算」文本相關史料，希望能展現數學多樣豐富的

面貌。另外從學生的回應，我們也可得知此次「蟲蛀算」課程活動作為大學數學史素材編

排的可能與不足。 
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附錄 

「蟲蛀算」學習工作單 

班級：   座號：   姓名：  

「蟲蛀算」的問題首次被印刷出版是因為日本「遺題繼承」之傳統。和算家中根彥循為了

解答青山利永於 1719 年出版的《中學算法》的 12 條提問，於 1738 年出版了《竿頭算法》

一書，並於解答之後又附上了 25 條問題，其中的第一問就是有關紙條被蟲蠹蝕的問題： 

「有客問，偶得陳紙於笥中。披覽之，有使銀等分與於三十七人之算題。視其總銀蠹蝕上

下不詳，只存二十三匁，又每人所分銀亦蠹蝕，僅存其末二分三釐耳。總銀及每人銀各幾

何。」。 

 
(https://kokusho.nijl.ac.jp/biblio/100234659/1?ln=ja)  

此題的文意是敘述偶然在方箱中得到一張陳舊的紙，打開閱覽只知道是分銀給 37 人，

銀的總量上下被蠹蝕了只看到 23 匁(もんめ)，而且每個人所分到的銀量也被蠹蝕了，只看

到最後是二分三釐(0.23 匁)，問總銀及每人所分銀各是多少。匁為日本以前的重量單位，1

匁為 3.75 克。這個問題的答案在後來神谷保貞於 1745 年出版的《開承算法》中被解答出

來。 

問題一：請解出此問題之答案（例如：總銀     貫    百    十    匁    分    厘，

每人銀    十    匁    分    厘。） 

 
 
 
 
 
 

隨著和算的蓬勃發展，很多流派也風起雲湧。1808 年發行，於 1861 年五刻的宅間流

五世松岡能一之著作《算學稽古大全》中，將題目設計成一張以賣米換取銀兩的字據，但

此字據被蟲蛀了一個大洞，如下圖所示。字據的意思是「二百七十三石的米可換取銀□□□

四十五匁，每石米要付銀□□匁。」。 
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(http://codh.rois.ac.jp/iiif/iiif-curation-viewer/index.html?pages=200021598&pos=124&lang=en)  

問題二：請解出此問題之答案（例如：代銀     貫    百    十    匁，另一石米需付

銀     十    匁。） 

 

 

 

 

問題三：請設計出屬於你自己的蟲蛀算，並邀請一位同學挑戰。  

題目設計 挑戰同學姓名 

做法 

解答 

 

問題四：請寫下對於「蟲蛀算」的學習心得。  
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員會送請專家學者審查通過後予以刊登，被刊登文章之著作財產權歸國立臺灣師範

大學數學系及台灣數學教育學會共同擁有，文責由作者自負。投稿至《臺灣數學教

育期刊》之文章，若經編輯委員推薦且經作者同意，可轉稿至《臺灣數學教師》。 

柒、 中文文稿格式請參考本期刊論文撰寫體例的說明或已發行之文稿，若為英文撰寫之

文稿、引用英文文獻以及數學符號、公式等請參考APA第七版出版手冊。投稿時應

注意下列事項： 

一、 填寫投稿資料 

(一) 文稿基本資料。 

(二) 通訊作者之姓名、服務單位、職稱、通訊地址、聯絡電話和電子郵件地址。

一位以上作者時，非通訊作者只需填寫姓名、服務單位和職稱。 

(三) 任職機構及單位：請寫正式名稱，分別就每位作者寫明所屬系所或單位。 

(四) 頁首短題（running head）：中文以不超過15個字、英文以不超過40個字元

為原則。 

(五) 作者註（author note）：說明與本篇研究相關的資訊。 

二、除文稿正文外，還需包含中英文摘要，相關規定請詳見《臺灣數學教育期刊》

論文撰寫體例。 

三、若為修正稿，遞交修正的文稿（上述第伍項第三點之資料）上請以色字標示修

改處，並需依審查意見逐項說明修改內容或提出答辯。 

捌、 本刊審查流程分為預審與正式審查兩個階段： 

一、預審：不符合本刊宗旨、品質要求，或撰寫體例者，逕行退稿或退回請作者修

改後再上傳。 

二、正式審查：為雙向匿名審查，除基本資料表外，不得出現任何足以辨識作者身

份之資料，包括請先省略誌謝。 

玖、 文稿透過線上投稿系統（http://tjme.math.ntnu.edu.tw）方式投遞。當文稿被接受，作

者需在本刊提供的著作財產權讓與同意書上簽名，以掃描檔或紙本方式寄回。作者

應負論文排版完成後的校對之責。被接受刊登之文稿，作者需提供文獻之doi，以及

中文參考文獻之英譯資料。被接受刊登的英文文稿，作者需自行負責檢查文稿中的

用詞、語法、拼寫、含意和邏輯的正確性，編輯委員僅負責格式上之校對。 

壹拾、 期刊助理聯絡郵箱：TJME.taiwan@gmail.com 
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《臺灣數學教育期刊》研究論文撰寫體例 

2013.04.03 編審委員會會議通過 

2013.09.27 編審委員會會議修訂通過 

2014.09.04 編審委員會會議修訂通過 

2017.03.17 編審委員會會議修訂通過 

2022.04.08 編審委員會會議修訂通過 

 

 

本期刊原則上依循美國心理學會（American Psychological Association）的撰寫格式，

中文文稿請參考下面的說明或本刊已發表的文稿，若為英文撰寫之文稿、引用英文文獻

以及數學符號、公式等請參考 APA 第七版出版手冊。文稿請使用 Microsoft Word 98 以

上之繁體中文文書軟體處理。除另有規定外，中文字型一律採用新細明體，英文字型一

律為 Times New Roman。 

 

壹、 撰稿格式 

一、稿件順序：投稿除需要附上作者基本資料表檔案外，中文稿件內容依序為中文摘要

頁（含關鍵字）、英文摘要頁（含關鍵字）、正文（包括圖、表、附註、誌謝、參

考文獻）以及附錄（若無必要可省略）；英文稿件之撰寫順序相同，唯中英文摘要

頁位置對調。 

二、稿件版面：以單欄版面橫向印列的A4規格紙張，上下左右各留2.5公分空白，除基本

資料表頁外每頁需加註頁碼。文稿字數（包含摘要、正文、圖表、附註、參考文獻、

附錄等）中文以20,000字為上限，英文以10,000字為上限。 

三、中文文稿的中文摘要在前，英文摘要在後：中文摘要頁內容包括論文題目（粗體20

級字、置中）、摘要（不分段，限500字以內）、與關鍵字（以五個為上限，並依筆

畫順序由少到多排列）。英文摘要頁內容包括 Title（bold, 20 pt, central）、Abstract

（不分段，限300字以內）及 Keywords（字詞及順序須與中文關鍵詞相對應）。 

四、英文文稿的英文摘要在前，中文摘要在後：英文摘要頁內容包括 Title（bold, 20 pt, 

central），Abstract（不分段，限300字以內）及 Keywords（以五個為上限，並依字

母順序排列）；中文摘要頁內容包括論文題目（粗體20級字、置中）、中文摘要（不

分段，限500字以內）及中文關鍵詞（字詞及順序須與英文關鍵詞相對應）。 

五、字級與行距：除各項標題、表之註記與另起一段之引文外，內文不分中英文均為12

級字，單行行距。 

六、字型與符號：除另有規定外，中文字型一律採用新細明體，標點符號及空白字為全

形字；英文字型一律為Times New Roman。 



貳、 正文規格 

一、正文內容：原則上包括「緒論」、「文獻探討」、「方法」、「結果」、「討論」

與「參考文獻」等六部分，「緒論」含研究動機與目的、假設或研究問題等內容。

前述格式為原則性規定，作者可依論文性質斟酌改變。 

二、標題的層次、選用次序與字體： 

(一) 標題請用字簡明，勿用句號或冒號。若逢頁尾最後一行，應移至次頁首行。第一級

標題為「緒論」、「文獻探討」、「方法」、「結果」、「討論」與「參考文獻」等，

各層次標題選用次序為：壹、一、(一)、1、(1)、A 最多以六個層次為原則。 

(二) 第一層次標題置中，其餘靠左對齊。第一、二、三、四、五層次標題請使用粗體。

第一層次標題使用 16 級字，第二層次標題使用 14 級字，其餘 12 級字。 

(三) 第一、二、三層次標題為單行間距，並與前後段距離均為 1 行；第四、五、六層次

標題為 12 點最小行高，並與前後段距離均為 0.5 行。 

(四) 第五、六層次標題內縮 1.5 字元，而第六層次標題加上底線。 

 

三、 英文統計符號：須用斜體字，例如F(1, 53) = 10.03, t, F, M, SD, N, r, p等。希臘字母

則不要斜體，例如：α, β, ε, η。 

四、 資料分析結果的有效位數須全文一致：恆小於「1」的數值，例如KR20, α, p等統計

數值的個位數字「0」請省略。 

五、 誌謝與附註： 

(一) 誌謝應力求簡短扼要，置於正文之後。誌謝二字為 16 級字、粗體、置中。誌謝文另

行起、第一行內縮 2 字元、12 級字。 

(二) 附註應置於參考文獻之前，每項附註均另起一行，並以阿拉伯數字編號，依順序

排列。 

壹、16級字、粗體、置中 

一、14級字、粗體、靠左對齊 

(一)12級字、粗體、靠左對齊 

1. 12級字、粗體、靠左對齊 

(1)內縮1.5字元、12級字、粗體、靠左對齊 

A.內縮1.5字元、12級字、底線、靠左對齊 



參、 文獻引用格式 

一、 注意事項 

(一) 引用文獻時，必須有作者姓名（中文作者姓名全列，英文作者僅列姓氏）及論文

年份（中文文獻及英文文獻均使用西元年份）。 

(二) 相同作者在同一段中重複被引用時，第一次須寫出年代，第二次以後，在不造成

混淆的情況下年代可省略。若在不同段落中重複引用時，則仍須完整註明。 

(三) 本文中引用之文獻必須在參考文獻中列出。 

二、 引用部分文獻內容 

若引用特定文獻時，資料來自於特定章、節、圖、表、公式，須標明特定出處；

如引用整段原文獻資料，須加註頁碼。中文以「頁」表示；西文單頁為“p.”、兩頁

以上為“pp.”。 

範例：吳昭容（2019，頁9）或（洪萬生，2006，頁167） 

 (Dubinsky, 1991, p. 102) 或 (Heath, 1956, pp. 251-252) 

三、 作者人數為一人、二人、三人以上或機構： 

(一) 作者人數為一人 

中文格式  作者（年代）或（作者，年代） 

英文格式  Author (Year) 或 (Author, Year) 

範例： 劉柏宏（2021）或（劉柏宏，2021） 

 Heinz (2015) 或 (Heinz, 2015) 

(二) 作者人數為二人。每次引用均須列出全部作者，在行文中，以「與」連接；在括號

和參考文獻中，中文以頓號「、」，西文以“&”連接。 

中文格式  作者 1 與作者 2（年代）或（作者 1、作者 2，年代） 

英文格式  Author 1 與 Author 2 (Year) 或 (Author 1 & Author 2, Year) 

範例： 蔡政樺與秦爾聰（2021）或（蔡政樺、秦爾聰，2021） 

 Yang 與 Idris (2021) 或 (Yang & Idris, 2021) 

(三) 作者人數為三人以上。 

1. 僅需要寫出第一位作者，後面再加上「等人」或 「et al.」。 

2. 若作者縮減後與其他文獻會產生混淆（第一作者與年代皆相同），請將作者逐一

列出至可區辨者。 

3. 若僅最後一位作者不同，則每次引用時都要將所有作者列出。 

範例 1： 呂鳳琳等人（2018）或 （呂鳳琳等人，2018）或 Green 等人(2014) 

 Sherry et al. (2010) 或 (Sherry et al., 2010) 

範例 2： Hong、Hwang、Liu 等人（2014） 

 Hong、Hwang、Tai 等人（2014） 

範例 3： Mullis、Martin、Foy 與 Arora（2012） 

 Mullis、Martin、Foy 與 Drucker（2012） 



(四) 當作者或作者之一為機構。第一次引用應寫出機構全名，並以中括號註明慣用之

簡稱，第二次之後即可使用簡稱替代。 

範例： 行政院國家科學委員會（國科會，2011）或（行政院國家科學委員會 [國科會]，2011） 

 National Science Council (NSC, 2011) 或 (National Science Council [NSC], 2011) 

四、同一作者不同著作：在文章中引用同一作者在同一年的多篇著作時，應在年代後加

註 a, b, c……以茲區別。 

範例：（教育部，2009a，2009b，2009c，2009d） 

五、引用相同姓氏作者：當兩筆西文文獻之第一作者同姓時，須引用全名，且採「名在

前姓在後」方式書寫。 

範例： A. J. Bishop（1985）和 E. Bishop（1970）都認為……。 

六、同時引用多筆文獻：依作者姓名筆畫（英文用字母）排序；若同時有中英文作者，

則先列中文作者。不同作者之間用分號分開，相同作者不同年代之文獻用逗號隔開

年代。 

範例： （陳學志、賴惠德、邱發忠，2010；Lai et al., 2013; Yen & Yang, 2016） 

七、引用翻譯文獻：採用（原作者，原著出版年代/譯本出版年代）或原作者（原著出版

年代/譯本出版年代）的標示方式。 

範例： Skemp (1987/1995) 或 (Skemp, 1987/1995) 

八、間接引註：當引用之觀念或陳述，來自第二手資料時，應將原始資料和第二手資料

同時註明。在括號中首先列出原始作者與年代，接續中文以「引自」註明第二手資

料之作者與年代，並說明出處頁碼；或直接引出第二手資料之文獻。 

範例：（Garner, 1988，引自蘇宜芬、林清山，1992，頁246） 

 （引自蘇宜芬、林清山，1992，頁246） 

九、直接引述：引文超過中文 80 字（西文 40 字），則須另起一段，並改為標楷體 10

級字，左右縮排 2 字元，與正文間前後空一行，且在引文前後無需用引號。 

範例： 

Schoendfeld (1992, p.335) 有一段話可以用來討論： 

數學從其創生之始就是一種社會活動，在此活動中一群訓練有素的實踐者（數學科學家）

從事組型的科學─基於觀察、研究和實驗，有系統地試圖要決定一個公理化或理論化之

系統中的規律的性質和原理（此為純數學），或者從實在世界物體中抽象出來之系統的

模式（此為應用數學）。數學的工具是抽象、符號表徵、和符號操作。然而學會運用這些

工具，其意義乃謂一個人以數學方式思考而非如一個工匠使用工具。以數學的方式思考

就是：（1）形成數學觀點─珍視數學與抽象的歷程，並偏愛其應用，（2）發展此學科的

工具的能力，並應用這些工具以協助我們理解結構─數學的建構意義（mathematical 

sense-making）。 



肆、 圖與表格： 

一、圖與表格均配合正文出現。圖和表格標題需分為上、下兩行，置左。圖表序在上行，

以阿拉伯數字序碼，且需粗體；圖表名在下行，精簡命名，不粗體。 

二、若有資料來源，應於圖表下方附加說明，同時可視需要加以註解，圖表中文字可用簡

稱，若簡稱尚未約定俗成或未曾在正文中出現，則須於圖表的註解中列出全稱。 

三、 表格之製作以簡明清楚、方便閱讀為原則，頂端與底端採用粗線（1.5pt）繪製，中

間與兩邊不必畫線。 

四、每一個圖表的大小以不超過一頁為原則，如超過時，須在續表之表序後加上（續）

/ (continued)，但無須重現圖表名，如：表1（續）或 Table 1 (continued).。 

五、圖和表格內容若有解釋的必要，可作註記。註記與圖表之左邊界切齊，列在圖、表

之下方，每註另起一行，按編號順序排列，句末須句號。 

(一) 一個註解：中文稿件以「註：」表示；英文稿件以「Note.」表示（Note.為斜體）。 

(二) 一個註解以上，註解順序依序為： 

1. 一般註解：限定、解釋或提供表、圖的相關資訊（以「註」表示）。 

2. 特別註解：特定的某個直欄、橫欄或個別的條目有關（以上標「a、b、c」分段表示） 

3. 機率註解：指出顯著性考驗的結果（以「*p < .05. **p < .01. ***p < .001.」表示）。 

 

圖例： 

圖 2 

兩種不同的表徵(a)不規則排列的表徵(b)線性排列的表徵 

       

引自 “Materials count: Linear-spatial materials improve young children's addition 

strategies and accuracy, irregular arrays don't,” by J. Schiffman and E. V. Laski, 2018, 

Plos One, 13(12), p. 4. 

 

 

  



表例： 

表2 

實驗教學前兩組學生的作文成績比較（獨立t考驗）項目 

項目 
控制組  實驗組 

兩組平均差c t值 
平均數 標準差  平均數 標準差 

內容a 5.25 1.03  3.73 1.08 1.52 4.57*** 

組織a 5.23 .95  3.85 1.07 1.38 4.31*** 

文法a 5.44 1.08  4.17 1.18 1.27 3.53* 

語辭a 5.39 1.08  4.15 1.13 1.24 3.55** 

整體b 21.32 3.81  15.90 4.18 5.42 4.28*** 

註：控制組與實驗組受試者各20名。 
a 各項目的滿分為10。 
b 整體分數為四個分項的得分加總。 
c 兩組平均差＝控制組平均數－實驗組平均數。 

*p <.05. **p < .01. ***p < .001. 

伍、 參考文獻格式 

一、 注意事項 

(一) 排序方式：正文中引用過之文獻，必須全部列舉在參考文獻內，且不得列出未引用

之文獻。中文文獻依作者姓氏筆畫順序排列，外文文獻則依作者姓氏字母順序排列。

每個作者第一行由第一格開始寫，第二行中文內縮三個字；英文內縮六個字母。 

(二) 標點符號：中文文獻應使用全形的標點符號，英文文獻則使用半形的標點符號，在

半形標點符號後須空一格半形空格書寫。 

(三) 英文名稱之大小寫：期刊篇名與書名除了第一個、冒號之後或專有名詞之第一個字

母大寫外，其餘均使用小寫。期刊名稱除了介系詞與連接詞外，每個字的第一個字

母大寫。 

(四) 中文姓名英譯寫法：中文姓名的英譯若有”-”（例如：Li-Li Huang），則寫法為Huang, 

L.-L.；若沒有（例如：Lung Hung Chen），則寫法為Chen, L. H.。此部分請作者在

投稿前自行確認原始參考文獻為何種用法。 

(五) 多人文章 

1. 作者為一到二十位：須全列出作者姓名，如果為英文文獻，須在最後一位作者前加

上「&」。 

2. 二十一位（含）以上作者群：僅列出前十九位與最後一位作者姓名，中間以「…」

連接。 

(六) 接受刊登之稿件 

1. 作者應提供參考文獻之數位物件辨別碼（DOI），格式請使用「https://doi.org/xxxxx」。 
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1992 年至 2017 年學位論文為例。臺灣數學教育期刊，6（1），27–51。[Tsai, 

W.-J., Chang, C.-C., & Liu, P.-H. (2019). Analysis of current state and 

recommendations for HPM research in Taiwan: The case of theses and 
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27–51. (in Chinese)] https://doi.org/10.6278/tjme.201904_6(1).003 
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作者名（付梓中）。篇名。期刊名。[Author, A. A. (in press). Title of article. Title of 

Periodical.] 
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Author, A. A. (in press). Title of article. Title of Periodical. 

範例： 

張子貴（付梓中）。數學系學生對函數極限的錯誤認知與解題困境。臺灣數學教育

期刊。[Chang, T.-K. (in press). Math Students’ Misunderstandings and Obstacles 

in Learning Limits of Functions. Taiwan Journal of Mathematics Education. (in 

Chinese)] 
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Institution. (in Chinese)] 
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Author, A. A. (Year). Title of article [Unpublished doctoral dissertation/master’s thesis]. 

Name of Institution. 
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presentation/Symposium presentation). Conference Name, Location, Country. (in 
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作者名（出版年）。書名。出版社名稱。[Author, A. A. (Year). Book Title. Publisher Name. 

(in Chinese)] https://doi.org/xxxxx 
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Author, A. A. (Year). Book Title. Publisher Name. https://doi.org/xxxxx 
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主編名（主編）（出版年）。書名。出版社。[Author, A. A. (Ed./Eds.). (Year). Book title. 

Publisher Name. (in Chinese)] https://doi.org/xxxxx 
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Author, A. A. (Ed./Eds.). (Year). Book title. Publisher Name. https://doi.org/xxxxx 
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作者名（出版年）。章節名稱。載於主編單位/主編名（主編），書名（頁 xx–xx）。出版

社名稱。[Author, A. A. (Year). Title of chapter. In E. E. Editor (Ed./Eds.), Book title 

(pp. xx–xx). Publisher Name. (in Chinese)] https://doi.org/xxxxx 
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Author, A. A. (Year). Title of chapter. In E. E. Editor (Ed./Eds.), Book title (pp. xx–xx). 

Publisher Name. https://doi.org/xxxxx 
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依照英文字母排序，但若譯本有將原作者名翻譯為中文者，須使用其中文名，依筆

劃，插入中文文獻之內；若沒有則維持原作者名。 

中文格式 

原作者名/譯名（翻譯本出版年代）。翻譯書名（譯者名，譯）。譯本出版社。（原著

出版於 xxx 年）[Author, A. A. (Year). Book title (Translator, Trans.). Publisher. 

(Original work published Year) (in Chinese)] 

英文格式 

Author, A. A. (Year). Book title (Translator, Trans.). Publisher. (Original work published 

Year) 

範例1： 

Struik, D. J.（2014）。數學史（吳定遠，譯）。水牛。（原作出版於 2012 年）[Struik, 

D. J. (2014). A Concise History of Mathematics. (Wu, D.-Y., Trans.). Buffalo Book 

Company. (Original work published 2012) (in Chinese)] 
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赫爾曼（2009）。數學恩仇錄（范偉，譯）。博雅書屋。（原作出版於 2006 年）[Hellman, 

H. (2009). Great feuds in mathematics: Ten of the liveliest disputes ever (Fan, W., 

Trans.). Goodness Publishing House. (Original work published 2006) (in Chinese)] 

 

九、 研究計畫報告：若沒有計畫編號或網址，則無須填寫。當機構名稱與出版單位相同

時，可省略出版單位。 
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機構名稱或作者名稱（年代）。篇名（計畫編號：xxx）。出版單位。[Name of Group. 
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Author/Name of Group. (Year). Title of report (Report No. xxx). Publisher name. 

https://xxxxx 
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Author, A. A. (Year, Month Day). Article title. Website Name. http://xxxxx 
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國教署（2020 年 12 月 8 日）。臺灣參加國際數學與科學教育成就趨勢調查（TIMSS 

2019）成果發表。教育部全球資訊網。[K-12 Education Administration. (2018, 

December 8). The report of trends in international mathematics and science study 2019 

for Taiwan. Taiwan Ministry of Education. (in Chinese)] 

https://www.edu.tw/News_Content.aspx?n=9E7AC85F1954DDA8&s=B822E38

553C1D561 
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