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主編的話 

學術研究的發展與精進有賴其社群成員間交流順暢與相互砥礪。《臺灣

數學教育期刊》即在提供數學教育研究社群發表研究成果論述的平台。本

期刊以發行高品質學術研究論文為宗旨，支持多樣性觀點探討數學教育。

無論是實徵性研究或具批判性理論論述之立場論文，只要是原創性論文均

為本刊鼓勵發表之文章。每篇進入審查程序之文章均有一位責任編輯從中

輔導與協助作者進行文稿的修訂。無論文章最後結果是否接受刊登，作者

皆能在過程中獲得適當正面意見。 
數學本身為高度抽象的知識體系。因此，如何輔助學習者有效地學習

數學即是數學教育研究的重點。然而，此涉及學習者多樣的學習風格與教

學工具的使用。本期所刊登之三篇論文中，第一篇是由鄭英豪、陳建誠與

許慧玉共同發表用動態幾何軟體作為輔助工具以分析國中臆測幾何性質的

過程。第二篇文章是由連文宏與洪儷瑜共同發表探討數學學障與數學合併

閱讀障礙國中生計算能力表現之特徵以及其差異。第三篇是由陳埩淑所發

表之探索性研究，探索幼童重複樣式之教學。本期三篇論文分別展現多樣

性的數學教育研究，期能給讀者有用的參考資訊與啓思。 
本期刊得以維持高品質的論文發行接有賴於副主編、責編與編審委員

們的無償付出與把持，以及台灣數學教育研究社群的投入，特此致謝。期

盼各界能繼續支持，不吝賜稿。 
《臺灣數學教育期刊》主編 

謹誌 
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國中生在動態幾何軟體輔助下臆測幾何性質之研究 

鄭英豪 1    陳建誠 2    許慧玉 3 
1臺北市立大學數學系 

2明志科技大學 

3國立清華大學數理教育研究所 

本研究探討國中生如何在動態幾何環境下臆測幾何性質。研究以程序性反駁模式為中介理論架構設計幾

何臆測學習單，目的是瞭解國中生如何在動態幾何環境中建構圖形案例，並依據案例來臆測正確的幾何

性質。其中，本研究特別強調將動態幾何軟體定位為「例子產生器」，結合幾何圖形案例測量值的紀錄表

格，鷹架學生進行臆測活動。研究樣本為15 位七年級國中生，以質性分析方法為主、量化資料輔助說明

下，研究發現（1）動態幾何環境下，幾何性質本身涉及測量值關係的複雜程度及幾何性質是否容易在圖

形上視覺觀察，影響學生造例與臆測表現。同時這兩個因素影響學生在動態幾何環境下的認知行為和學

習困難；（2）具備良好的幾何物件分類系統是在動態幾何環境中成功臆測的重要關鍵；（3）學生對圖形

進行分解與重組操作有助於在動態幾何環境中察覺圖形中蘊含的特徵或關係；（4）學生能拖曳不同圖形

案例並不等同他們能察覺符合命題結果的正反例，進而影響臆測結果；（5）學生仍缺乏動態幾何環境知

識以建構原本意圖產生的圖形案例。另，本研究也依據學生在結合動態幾何與案例記錄表格的表現，區辨

出不同臆測認知策略：分別為有限隨機離散案例歸納、系統性調整案例臆測以及動態性調整案例臆測。 

關鍵詞：動態幾何軟體（DGS）、幾何性質、程序性反駁模式（PRM）、臆測 
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Junior High School Students Conjecture Geometric Properties 

in a Dynamic Geometry Software Environment 

Ying-Hao Cheng 1     Jian-Cheng Chen 2    Hui-Yu Hsu3 
1 University of Taipei 

2 Ming Chi University of Technology 
3 Graduate Institute of Mathematics and Science Education, National Tsing Hua University 

This study investigated how junior high school students conjecture geometric properties in a dynamic geometry 

software (DGS) environment. Using the proceduralized refutation model as an intermediate theoretical framework, 

we particularly examined the process and the difficulties that students may have when conjecturing. Specifically, we 

referred to DGS as an “example generator” and combined it with spreadsheets to support students in conjecturing 

geometric properties. A total of 15 seventh grade students participated in this study. Based on the qualitative analysis 

and quantitative data, we demonstrated that (1) the complexity of the relationship among measurements involved in 

a geometric property and the possibility of visualizing that property play important roles in determining students’ 

performance when conjecturing in a DGS environment; (2) being able to effectively classify geometric objects was 

the key to successfully perceiving geometric properties and relationships embedded in geometric diagrams; (3) 

decomposing and recomposing diagrams aided students in recognizing embedded geometric properties; (4) the 

ability to drag a geometric diagram into different shapes in a DGS environment did not guarantee the ability to discern 

supportive and counter examples or the ability to use those examples to correct false conditional statements; and (5) 

a lack of knowledge specific to DGS environments, particularly those related to dragging, hindered students’ effective 

construction of diagram examples. Additionally, we identified three types of conjecture approach: induction by 

randomly generating a finite number of discrete examples, conjecture by systematically making examples, and 

conjecture by dynamically altering examples. 

Keywords: dynamic geometry software (DGS), geometric property, proceduralized refutation model (PRM),  

conjecture 
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壹、前言 

一個好的數學活動設計應提供學生主動思考與建構的機會，而學生參與在這類數學學習活

動是改善當前臺灣學生「成就高與態度低」學習表現的主要關鍵（林福來，2010）。在此前提下，

臆測是達成此目標、解決臺灣面臨教育問題的策略之一。研究清楚指出臆測是數學問題解決歷

程的骨幹（backbone）（Mason, Burton, & Stacey, 1982），亦是發展數學能力的重要樞紐。參與數

學臆測活動的學生有充分的主動思考與建構機會，有助於發展學生數學概念知識、數學程序性

知識、及問題解決能力，並改善學生學習態度，進而對數學持著正面的態度意向。近年來，臆測

與論證已然成為全世界數學教育的核心之一，例如，NCTM（2000）就提出臆測與論證是各學習

階段學生應該要學習的課程內容，包含幼稚園、國小階段等，課室教學都應該提供學生有臆測

與論證的學習機會（Ball & Bass, 2003; Reid, 2002）。而臆測與論證也是目前推動十二年國教用培

養臺灣學生數學素養的重要主張之一。 

幾何問題的探索通常需要持續在證明與反駁間交互循環，其歷程提供參與者臆測以及推理

論證的機會（Lakatos, 1976）。動態幾何軟體（Dynamic Geometry Software, DGS）能鷹架學生探

究幾何問題、臆測與推理論證幾何性質，進而瞭解幾何相關知識。本研究所謂的幾何性質意旨

國中小教科書出現的定義、定理、引理等等。這些定義、定理和引理在教科書的呈現並不一定

遵照「若…則」（if-then）的條件命題敘述，而是以數學事實的陳述方式呈現，其並不強調邏輯

的前因後果。如教科書呈現平行四邊形的性質為「平行四邊形的對角線把此平行四邊形分成兩

個全等三角形」。探討動態幾何環境對幾何教學與學生學習相關研究進行已經行之有年（Chazan, 

1993; de Villiers, 2004; Healy & Hoyles, 2001; Laborde, 2000; Mariotti, 2001; Yerushalmy & Chazan, 

1990）。這些研究不但分析動態幾何環境的特性，學生如何與之互動，以及互動對幾何學習的影

響等議題，同時，強調教師應該具備所謂的 TPCK（technology pedagogical content knowledge）

（Koehler & Mishra, 2009），也就是教師使用科技工具進行教學活動所應具備的相關專業知能。

無論課室教學融入何種科技工具，在論述工具融入教學的成效之前，應先瞭解學生對科技工具

的理解，如何與科技工具互動，及藉由互動來幫助自己建構數學知識。而這些研究結果是科技

融入教學成功與否的重要關鍵。 

幾何與代數最大不同之處在於幾何圖形。從認知觀點來說，幾何圖形具備了兩種不同特質，

學者 Fischbein（1993）就提出圖形概念（figural concept）來描述個人認知幾何的雙重本質，他

認為幾何圖形同時具備圖形性質及概念性質，前者是個人對圖形樣貌的知覺理解；後者則是個

人對此圖形所產生的數學意義。個體在進行幾何解題過程中，幾何圖形的兩種性質必須交互作

用，並以此為基礎，進行幾何推理。Fischbein 的圖形概念是從個人認知觀點出發，因此，不同
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的個體對於相同的幾何圖形就可能產生不同的圖形概念。據此，學者 Laborde（2005）對幾何圖

形提出另一種不同的觀點，他聚焦在幾何圖形的外在表徵，區別出圖形的兩種性質：空間圖形

的性質（spatio-graphical properties）以及理論的性質（theoretical properties）。空間圖形性質是指

圖形的外在特徵，傳達出哪些視覺的特質，例如，這個窗戶看起來好像長方形；理論的性質則

是指圖形本身表徵的幾何定義或條件，例如，直角圖形∟的標示就表示此角度必定為 90 度。學

者 Fischbein 和 Laborde 的論述顯示出個人認知與客觀呈現兩者間可能的差異。 

從學者 Fischbein 的觀點來看，幾何教學通常希望學生同時知覺幾何圖形的概念性質與圖形

性質，尤其應從概念來思考圖形，瞭解同一幾何概念下，圖形本身涵蓋的變異性與不變性。因

此，教學期望的不只是協助學生建構典型心像（prototypical images），也希望學生能夠將圖形當

成數學結構化後的一個有條件變動的物件。更進一步希望學生能夠將圖形視為不同幾何性質組

合而成的結構，也就是所謂的論述性理解（discursive apprehension），同時，希望學生能將既有

圖形進行拆解、組合與重構，也就是所謂的操作性理解（operational apprehension）（Duval, 1995）。

從學者 Laborde 的觀點來看，教學應該提供圖形表徵蘊含的空間圖形的與理論的意涵。學者 Hsu

（2008）在教師幾何教學研究中，就提出教師教學過程中常涉及此兩種性質的轉換，例如，教

師在黑板上畫出一個看起來很像直角的角，但若未在角度上標示直角，學生不可自行推論此角

度為直角。教師藉由兩種圖形性質的轉換歷程，可以清楚地傳達幾何圖形所賦予的意涵，同時

亦能夠協助學生瞭解幾何意義，例如，學者 Cheng 與 Lin（2006）的研究則是利用塗色策略，引

導學生視覺化圖形的不同組成元素，再由這些組成元素喚起對應的幾何性質，反之亦然，此研

究證實塗色策略確實能夠提升學生幾何推理表現。 

動態幾何環境是一個提供學生瞭解圖形的理論與空間圖形性質之表徵媒介（mediator）

（Klaczynski & Narasimham, 1998）。它可以協助學生建構概念心像，尤其藉由圖形間的對應關

係與不變性，幫助學生整合理論的與空間圖形的特徵，建構完備的幾何概念，這也就是學者

Laborde（2005）所謂的幾何性質即是許多變動物件下所共同具備的不變性。現有許多研究分析

動態幾何環境如何幫助學生探究、臆測幾何性質（de Villiers, 1999; Laborde, 2000; Leung, 2008），

另外，有些研究特別強調動態幾何軟體的拖曳功能（Arzarello, Olivero, Paola, & Robutti, 2002）

或是測量功能（Olivero & Robutti, 2007），並探討這些功能如何幫助學生認識幾何性質或是形成

幾何臆測。本研究亦使用動態幾何軟體，但不同於這些研究，本研究將動態幾何軟體定位為「例

子產生器」，也就是學生根據某些幾何條件並利用其產生出符合條件的案例，此定位理由將於下

一章節中清楚陳述。學者 Arzarello 等人（2002）已發現僅提供學生動態幾何環境，不一定能夠

有效地協助學生瞭解幾何內涵或是形成幾何臆測，需要其他教學媒介的使用（如：表格），才能

有助於空間圖形性質與理論性質的連結與轉換。因此，本研究整合動態幾何軟體與案例資料表
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格，協助學生進行幾何性質的檢驗、反駁與臆測活動，以促進學生瞭解特定幾何性質為目標。

研究問題為： 

學生在整合動態幾何軟體為「例子產生器」與表格的學習單設計下，如何臆測幾何性質？

其可能遇到的認知困難為何？學生又有哪些不同的臆測策略？ 

貳、文獻探討 

一、數學臆測 

臆測在數學問題解決裡扮演重要的角色。學者 Mason 等人（1982）利用進入（entry）、進擊

（attack）和回顧（review）三階段來解析數學家如何解決數學問題，他們從問題解決的思考歷

程中辨識出兩組交互使用的基本程序：特殊化（specializing）與一般化（generalizing）、臆測

（conjecturing）與取信（convincing）。此四個基本活動是整個數學問題解決的骨幹，其中臆測更

是數學思考的核心，簡單地說，臆測是數學問題解決的關鍵數學思考。進一步來說，數學問題

解題歷程所涉及的臆測，並非只是某個猜測或判斷，而是個體在面對不明確的樣式或關係，能

夠根據已知的知識及資訊，選擇合適的表徵，進行猜測、檢驗、相信或反駁等循環歷程，在此歷

程中，個體所提出的猜想並不一定為真，仍需要進一步檢驗（陳英娥、林福來，1998）。 

設計臆測活動需要瞭解臆測活動所涉及的數學內容外，更重要的是要瞭解學生是如何形成

臆測的，學者 Cañadas、Deulofeu、Figueiras、Reid 與 Yevdokimov（2007）從許多數學教育研究

結果整理出形成臆測的類型，包含由離散的有限案例歸納、動態案例歸納、類比、發想和知覺

性臆測等五種不同認知過程的類型。無論是哪一種形成臆測的思維歷程，案例始終扮演著承先

啟後的關鍵地位，若要協助學生形成臆測，就得先協助學生產出特定的、多樣的或一般的案例，

才能有機會從案例中調整或重構臆測出命題。學者 Lin 與 Wu Yu（2005）從例子產生的觀點，

提出程序性反駁模式（Proceduralized Refutation Model, PRM）（如圖 1），當作臆測教學設計時，

教師與學生互動的歷程模式。此模式是一個以數學專家進行數學反駁的歷程為架構，教師先導

入錯誤敘述為起點，而此錯誤敘述可選用學生的迷思概念，透過教師適時的介入來促成學生投

入反駁與臆測的歷程，藉以增進學生反駁、臆測甚至是論證的能力。此模式的主要教學活動包

含：（1）教師導入錯誤命題，用來引導學生進入命題；（2）教師確認學生理解命題，透過學生產

生的案例來確認其理解命題；（3）教師鼓勵學生窮舉案例，用以促進學生提出各種類別案例；

（4）教師檢驗/演示數學式，用以促成學生區辨支持例和反駁例及其通性的表達；（5）教師鼓勵

學生產生臆測，用以促進學生修改命題形成臆測，以及針對臆測進行論證。此模式希望教師多

鼓勵學生主動提出不同類型的案例、主動區別支持例與反駁例、主動找出支持例與反駁例性質、

主動修正敘述以及提出臆測等。 
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圖 1  程序性反駁模式（Proceduralized Refutation Model, PRM） 

二、在動態幾何環境下的教與學 

目前常見課室教學使用的動態幾何軟體包括 Cabri, GeoGebra, The Geometer’s Sketchpad, The 

Geometric Supposer…等，這些幾何軟體都可以當成「例子產生器」，協助學生能夠根據特定條件

便利地產生幾何案例，學生有了這些幾何案例，才能進一步認識、觀察或歸納出可能的幾何性

質。特別是幾何概念或性質的學習中，學生常依據典型例（prototypical examples）來建立幾何的

概念心像（concept image）（Tall & Vinner, 1981）。從典型例的觀點來看，動態幾何軟體其中一個

重要功能就是提供學生建構各種不同的圖形例子，包括典型例和非典型例，並讓學生對建構出

的圖形案例做剛性變化（rigid transformation）（Leung, 2008）。換句話說，動態幾何環境扮演著

幾何學習的中介媒介，提供學生在心像和概念上交互作用，形成將來可以多元運用、具有清楚

幾何結構的概念心像。 

動態幾何軟體會因教師使用的不同方式而對學生學習產生不同的影響，例如，學者 Laborde

教師角色 學生活動 

導入錯誤命題 

確認學生理解命題 

鼓勵學生提出例子 

1. 給一例 

2. 給更多例 

3. 給不同類型例 

4. 區別支持例與反駁例 

5-1. 找出支持例的共同性質 

5-2. 找出反駁例共同性質 

6. 修正給定敘述的正確性 

7~8. 進行臆測、再臆測 

檢查/展示數學式 

鼓勵學生進行臆測 

0. 呈現心象 
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（2001）從觀察多位高中老師使用 Cabri 融入課室教學的歷程中，提出 Cabri 整合到教學的角色

有四種，蘊含著階層發展的觀點，其包括（1）資料收集：動態幾何環境主要被使用當作協助任

務的材料面向，任務本身沒有概念性的改變（相對於紙筆）；（2）形成臆測：動態幾何環境被當

成協助發現數學任務的不變性（如：拖曳三角形，但三中線交於一點並不受之改變）；（3）形成

問題：動態幾何環境因其工具使用的可能性，進而可以扮演協助學生修正任務，形成解題策略；

（4）探索論證：動態幾何環境本身為學生帶來新的意義與推理，成為學生論述幾何的基礎。同

樣的，Laborde（2005）論述動態幾何環境下的學習是一種圖形的實驗本質，其因為拖曳動作而

產生圖形變化，可以將定義好的圖形關係具體化，更重要的是圖形本身蘊含的變異性與不變性

可以藉由拖曳圖形改變而清楚地呈現出。 

另外，學者 Arzarello 等人（2002）區分出動態幾何環境下圖形拖曳（dragging）行為可能帶

來的不同認知功能。他們認為幾何教學應該是視覺的圖形和理論的性質間的整合，因此，他們

從圖形和理論之間的認知互動提出兩種歷程：上升歷程（ascending processes）和下降歷程

（descending processes）。其中，上升歷程是指動態幾何軟體的使用是為了探索某個情境、發現

規律和不變性，這是從圖形到理論的發展過程；反之，下降歷程是動態軟體的使用是為了驗證、

反駁臆測或確認性質，這是從理論到圖形的思考過程。他們更進一步主張拖曳本身是一種認知

行為表現，並將拖曳行為區分為不同類型並建立可能的階層型態，包含：（1）徘徊拖曳（wondering 

dragging）指拖曳本身是隨機的，隨便選擇螢幕上的一個點進行拖曳，其拖曳本身沒有任何要發

現規律或不變性的目標；（2）邊界拖曳（bound dragging）是半可拖曳點（semi-dragable point）

的移動過程，其所謂半可拖曳指的是這個點已經與某個物件做連結。比如說長方形的點拖曳，

無論其如何拖曳必須符合對邊等長，且角度為直角。（3）引導拖曳（guided dragging）為了形成

某一個特殊圖形而拖曳圖形的基本構成元素。（4）擬軌跡拖曳（dummy locus dragging）則是為

了保持性質的拖曳動作。因此，這拖曳遵循某一軌跡，即使拖曳者並未發現。（5）線段拖曳（line 

dragging）則是在線段上畫出新的點以保持圖形的規律。（6）連結拖曳（linked dragging）是拖曳

而造成某一個點到圖形上。（7）拖曳檢驗（dragging test）拖曳可移動或者是半可移動的點來檢

驗是否圖形可以保持原有的性質。學者 Arzarello 等人並沒有明確說明哪幾種拖曳認知行為屬上

升歷程；哪幾類屬下降歷程。只有點出前面幾項拖曳類別偏向上升歷程，主要是讓學生藉由一

系列圖形觀察出特定的性質並形成臆測；而後幾項拖曳活動則是傾向於下降歷程，主要是讓學

生針對特定的猜想進行檢驗、確認或反駁。 

動態幾何環境除了產生圖形的功能外，亦可顯示特定邊或角的量測值。不過，有關幾何特

有的測量值面向上，Olivero 與 Robutti（2007）指出幾何測量同時具有雙重本質，包括數學中的

絕對性與科學中的不確定性。其中，數學的絕對性是指依據幾何性質而決定的測量值是絕對的，
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例如，等腰三角形的兩腰邊長的測量值必定相等；科學的不確定性是指在現實環境的科學測量

中，測量所得數值是不可能一致的及穩定的。某個程度來說，動態幾何軟體提供的測量值就兼

具兩種本質，也就是當圖形是依據幾何性質所建構產生的，其測量所得的數值必須符合數學的

絕對性，反之，若圖形是由視覺或實徵所建構產生的，其測量值的不確定性是必然的。兩種看

似相互矛盾的本質同時存在於動態幾何環境中，基本上，測量雙重本質帶來的矛盾現象其也同

時出現幾何的紙筆環境中。Olivero 與 Robutti（2007）類比 Arzarello 等人（2002）提出的拖曳模

式，並結合 Laborde（2005）所提出圖形表徵的空間圖形性質（spatio-graphical properties）和理

論性質（theoretical properties）的對應，區分出幾種不同的探索導向測量模式，包括徘徊測量

（wondering measuring）、引導測量（guided measuring）、知覺測量（perceptual measuring）、驗證

測量（validation measuring）、證明測量（proof measuring） 

利用動態幾何環境協助學生形成臆測、進行探索並拓展到幾何證明的教學研究也是新的研

究趨勢（Baccaglini-Frank, Mariotti, & Antonini, 2009）。事實上，學生在動態幾何環境下，進行圖

形拖曳之前需先建構幾何圖形，而圖形的建構歷程是一種幾何性質的應用而不是幾何性質的學

習。學生必須了解幾何性質，甚至是幾何性質如何在動態軟體中如何構築及呈現，才能夠產出

具備特定性質的圖形。例如，學生使用動態幾何軟體畫出一個平行四邊形的任務中，即使學生

知道平行四邊形是對應邊互相平行的四邊形，但建構四邊形時，如果僅以視覺判別對應邊看起

來「像」是相平行的，而非真正對應邊互相平行的四邊形。對於不知道平行四邊形的所需的幾

何特徵與相關性質的學生，就更不可能利用軟體建構具備此特徵或性質的圖形。因此，學生要

使用動態幾何軟體畫出一個平行四邊形，需要知道平行四邊形的定義（如，對邊平行），或是相

關等價性質（如，對角線相互平分），並使用這些定義或性質進行構圖，才能將具備平行四邊形

特徵的四邊形畫出。這也正是（Duval, 1995）所謂的幾何作圖所需的序列性理解（sequential 

apprehension）。 

在動態軟體環境所建構的幾何圖形，會利用拖曳來進行不變性或關係的探索，因此，拖曳

過程前後是否保持原本的幾何特徵就顯得相當重要。學者 Erez 與 Yerushalmy（2006）就區別兩

種不同保持幾何屬性的拖曳方式及理解，其一是拖曳自行建構的幾何圖形並保持幾何屬性，也

就是學習者自己依據幾何性質建構幾何圖形，而拖曳歷程將保持幾何特徵、性質或關係等，學

生對拖曳的理解即代表其對於拖曳歷程中幾何特徵、性質或關係的理解；其二是拖曳他人建構

好的幾何圖形，也就是學生並不需要具有建構圖形所需的幾何知識，以及利用動態幾何軟體建

構圖形的知識，因此，學生進行拖曳並不能保證學生理解圖形內涵的重要幾何特徵、性質或關

係。Erez 與 Yerushalmy 強調學生拖曳他人已建構好的幾何圖形，必須要能夠知道拖曳所蘊含的

幾何特徵、性質或關係，但如何協助學生察覺到拖曳圖形所內蘊的共同特徵或性質，是使用動
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態幾何軟體進行幾何教學與學習的需要面對的重要課題。學生對於動態幾何環境圖形在拖曳過

程所內蘊的幾何特徵或性質進行臆測，就成為橋接學生認識與理解圖形拖曳蘊含的幾何特或性

質的中介策略。就如學者 Arzarello 等人（2002）所謂的上升歷程（ascending process），是從視

覺觀察連結到理論進而來回對應，讓學生在拖曳歷程中理解圖形內蘊的幾何特徵或性質。 

學者 Baccaglini-Frank 等人（2009）發現學生根據圖形關係來處理圖形的不變性是有困難，

他們為了分析學生認知行為與學習困難，將圖形上可拖曳的點區分為基礎點（base point）與建

構點（constructed point）：前者是指可任意的或半任意的拖曳的點；後者是指由建構物件交集而

形成的點，它是由這些物件所產生的，並不能被拖曳的。根據這樣的觀點，所謂的圖形結構的

不變性，就是指拖曳圖形的任何基礎點，該圖形仍具有相同的幾何特徵或性質；所謂的在動態

幾何環境中進行臆測，就是指透過動態幾何軟體的協助發現圖形結構的不變性；所謂的證明則

是指表達圖形結構不變性的推理與論述過程。不過，學者 Baccaglini-Frank 等人也發現當學生發

現圖形結構上的不變性時，並無法直接過渡到認知的不變性，也就是順利證明這結構不變性背

後的理由，換句話說，從動態幾何環境中產生的臆測不等同於學生能夠順利地過渡到證明

（González & Herbst, 2009）。 

三、例子產生器—動態幾何環境的新論述 

許多研究文獻主張動態幾何環境有助於學生臆測幾何性質或是瞭解幾何性質，然而，文獻

也指出學生使用動態幾何環境來建構幾何知識可能面臨的困難。例如，學者 Erez 與 Yerushalmy 

（2006）就指出動態幾何環境的拖曳操作經驗，不能保證學生能順利觀察拖曳背後所帶來的關

鍵屬性。學者 Arzarello 等人（2002）對於動態幾何環境下圖形拖曳的分類，與 Olivero 與 Robutti

（2007）針對動態幾何環境下測量的分類，都說明了學生在動態幾何環境下，他們會以不同的

認知模式與其互動，如果學生停留在視覺判斷階段，就不容易成功形成特定性質的臆測，進而

瞭解圖形結構所隱藏的特徵或性質。 

事實上，這些研究文獻也都點出動態幾何環境可以協助學生產生案例，進而從案例進行觀

察或歸納可能性質。本研究雖然依循此方向，不過卻強調動態幾何環境是學生學習歷程所需的

「例子產生器」，這樣的主張有以下三點意涵： 

第一、將動態幾何環境當成例子產生器的觀點，強調案例在學生形成數學臆測或是概念學

習歷程的重要性。學者 Michener（1978）為了理解瞭解數學瞭解（understanding understanding 

mathematics），提出數學瞭解的三個對偶空間結構，此三空間分別是（1）結果（results）空間，

包含傳統邏輯演繹的數學元素，通常是指定理（如：畢氏定理）；（2）例子（examples）空間，

包含說明的材料，通常是指案例，例如，邊長 3, 4, 5 的三角形為直角三角形；（3）概念（concepts）

空間，包含數學定義、啟發性的觀點與看法，通常是指概念，例如，直角三角形的定義或心像。
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根據 Michener 所提出的三個對偶空間結構來看，若要數學瞭解當然不可缺少例子，而且好的數

學瞭解除了需要例子、概念及結果三者外，更重要的是三者具有對偶關係（dual relations），透過

三者對偶關係的聯繫而建立良好的數學瞭解。就以例子空間與結果空間的對偶關係為例，對偶

關係可以是用來支持或啟動結果產生的案例，亦可以是用來說明或證明結果的案例，或是根據

結果所產出的案例…等，這些關係讓例子與結果緊密連結，因而有助於數學瞭解。更具體來說，

若以「畢氏定理」為結果空間的元素，它對應到案例空間的對偶關係可能包含，使用特定案例

（如邊長 3、4 和 5 的三角形）支持此結果的合理性，或是利用多邊形及其邊長與面積概念說明

或證明，更進一步，有關「畢氏定理」的結果、案例與概念及其對偶關係，亦可以成為「餘弦定

理」的特殊結果、案例與概念。另外，從形成數學臆測的歷程來看，無論是離散的案例歸納、動

態的案例歸納或是類比形成臆測，都需要適當且正確的案例為基礎，才能進行歸納或類比的推

理，因此，學生是否能夠產出適當且正確的案例，就成為是否能夠成功臆測出幾何性質或關係

的主要關鍵。不過，此關鍵並無法完全仰賴動態幾何環境協助而得以解決，尤其對弱勢學生或

程度較差的學生來說，他們使用軟體產出的例子可能是隨機的、不恰當的或是不正確的，這些

缺乏系統的、無關的或是不正確的案例，都無助於學生形成臆測。 

第二，將動態幾何環境當成例子產生器的觀點，強調學生學習產生具有不同屬性或不同類

型的案例的重要性，而不是僅產出沒有屬性或類別區別的案例。學生藉由例子產生器產出支持

或反駁特定幾何命題的案例，進而再從不同類型案例找出共通性或差異性，藉以修改或調整幾

何命題，同時增進數學瞭解。這樣的論點與目前動態幾何環境的相關文獻上所提出的產生案例

之觀點不盡相同，但與程序性反駁（PRM）中提出建構更多樣例子的觀點不謀而合。事實上，

建構幾何例子是一個高認知需求的活動，學生通常會受典型心像（prototypical images）所影響，

他們產生的案例經常類似典型例。如何有效地使用軟體構圖舉例，這須仰賴學生認知該圖形概

念性的心像，也就是掌握一類圖形中不變的及可變的構圖特徵來產生圖形，就以產出直角三角

形為例，學生必須瞭解直角三角形中有兩個邊夾出一個直角，其他角及其對應的邊長都是可變

的，如果能掌握這個直角三角形不變的與可變的構圖條件，學生才能發展出使用軟體產出各種

不同變異的直角三角形案例，如等腰直角三角形，而接續其後的幾何活動就會在一個較相關的、

正確的與系統基礎上進行。換句話說，學生要正確建構出幾何圖形案例，他們就需要對幾何圖

形進行適當的分解和重組（decomposition and recomposition）。學者 Cheng 與 Lin（2007, 2008）

從教學實驗中發現有約三分之一的國中生無法從論證問題的資訊中辨識出證明所需的關鍵元素。

換句話說，這些學生無法在附圖中解構出有助於證明的子圖以及理解子圖所對應的幾何性質，

並以這些幾何性質來進行論證。學者 Hsu（2010）進一步說明解構幾何圖形辨別幾何性質是解題

的重要關鍵，而非幾何證明形式與幾何計算形式的區別。同時，Hsu 也發現圖形的複雜度顯著影
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響學生的解題表現，即使題目要求相同的幾何性質進行解題。學者鄭英豪（2010）調查發現，國

中生舉出各種不同三角形來檢驗「三角形最長邊的中點可以做一個圓恰好經過三角形三頂點」

是否正確的問題中，只有約四分之一的 8 年級學生可以舉出三種以上的三角形來檢驗，約有六

分之一的學生會給出非特殊的三角形來檢驗，而大多數學生所舉出的多個案例，其實只是不同

大小的一兩種特殊三角形。這個結果顯示我國國中生對於三角形的概念心像是十分狹隘的，學

生對於三角形的例子空間非常地窄小，因此當他們被要求要做出三角形時，多半只能憶取部分

課本上有命名的特殊三角形。 

第三，將動態幾何環境當成例子產生器的觀點，強調學生僅靠軟體協助仍無法適當且正確

地產出有屬性或類別區分的案例。雖然軟體有助於學生產出案例，但是學生要針對特定幾何問

題進行有系統的且正確的產出不同類型案例，仍需要其他配套策略給予學生支撐，才能成功地

接續後續的幾何臆測與論證歷程。在動態幾何環境中，學生利用拖曳來改變或產出圖形案例，

並不能保證學生能夠看出拖曳前後的案例所隱藏的共同的與不同的幾何性質。基本上，幾何性

質是幾何圖形的特徵、不變性或是關係，這些特徵、不變性或關係有時候需要將圖形轉換為測

量值才能觀察到。因此，測量值的觀察亦成為歸納形成特定幾何性質臆測的關鍵。由於圖形複

雜性特質，學生直接從圖形中觀察測量值，並從測量值的變化歸納出可能的幾何性質並不容易。

本研究認為，圖形中同時結合測量值與圖形特徵有其優勢，就如同學者 Olivero 與 Robutti（2007）

主張測量本身具備的理論與實徵的觀點，在此觀點下，結合測量與圖形能夠幫助學生概念化幾

何特徵或性質，同時可以提升學生拖曳的認知層次與測量的認知層次。不過，兩者的結合並不

能完全保證達成目標，從圖形空間的性質來看，每一個圖形的建構會因為特殊的幾何性質而產

生特殊處，例如，菱形如果歪斜了，學生可能就無法辨識其為菱形（Fischbein & Nachlieli, 1998），

即使在圖形結合測量數值標示，學生已有的典型心像仍會阻礙觀察與轉換數值關係進行可能性

質的推論，因此，圖形與測量的結合，需要利用透過其他媒介協助，特別是能夠有助於學生進

行有目標地、有系統地與正確地的觀察幾何性質。從另一觀點來看圖形與測量的關係，基本上，

幾何性質也可以看成是測量值之間的關係，就某個程度來說，此數值的關係可表示成一個代數

式，而學者 Koedinger 與 Anderson（1990）就指出這樣的代數式本身具備不確定性，幾何問題若

使用代數符號來表示幾何圖形的測量值，則學生解題表現會有顯著的降低。從 Koedinger 與

Anderson 的觀點來看，根據幾何圖形不同元素測量值而產生代數關係式是相對較高的認知活動。

這類的學習活動必須另外設計，特別是結合動態幾何「例子產生器」的功能，引導學生建構類

別不同的案例，進而觀察不同類別案例之間的相異性與相同性。據此，本研究用來協助學生結

合圖形與測量的媒介是表格，適當的表格具有結構化的功能，能夠有效幫助學生觀察數值間關

係的介入工具（Haspekian, 2005）。 
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參、研究方法 

本節分別從研究工具的開發與設計、研究對象的特質及研究時程與資料分析等部分說明。 

一、研究工具 

本研究根據程序性反駁模式（PRM）為臆測學習單設計的中介理論架構（ intermediate 

theoretical framework）（Ruthven, Laborde, Leach, & Tiberghien, 2009），以動態幾何軟體為媒介工

具，完成三份幾何性質臆測學習單的設計。因臆測的本質，三份學習單的幾何性質，均以條件

命題（conditional statement）（Selden & Selden, 1995; Wu Yu, Hsu, Lin, & Chin, 2009）的形式呈現。

學習單呈現錯誤的幾何條件命題，學生需臆測並提出新的論點來修改錯誤的命題敘述。因本研

究將動態幾何軟體定位為圖形例子產生器，學生不需具備動態幾何軟體操作的相關知識。例如：

利用平行線性質，操作動態幾何軟體來畫出一個平行四邊形。學生只需拖曳給定的幾何圖形，

透過拖曳產生不同的幾何圖形案例。另外，考量幾何性質的獨特性與複雜性，研究工具包含了

三個不同幾何性質臆測學習單，以深入瞭解學生在動態幾何環境中製造案例、檢驗錯誤命題、

觀察共通性、形成臆測及論證等歷程的認知行為、臆測策略與可能的學習困難。以下分別就三

份學習單進行說明如下： 

（一）外角定理學習單 

外角定理為三角形內角與外角形成固定關係之一。此份學習單的設計則是先給定一個有關

外角定理的錯誤命題為起點，該錯誤命題敘述如下圖 2： 

「如右圖，在任意三角形 ABC 中，∠1 的角度

一定等於∠2 加上∠A 的角度和。」 

 

 

 

圖 2  外角定理學習單給定的錯誤命題敘述及附圖 

如圖 2 所示，此份學習單主要學習目標是讓學生探索出三角形中∠1、∠2 和∠A 三個角度

之間的關係，先透過產出案例進行檢驗原錯誤命題，再經由觀察支持案例的共同性來修改錯誤

命題，並從而猜測出命題敘述一或命題敘述二，此兩命題敘述分別如下： 

命題敘述一：在任意三角形 ABC 中，∠1＝∠A+∠B 

命題敘述二：三角形 ABC 中，當 AB＝AC，∠1＝∠2+∠A 

就命題敘述一來說，學生在動態幾何環境中，使用軟體拖曳出的三角形均符合此命題敘述

（外角定理），也就是學生產生的案例均為此命題的正例或支持例。學生如何從自己產出的案例

A 

B C D 

1 2 
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中觀察與歸納出這三個角度測量值之間的關係便是重點，它是修改原錯誤命題的結論而形成的

臆測命題。就命題敘述二來說，學生產生案例反駁原錯誤命題相對容易，但要將原錯誤命題修

改為命題敘述二，就需要找到具有原錯誤命題的結論特徵的特例，此三角形特例為等腰三角形，

從而修改原錯誤命題而臆測出命題敘述二，也就是具有等腰三角形的性質才會得到∠1＝∠2＋

∠A。 

在動態幾何環境中，研究者配合此份學習單，先提供學生一個已建構好的三角形，如圖 3 所

示，同時標示出此三角形的各角度和邊長測量值。學生可以進行圖形拖曳的部分僅有頂點 A、

線段 AB 或線段 AC，其餘頂點或線段均不可移動。無論學生拖曳點的是頂點或線段，三角形上

的角度與邊長的測量值都會隨之而改變。 

 

圖 3  動態幾何上學生拖曳外角定理而成的圖形範例 

（二）三角形外接圓學習單 

外接圓學習單的設計也是先給一個與三角形外接圓有關的錯誤命題敘述為起點，該錯誤命

題敘述如下圖 4： 

「在三角形中，我們可以用最長邊的中點為圓心，畫出

一個剛好連接三個頂點的圓。」 

 

 

 

 

圖 4  三角形外接圓學習單給定的錯誤命題敘述及附圖 

如圖 4 所示，此學習單主要目標是希望學生能夠產生案例檢驗出原錯誤命題敘述是錯誤的，

進而從案例中觀察出只有特殊的直角三角形為前提下，原錯誤命題的結論才會產生，也就是唯

有三角形為直角三角形時，最長邊的中點為圓心才能得到通過三個頂點的圓。 

在動態幾何環境中，研究者配合此份學習單，先提供學生一個非特殊的三角形，並在圖形

上標示出三角形所有的角和邊的測量值，參考圖 5 內的三角形，接著，學生藉由拖曳三角形的
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任一頂點來改變圖形成為某個的三角形，而圖形拖曳過程，標示的角與邊長的測量值也隨之改

變。當學生確認不再拖曳改變三角形後，就請學生點選三角形的最長邊，並利用設計好畫圓按

鍵執行以最長邊的中點為圓心且最長邊為直徑畫出圓，如圖 5，學生藉由視覺畫圖形關係來決定

是否符合原命題敘述。當學生進行一次拖曳形成的三角形並點選完成外接圓後，三角形與外接

圓都會被取消，並回到最初給定三角形後，再讓學生進行拖曳改變圖形，形成新的三角形，然

後學生再根據新的三角形，再畫出最長邊為直徑的圓，並視覺判斷該圓是否第三個頂點。此種

動態幾何軟體使用方式的目的是希望學生意圖產生案例時，便能夠關注圖形案例的幾何特徵，

無論是角度或是邊長，而不是只關注在如何把三角形的第三個頂點拖曳到圓形上。希望藉由三

角形案例製造和畫外接圓的檢驗，促進學生思考三角形應該具備什麼樣的特徵，它的三個頂點

會同時落在最長邊所畫出來的圓（三角形的外接圓）。同時，學生可以利用視覺化判斷三角形的

三個頂點是落在圓上、圓內、或圓外。 

 

圖 5  動態幾何環境中學生拖曳三角形外接圓形成的圖形案例 

（三）直角三角形斜邊上的高學習單 

直角三角形斜邊上的高學習單與第一份的外角定理學習單比較相似，希望學生從造例中觀

察出直角三角形斜邊的長度與斜邊上高的可能關係，同樣的，先給一個錯誤的命題敘述為起點，

此錯誤命題的敘述如下圖 6： 

「在一個直角三角形中，斜邊上的高等於斜邊長的一半。」 

 

 

 

 

圖 6  直角三角形斜邊上的高學習單給定的錯誤命題敘述及附圖 

如圖 6 所示，此學習單希望學生利用拖曳而產生不同的直角三角形，並觀察拖曳過程產生

案例的斜邊上的高與斜邊之關係，檢驗原先給定錯誤命題敘述是否正確，並根據邊長的測量值
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區辨符合與不符合該命題的正例與反例。學生參與這份學習單的過程中，觀察測量值及其關係，

就成了學生回頭檢視原錯誤命題敘述、判斷原錯誤命題的正確性、以及修改錯誤命題成為可能

正確命題的臆測重點工作。 

第三份學習單的原始附圖選用教科書用來建構學生幾何性質典型心像常見的附圖。在動態

幾何環境中，研究者配合此份學習單，會先提供學生一個類似於學習單上的直角三角形的圖形，

而此圖形會標示不同角度或不同邊長的測量值。學生只能夠拖曳非直角的頂點來改變圖形，其

餘的圖形部分是不可移動的，透過拖曳產生案例並觀察斜邊與斜邊上的高之測量值的可能關係 

（如圖 7）。 

 

圖 7  動態幾何環境直角三角形斜邊上的高圖形範例 

正如前面文獻論述提到將動態幾何軟體當成例子產生器的概念，在動態幾何軟體中拖曳並

不一定會幫助學生產生正例與反例，進而觀察出正例或反例的共通性，然後修改或形成新的臆

測命題。因此，如同其他學習單一樣，提供給學生不僅是動態幾何軟體外，還搭配記錄圖形特

徵的表格，讓學生記錄自己拖曳產生的圖形之角度或邊長的測量值，再藉由觀察表格內的各項

測量數值之間的特徵、不變性或關係，提出修改給定錯誤命題的新臆測命題。 

學者 Boero（2006）認為一般化（generalization）需要從各自孤立的大量案例中尋找其共通

性（commonalities），此共通性是學生形成抽象化的必經之路。因此，三份學習單均提供學生記

錄表格，讓學生將使用動態幾何軟體產生圖形的各項測量值記錄下來，藉由表格的系統性或結

構性的特徵（Haspekian, 2005），協助學生觀察各項或各類測量值之間的差異性或共通性，據此

反駁原有錯誤的幾何命題，進而修改或提出新的臆測命題。就以外角定理提供的表格為例，提

供學生圖形測量的記錄表格如下圖 8 所示，包含學生拖曳產出圖形的不同角度和邊長的測量值，

此表格內資訊協助學生反駁原有錯誤幾何命題（∠1＝∠2+∠A）外，並能夠歸納出合理的幾何

命題一：外角定理（∠1＝∠A+∠B）。另外，為了支撐學生更全面地觀察各案例測量值之間的不

變性或差異性，進而能夠進行可能關係的歸納推理，圖 8 特地將原本錯誤幾何命題的測量值（∠

1＝∠2+∠A）予以錯開，讓學生的觀察不會只侷限在特定項測量值的特定關係成立與否的判斷

上（∠1＝∠2+∠A？），或是僅就鄰近數值相同與否進行表層的判斷。 
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圖形編號 

BC長度

（公分） 

AC長度

（公分） 

AB長度

（公分） 
∠2角度 ∠1角度 ∠B角度 ∠A角度 

圖1 9公分       

圖2        

        

圖 8  外角定理學習單所提供的表格格式 

學習單以程序性反駁模式（PRM）為活動設計的中介架構（intermediate framework）（Ruthven, 

Laborde, Leach, & Tiberghien, 2009）。學習單首先提供錯誤幾何命題，命題敘述旁邊提供一個教

科書常用來建構學生典型心像的附圖。動態幾何軟體介面提供與學習單相同的幾何圖形，學生

必須利用拖曳功能來產生各種不同圖形案例，並將圖形案例的測量值記錄在學習單表格中。學

生利用拖曳觀察到的圖形案例及學習單上表格的測量值來檢驗原先給定錯誤命題是否正確。接

續其後的活動序列包含幾項，首先，要求學生區辨正例與反例，也就是要求學生根據自己使用

軟體拖曳產生的圖形案例及其測量值記錄，判斷哪些案例符合原先給定錯誤命題的結論，並稱

之為正例；哪些案例則是不符合原先給定錯誤命題的結論，並稱之為反例。其次，進一步要求

學生觀察與歸納出正例的共同特性。最後，要求學生並根據這個共通性來修改原本錯誤的命題

敘述，使它成為新的且合理的臆測命題。就以外角定裡的學習單為例，後續引導學生的問題敘

述如下： 

 根據拖曳形成的圖形和表格數據，哪些案例符合「∠1 的角度等於∠2＋∠A 的角度和」？ 

 根據拖曳形成的圖形和表格數據，哪些案例不符合「∠1 的角度等於∠2＋∠A 的角度

和」？ 

 從符合「∠1 的角度等於∠2＋∠A 的角度和」的案例中，觀察這些案例的圖形。想想看，

這些圖形有哪些共同性呢？ 

 根據你的發現，你會怎麼修改原先給定的錯誤敘述呢？ 

（四）三份學習單的綜合分析 

三份臆測學習單涉及不同幾何性質，學生必須在動態幾何環境中拖曳產生圖形案例，並依

據這些圖形案例來臆測學習單設定目標的幾何性質。本研究從試題分析的角度（Greeno, 1980; 

Resnick, 1975），就動態幾何軟體的特質以及幾何本質，架構出兩維度來檢視三份臆測學習單的

共通性與差異性。此兩個維度分別為建構測量值的關係性（relation of measures）及視覺化

（visualization）。首先，測量值的關聯性是指學生反駁或臆測幾何命題依據是從不同測量值之間

建構其關聯性，這些關聯性可能只要簡單地觀察測量值的不變性，例如，根據邊長測量值看出
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三角形可能具有等腰的特徵，亦即看出某兩個邊長測量值相同，但關聯性也可能涉及建構多個

測量值之間的複雜關係，例如，根據邊長測量值看出可能的外角定理，這需從多個角度測量值

中觀察出特定三個角度值間的特定關係。其次，視覺化的影響是指學生反駁或臆測幾何命題是

仰賴觀察圖形的特徵或變化而察覺到該幾何性質的，例如，根據圖形關係看出三角形的三頂點

不是共圓的，或是根據圖形特徵看出三角形可能是直角三角形。 

表 1 是以測量值的關聯性及視覺化的影響兩個面向分析三份學習單的特徵。從表 1 可以看

出，外角定理學習單和直角三角形斜邊上的高學習單，其本質上比較類似，兩份學習單均要求

學生觀察不同測量值，並建構出較複雜的關係式，例如，外角定理學習單期望學生從四個角度

數值資訊歸納出外角定理：∠1＝∠A＋∠B，因此，這兩份學習單所搭配的動態幾何環境中，學

生利用拖曳產生正例或反例的過程，視覺化圖形案例並不一定能夠幫助學生區別正例或反例，

當然就不一定有助於學生瞭解正例或反例與學習單給定錯誤命題之間的關聯性。尤其是外角定

理學習單，無論是原先給定的錯誤命題或是期望學生臆測的命題，其牽涉到的是四個角度中的

特訂三個角度之間的關係式，學生就其拖曳產生的圖形案例進行觀察，對於形成角度關係式的

臆測命題之幫助並不大。 

表 1 

三份學習單綜合分析 

學習單名稱 

測量值的關係性 

（relation of measures） 

視覺化 

（visualization） 

外角定理  三個角度測量值之間的關係  不容易直接觀察出 

圓內接三角形  單一量  觀察三角形的三頂點是否在圓上 

 觀察直角 

直角三角形斜

邊上的高 

 直角三角形斜邊與斜邊上高

測量值之間的關係 

 不容易直接觀察出 

相反的，三角形外接圓學習單則仰賴視覺化推理。學生拖曳圖形是否產生特定的圖形，或

是產生的兩圖形是否具有特定關係，都必須仰賴圖形視覺化的資訊加以判斷，例如，學生拖曳

出特定三角形後，利用造圓按鍵產生相對的圓，透過視覺判斷出三角形的第三個點頂是否在圓

上、圓內或圓外。如果三角形的第三個頂點看起來都在圓上時，學生就有機會看出三角形第三

頂點所在的角看起來是直角。同樣的，如果第三個頂點落在圓內，學生也有機會視覺化出第三

個頂點所在的角度看起來是鈍角。這些圖形或圖形關係的視覺化資訊回饋，提供了學生區別出

正例或反例，以及看出正例或反例的共通性的機會，透過這些視覺資訊察覺或猜測出僅在三角

形為直角三角形的情況之下，三角形的三個頂點會剛好落在以最長邊為直徑的圓上。 
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目前動態幾何研究文獻分析的學習單性質大都類似三角形外接圓學習單設計，學生可以直

接在動態幾何環境中藉由拖曳來觀察不變性與變異性，進而臆測隱藏的幾何性質。相對的，較

少動態幾何研究採用的學習單內容類似外角定理或直角三角形斜邊上的高，其臆測內容需建構

多個測量值之間的關係式。 

二、研究對象 

研究對象為臺灣北部某一國中七年級學生。研究進行過程中，參與的國中學生尚未學習過

三份學習單所含括的幾何性質（外角定理、直角三角形斜邊上的高與斜邊的關係、直角三角形

與外接圓的關係）。參與對象由該校老師篩選，以數學表現中等且有學習意願為篩選標準。此篩

選標準的目的是希望學生具備基本數學及幾何知識，且但對於三份學習單的幾何內容完全未知。

除暸解學生在動態幾何環境下的學習歷程外，也希望瞭解學生可能產生的學習困難。同時，研

究者希望進一步檢驗教學介入是否有效的解決學生面臨的學習困難。綜而言之，學生樣本的選

擇提供此研究瞭解學生在動態幾何環境造例的認知歷程及可能產生的學習困難。同時，提供檢

驗將動態幾何環境視為例子產生器的教學介入的有效性。 

共 15 位七年級學生參與此研究，學生隨機分派到不同學習活動。其中 5 位學生參與外角定

理學習單；6 位學生完成三角形外接圓學習單，另有 4 位學生完成直角三角形斜邊上的高學習

單。 

三、研究流程與資料分析 

研究流程類似個案訪談方式，參與學生單獨操作動態幾何軟體、單獨完成學習單。每位學

生只需要完成分派到的那一份學習單即可。開始先請學生自行閱讀學習單內容，並由施測者提

供操作動態幾何環境簡要說明。閱讀完學習單之後，學生可自由拖曳給定的幾何圖形。如何拖

曳圖形及停止圖形拖曳由參與學生自行決定。停止拖曳之後，學生需觀察拖曳後的圖形並將圖

形例子的測量值記錄在學習單圖表上。學生可自行決定何時需要建構幾個圖形案例，並以這些

圖形案例完成學習單其他問題。當建構不同案例之後，學生需分類建構的幾何圖形案例，觀察

分類圖形案例的通性，並修改給定的錯誤命題。造例過程中，研究者在旁訪談學生在想什麼，

瞭解學生如何造例以及決定案例的背後想法。由於測量數值對以幾何圖形案例進行臆測影響重

大，而測量誤差是不可避免的，對此，研究者除在動態幾何軟體設定測量值呈現方式（小數或

整數）外，當學生因測量產生的誤差而無法正確臆測並修改錯誤命題時，研究者將介入，與參

與學生討論，幫助學生微調圖形，修正錯誤測量值。研究不限時間，直到學生完成為止。 

本研究以質性研究方法（Merriam, 1998; Strauss & Corbin, 1998）為主，目的是瞭解學生在

動態幾何軟體與表格整合的學習環境下如何進行臆測並修改給定的錯誤命題。同時要瞭解涉及
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不同幾何關係的複雜性與不同視覺化需求的學習單對學生建構圖形案例與臆測幾何性質的影響

為何。為達成研究目標，在學生與學習單及動態幾何環境互動歷程中，研究者首先晤談學生，

瞭解他們的先備知識（如：學生是否已經知道學習單主要的臆測目標），檢視並確認學生發生的

認知困難，然後根據這些認知困難採取對應的教學介入。對應到本研究目標，教學介入僅止於

協助學生能夠順利產生幾何圖形案例，研究者尤其關注學生是否能夠順利產生符合給定命題的

正例和反例。當學生能在動態幾何環境與圖表的輔助下產生出各種正反例之後，學生需自行完

成剩餘學習單內容。操作動態幾何軟體、寫學習單及訪談過程全程錄影。同時，以電腦螢幕錄

影程式軟體（Camstudio）記錄學生使用動態幾何軟體拖曳過程，追蹤學生如何移動給定幾何圖

形的點或邊，何時停止拖曳。資料收集完成之後，研究者採用內容呈現方式（manifest content 

approach）（Erickson, 2006），進行後續質性資料分析。內容呈現分析方法強調學科內容如何藉由

對話、文字表徵、肢體動作、手勢和其他的非語言資訊呈現出來。以內容為主要關注，配合其他

資料訊息，包括學生在動態幾何的拖曳行為，用以瞭解學生的想法。因此，口語資料先轉成逐

字稿，再將逐字稿、學生肢體動作和動態幾何軟體拖曳結果作一對應，並由不同資料來源來瞭

解學生的想法。分析後的資料進一步由三位研究者討論與校正，再次確認資料分析結果的信效

度。研究結果呈現以質性分析為主，同時輔以量化資料，主要是將學生的認知行為及學習困難

描繪清楚。因此，研究分析資料的呈現不是個別學生，而是這些認知行為的特徵。 

肆、結果與討論 

本研究將研究結果區分為兩個部分：第一是國中生在動態幾何環境的認知行為。第二是整

合學生在動態幾何環境及圖表的學習單設計下，呈現哪些臆測策略。尤其本研究將動態幾何軟

體當成例子產生器，其對學生臆測表現影響，將作一討論。 

一、學生與動態幾何環境的互動分析 

互動分析依據本研究提出的兩個維度：測量值的關係性及視覺化兩者為主要分析結果呈現

的考量。三份學習單中，其中有兩份臆測目標的幾何性質本身涉及複雜性較高的關係式（外角

定理及直角三角形斜邊上的高）。這兩份學習單學生不易直接在動態幾何環境中視覺觀察出幾何

性質。另一份，圓內接三角形，其觀察的幾何量較簡單，學生容易在動態幾何環境中觀察。 

（一）學生臆測複雜關係式的幾何性質的認知行為分析 

研究分析結果顯示學生在直角三角形斜邊上的高的學習單的認知行為類似於外角定理學習

單。受限於篇幅關係，以外角定理學習單的結果分析來呈現學生各種不同的認知行為。外角定

理學習單的主要工作任務包括： 

 拖曳給定三角形的底邊或是定點以獲得新三角形。 
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 記錄所造三角形的邊長、角度在表格內，觀察表格內符合命題的角度值，臆測這些角度值

所形成的數學關係。 

學生根據給定的錯誤幾何命題，可修改其錯誤命題的前提或是推論結果，而形成新的命題

敘述。學習單預期學生產生的新命題敘述包括： 

新命題敘述一：在任意三角形 ABC 中，∠1＝∠A+∠B 

新命題敘述二：三角形 ABC 中，當 AB＝AC（等腰三角形），∠1＝∠2+∠A 

學生需要根據給定的命題，利用拖曳產生符合給定命題前提與結論的正例，以及符合給定

命題前提但不符合結論的反例。學生拖曳產生圖形案例後必須將邊與角的測量值記錄在表格上，

藉此觀察與推論出合理的或正確的命題敘述。從這些個案訪談中，研究者發現學生在產生幾何

圖形案例有不同的認知表現，以下分別就形成命題一與命題二的臆測，說明如後。 

首先，預期形成命題一（外角定理）的臆測來看，無論學生所產生的案例如何變異，都是命

題一的正例，也就是任何拖曳出的三角形均符合外角定理，因此，利用拖曳產生案例對學生來

說並不困難，困難在於學生如何在這些案例觀察出外角定理三個角度之間的定量關係。分析結

果發現，完成外角定理學習單的 5 位學生無法從拖曳圖形改變過程中臆測外角定理三個角度之

間的關係。學生必須藉由表格測量值的觀察與歸納才能臆測外角定理。經教學介入後，5 位學生

最後都成功臆測出外角定理。 

其次，預期學生在動態幾何環境拖曳產生符合原錯誤命題前提但不符合結論的反例並不困

難。分析結果顯示學生很容易造出反例。學生的困難反倒是造出符合命題條件的正例，亦即拖

曳產生出2＝B 的三角形特例。學生無法成功建構出符合命題條件正例的主要原因是學習單

給定錯誤命題的結論是三個角度的代數關係式（1＝2＋A）。此代數關係式涵蓋三個角，其

對應在幾何圖形上是三個不同位置，這三個位置的空間關係不容易被觀察、辨識出來。從學生

先備知識的角度來看，七年級國中生之前的學習經驗並沒有一個圖形概念心像可延拓銜接到此

關係式。學生即便能辨識出給定圖形子圖有一個三角形，也能擷取辨識一些跟三角形有關的幾

何知識與圖形心像，但由先備知識與圖形心像到需臆測關係式的認知需求（cognitive demand）

過大（Stein, Grover, & Henningsen, 1996），學生很難順利臆測外角定理。另一個可能的理由是原

給定錯誤命題所附幾何圖形為三角形，且其底邊線段延長，延長線段形成另外一個角，線段與

新增的角可能干擾學生連結與擷取三角形有關的幾何知識；同時也干擾學生在圖形案例上辨識

出等長度的兩個邊長，也就是等腰三角形的性質。 

由於臆測外角定理的代數關係式對學生產生高認知需求，學生無法單從觀察圖形案例臆測

此代數關係。且質性資料分析發現，學生在動態幾何環境拖曳圖形造案例過程中，有不同的認

知行為以及對應的學習困難，分項說明於後。 
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認知行為類型一：隨意拖曳產生案例 

就命題一來說，任何案例都是正例，因此，圖表的觀察是臆測正確命題一（外角定理）的關

鍵。但就命題二來說，研究者發現學生操作與外角定理有關的圖形來臆測命題二時，學生在拖

曳的過程中，表現出沒有目標或隨機的移動頂點或線段，而且學生從拖曳開始到拖曳停止所決

定的幾何圖形案例都是隨機的（Arzarello et al., 2002）。因為於學生不知道拖曳改變或產生圖形

的目的，所以，即使學生能夠觀察到拖曳產生圖形案例外觀的改變，但學生也不知道拖曳產生

的案例與學習單上呈現的原錯誤命題之間的關係。尤其是學生亦沒有辦法藉由視覺化圖形資訊

或關係的幫助，觀察出圖形案例與原命題結論之間可能的關係，因此，學生無法根據原命題結

論的關係來產生案例。學生難以產生符合原命題的正例的情況下，拖曳所產生的案例都是反例，

尤其是無法單就視覺資訊就判斷拖曳的圖形案例是反例或反例。顯見，學生拖曳產生案例的過

程其時是與原命題正確與否的判斷的分離的，可視為是兩條沒有交集的思考路徑。 

就程序性反駁模式來看，產生的正例與反例是後續形成臆測的基石，學生必須藉由觀察自

己所產生的正例或反例的通性，才能夠有機會形成臆測，進而修改原命題的前提或結論成為新

的臆測命題。據此，本研究採用兩種不同教學介入，其目的是提供學生自己找到符合原命題結

論的正例，而不是只是隨機地產生都是反例的案例。第一種教學介入是鷹架學生在圖形案例上

只關注與命題有關的角或是邊。以外角定理為例，研究者將動態幾何軟體顯示的圖形只標示出

與原命題有關的三個角度測量值其餘角度及邊長測量值都加以隱藏。如圖 9 所示，左邊是動態

幾何環境原提供學生拖曳的圖形，其圖形上四個角度和三個邊長測量值均標示出來。圖 9 右邊

圖則是保留與原命題有關的三個角度測量值（原命題的結論為∠1＝∠2+∠A），讓學生能專注於

這三個角度，並觀察拖曳對於這三個角度關係的影響。這項介入主要是引導學生視覺上專注在

與原命題結論有關的三個角度，目的是讓學生利用拖曳產生符合原命題結論的正例並加以記錄

下來。學生才能接續觀察表格的正反例，歸納並臆測出三個角度之間的關係式，及相關的幾何

性質。 

         

圖 9  左為原動態幾何環境提供標示所有測量值的附圖，右為只標示與命題有關測量值的附圖 
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第二種教學介入策略則是將原命題結論相關的數值（∠1 與∠2+∠A），顯示在動態幾何軟

體圖形案例旁邊（如圖 10）。此策略是幫助學生聚焦呈現在圖形案例的旁邊，以便讓學生拖曳

改變或產生圖形時，可以觀察到結論涉及的三個角度特定關係的變化。如，觀察的三角形為正

三角形時，學生便可以看到到∠1 為 120˚，同時觀察到∠2＋∠A 的角度和也是 120˚。藉由此方

式幫助學生建構符合原命題的正例。參與 5 位學生，只有 1 位學生可以自己找到正反例，另外

4 位則是在這兩種教學介入後，才得以找到正反例，完成臆測學習單的其他問題。 

 

圖 10  測量值關係呈現在動態幾何軟體圖形旁邊 

認知行為類型二：拖曳圖形而造出角度關係的困難 

質性資料分析發現另外一個操作動態幾何軟體進行造例與臆測的困難，是學生無法有系統

地拖曳幾何圖形，以觀察圖形角度或邊長關係的變化。學生在拖曳圖形時沒有意識到拖曳改變

圖形特定點的同時亦改變圖形內各角度、邊長及其關係。以「外角定理」為例，當學生意圖拖曳

三角形的頂點 A，建構出A＝B 等腰三角形時（如圖 11），學生會試圖拖曳頂點 A，改變頂

點 A 的位置，觀察頂點改變對角度的影響。但學生拖曳幾次後發現，改變頂點 A 位置，會同時

影響標示的角度數值都隨之改變。學生必須在拖曳頂點 A 的同時，觀察∠A 與∠B 的角度測量

值的變化，才得以順利建構出意圖產生的圖形案例。 

   通     

圖 11  動態幾何軟體下學生無法拖曳出預想的特例 
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如學生意圖拖曳產生的圖形特徵較為簡單，如拖曳一般三角形拖曳出直角三角形。其拖曳

過程僅需關注圖形變化或單一角或邊的數值變化，其認知需求會比較低些。然而，若學生拖曳

的目的是觀察出圖形角與邊之間的複雜關係，如，將任意三角形拖曳形成符合∠1＝∠2+∠A 關

係的圖形時，認知需求就會增加許多。質性分析也發現，學生對於理解關係式與拖曳的移動軌

跡作對應是有困難的，學生無法辨識軌跡移動所帶來的幾何意義。例如，當學生拖曳三角形頂

點 A 點往右邊平移時，三角形內的∠B 會變小且C 會變大。相反的，如頂點 A 往左平移時，

三角形內的∠B 會變大且C 會變小。若頂點 A 往上移動時，三角形內的∠A 會變小而B 和

C 都會變大。質性分析發現，學生拖曳的認知焦點會放在上述的變化關係上。因為焦點關注於

三角形三個角度的變化關係，學生反而沒有意識到學習單預期的臆測目標，亦即命題敘述一（外

角定理）和命題敘述二：當 AB＝AC 時，1＝2+A。5 位學生都無法同時關注三角形拖曳軌

跡變化與上述兩命題敘述之間的對應關係，順利的在動態幾何環境中臆測正確的幾何性質。 

學生無目標的隨機拖曳，即為文獻提到的徘徊拖曳（wondering dragging），通常拖曳是沒

有特定方向或規律可言的。因拖曳產生的圖形心像反而增加學生辨識拖曳對於角度改變影響的

認知複雜度。學者 Arzarello 等人（2002）論述學生的各種不同拖曳表現時，強調拖曳本身的分

類是根據知覺判斷或是幾何理論為基礎的差異性。另學者 Olivero 與 Robutti（2007）也強調測量

值如何幫助學生形成臆測想法與後續澄清與論證。但這些研究者並未指出學生利用拖曳形成不

同測量值之間的複雜關係式的歷程，拖曳本身引發的複雜性以及學生的認知困難，而這些都將

影響學生後續臆測與論證的表現。 

認知行為類型三：根據幾何性質進行造例 

5 位學生中，其中有 2 位會根據特定圖形屬性或類型當為基礎，利用拖曳產出這些特定的

圖形案例。這與學者 Arzarello 等人（2002）所提出引導拖曳類似，也就是學生會從給定圖形資

訊聯結或猜測可能的圖形屬性或類型，然後再根據這些屬性來拖曳產出圖形，以符合學生意圖

的圖形案例，不過，學生利用此方式拖曳產生圖形案例，並不一定保證就能夠順利產生符合原

命題結論的正例，或是根據圖形屬性的差異化產出不同類型的案例。 

以其中 1 位學生在動態幾何環境的拖曳行為分析為例，此學生首先拖曳產生的第一個圖形

案例是等腰直角三角形（如圖 12）。這位學生建構的圖形案例內蘊三角形的兩個性質：直角與等

腰。而這個圖形案例剛好是符合給定命題敘述的正例。雖然，這個正例對於後續修改給定錯誤

命題並形成合理的正確臆測相當重要，但分析結果發現，這位學生並沒有系統地利用幾何性質

來產生各種不同圖形案例。事後訪談時，學生說： 
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……拉出這個圖形（等腰直角三角形）只是剛好而已。我覺得這樣的例子不好找，我

好像只是運氣好而已……….我後來就沒有辦法找到其他像這樣的例子了 

 

 

圖 12  學生利用直角三角形性質拖曳出的圖形案例 

訪談資料顯示學生只是剛好聯想到等腰直角三角形，並以此造出一個例子。換句話說，這

個學生即使利用某些幾何性質在動態幾何環境拖曳建構圖形案例，這幾何性質也只是圖形所引

發的心像對應而已（Fischbein, 1993; Fischbein & Nachlieli, 1998）。這些幾何性質的心像通常都是

視覺導向的心像表徵，因此，幾何物件旋轉或翻轉之後都可能影響影響學生對此性質心像的認

知。此外，視覺建構的幾何心像通常都不可拆解，所以學生無法從幾何物件或心像中抽取出關

鍵屬性，以關鍵屬性建構其他不同的幾何案例（鄭英豪，2010）。另一個學生無法造出更多等腰

直角三角形案例的原因是這個造例需同時考慮兩個幾何性質：等腰和直角。學生必須理解每一

個性質分別對應的概念空間及案例空間（Michener, 1978），同時找到交集。具體來說，當學生建

構的直角三角形案例需符合等腰性質時，學生必須思考直角三角形的哪兩個邊可以是等腰。若

從學生從等腰三角形來思考直角時，學生必須推論等大的兩底角有沒有可能是直角。若學生無

法跳脫直角三角形的典型心像或者是等腰三角形的典型心像，學生就無法建構出各種不同的等

腰直角三角形。 

總結來說，外角定理提供了研究者瞭解學生在建構較複雜角度關係時，操作動態幾何軟體

以建構案例、形成臆測的認知行為及可能的學習困難。 

（二）學生臆測單一定量關係式的幾何性質的認知行為分析 

本研究另一學習單設計是在動態幾何環境中臆測單一定量的幾何性質。以三角形外接圓學

習單為例。此份學習單的工作任務包括： 
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 拖曳給定三角形頂點獲得新三角形，依據三角形各邊長測量值，

以最長邊為直徑，使用造圓工具鈕造圓，觀察圓與三角形的關

係，判斷圓是否通過三角形的第三個頂點。 

 記錄所造三角形的邊長、角度以及圓與三角形關係在表格內，觀

察表格內符合命題的三角形邊長與角度值，猜測其共同的特殊性

質，也就是「直角」三角形。 

這份學習單剛好與外角定理相反，學生在拖曳動態幾何圖形時，可以藉助視覺的幫助來產

生正例（Hegarty, 2004）。學生不需要像外角定理學習單一樣推論角度之間的關係。從訪談的案

例中，研究者區分幾種不同學生的拖曳圖形的認知表現，而這些認知表現背後存在著學生的在

拖曳圖形中可能面臨的困難與挑戰。 

認知行為類型一：隨意拖曳產生案例 

學生在三角形外接圓學習單利用拖曳產生圖形案例的方式與外角定理學習單一樣，在動態

幾何環境下，容易採取隨意拖曳圖形產生圖形案例。對學生來說，拖曳並沒有特定目標，只是

為了產生圖形案例。學生拖曳過程通常相當快速，且通常獲得的是反例。在外角定理學習單時，

學生並不清楚建構的圖形案例是正例還是反例。但在三角形外接圓活動時，完成這份學習單的

6 位學生均可以從觀察動態幾何軟體所呈現的圖形案例，得知建構的案例是反例。因此，隨機的

拖曳幫助學生瞭解並非所有三角形圖形案例都是符合原命題結論，亦即並非所有三角形都剛好

三點會在圓上（如圖 13）。學生可以藉由視覺判斷得知三角形的其中一個頂點並不在圓上。但即

使學生能隨意拖曳產生圖形案例，卻無助於產出符合原命題結論的正例，就因為如此，學生便

沒有機會去進行利用程序性反駁模式所產出的學生區辨正例與反例的認知活動。 

 

圖 13  學生拖曳後形成三角形與外接圓所形成的反例 
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認知行為類型二：拖曳調整反例成正例 

研究者預設學生先利用拖曳產生特定的三角形案例，再使用造圓按鍵產出圓並判斷關係後，

如圖 13，便不再使用該圖形案例，然而，此類型的學生並非依照研究者預設方式，學生會繼續

使用該圖形案例，再利用拖曳改變不在圓直徑上的三角形第三個頂點，藉此將不符合原命題的

反例調整成為符合命題的正例，因此，學生有了這樣的經驗後，利用拖曳產生正例的意圖並不

是如何產出特定三角形，而是聚焦在利用拖曳調整圖形關係成為正例。例如，學生利用拖曳給

定三角形而產生一個鈍角三角形（拖曳產出特定三角形），並以最長邊為直徑造圓（如圖 13），

但當學生觀察到圓並沒有通過三角形的第三頂點時，接著使用拖曳將第三頂點移動到圓上（拖

曳調整圖形關係成正例）（如圖 14）。研究者發現這樣的學生，其拖曳的意圖在於將圖形關係調

整成符合命題的正例，然而是否符合命題的判斷卻是藉由視覺，因此，視覺判斷的誤差容許程

度將導致測量數值亦有誤差可能（Olivero & Robutti, 2007），如下圖 14，三角形的第三頂點被學

生認為在圓上，不過，而定點的內角測量值顯示為 90.9 度，這誤差卻導致學生無法從測量值的

記錄表中觀察出「直角」的特殊屬性。 

 

圖 14  學生意圖調整反例成正例 

認知行為類型三：拖曳成想像正例 

就這類的學生來說，利用軟體拖曳圖形的意圖是為了產生合乎原命題結論的正例，因此，

學生利用拖曳產生特定的圖形案例後，並不會立即將其視為圖形案例，這與認知類型一的學生

是不同的（立即當案例），學生會在經由想像來判斷是否符合圖形關係，也就是說，學生會先想

像最長邊為直徑造出圓的樣子以及該圓是否通過三角形的第三個頂點，因此，這類型的學生經

常需要多次的「拖曳造例-想像判斷」行為後，才會將拖曳產生的圖形案例當成要進行造圓檢驗

的案例。然而，學生想像的圖形關係（圓通過三角形三個頂點）通常都沒有確實產生，而且沒有

如同認知類型二的學生一樣，再利用拖曳調整圖形案例成為符合圖形關係的正例，因此，這類

型學生利用拖曳所產生的圖形案例亦缺乏正例，就與認知類型一的學生相同，沒有機會進行程

序性反駁中區辨正反例的認知活動。 
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認知行為類型四：拖曳成特定屬性的案例 

就這類的學生來說，學生在利用拖曳產生圖形案例前，就會先觀察正例的圖形、正例的測

量值或圖形分類的特徵，臆測正例可能具有的特定屬性（Cañadas, et al., 2007），並將圖形拖曳成

具有此屬性的圖形案例，再用造圓產生圖形關係來檢驗猜測是否正確，這時學生拖曳產生圖形

案例所關注的便是三角形的特定屬性，亦即具有特定邊長關係或角度測量值的三角形。例如，

學生從學習單給定命題所附加的圖形案例（圓通過三角形三頂點的圖形）觀察該三角形的特徵，

或觀察自己隨意拖曳產出的正例記錄的測量值，或是因三角形名稱欄位所引動的三角形分類觀

點等，進而猜測出三角形須具備「直角」的屬性才是正例，因此，學生利用拖曳產生圖形案例

時，會關注三角形的特定內角角度值的變化，使其成為具有內角 90 度的三角形。不過，當學生

利用已經產出的圖形正例猜測出某個符合正例的特定屬性時，便容易局限在此屬性下而無法轉

向其他屬性，例如，有位學生產出的正例是等腰直角三角形，他從記錄表的邊長與角度測量值

發現此三角形的某個兩邊長相等，因此，猜測「等腰」是正例具備的屬性，其後並以屬性拖曳產

生圖形案例，然而，學生仍因執著於此邊長特徵而無法轉向角度特徵，即使造出許多不符合命

題結論的反例。另外，學生利用拖曳產生特定三角形案例時，由於拖曳特定頂點會造成三角形

兩個邊長測量值的同時變動，而且變動的可能性包含兩邊同時變長、同時變短或一邊變長與一

邊變短，當然，拖曳特定頂點也會造成三角形三個內角測量值的同時變動，而且變動的可能性

包含拖曳點的角度增加與其他兩角度減少，或是拖曳頂的角度減少而其他兩角度增加，因此，

當學生無法同時掌握兩個邊長或三角角度的變化關係時，就無法拖曳出正三角形，也就無法拖

曳出所想要的「正三角形」。 

二、藉由動態幾何軟體與圖表鷹架下的臆測類型 

學者 Cañadas 等人（2007）提出五種臆測類型，包括有限離散案例歸納、動態案例歸納、類

比、回溯、知覺經驗所得臆測。其中，學者 Cañadas 等人說明動態案例歸納的特質是學生從無

限、連續的動態案例觀察中臆測數學。動態幾何軟體是引發此種臆測類型的重要環境。本研究

則是探究當學生無法在動態幾何環境中，直接臆測動態案例背後的數學時，藉由將動態幾何環

境當成「例子產生器」的觀點，結合表格使用之下，學生形成哪些臆測策略。整合上述學生在動

態幾何環境中的認知行為及學習困難，本研究提出學生三種不同臆測策略的類型，分別為有限

隨機離散案例臆測、系統性調整案例臆測及動態性調整案例臆測。 

臆測歷程一：有限隨機離散案例歸納 

15 位學生中，有 4 位學生無法臆測出正確的幾何命題。進一步分析其主要原因則是這些學

生只仰賴表格上紀錄的幾何圖形案例對應的測量值，並試圖以這些測量值來進行臆測。而由於
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這些測量值來自於徘徊拖曳（wondering dragging），所以幾何圖形案例與案例所帶來的測量值也

是隨機的。因此，不一定能夠同時找到符合命題的正例與反例。有的時候也會找到非例。正如

前述的分析中，案例的屬性與幾何命題本身有重要的關係。如：三角形外接圓，學生容易找到

的是反例，而非正例。若學生無法找到正例，學生就無法臆測不同正例之間的不變性，進而以

此不變性來修改給定的錯誤命題。 

臆測歷程二：系統性調整案例臆測 

系統性調整案例臆測指的是學生先隨機建構幾何圖形案例，然後將圖形案例的測量值記錄

在圖表中，藉由圖表的觀測，慢慢形成臆測想法。然後學生再度回到動態幾何環境中檢測自己

的臆測想法。學生在動態幾何環境中會改變測量值（如圖形的邊長或角度），並系統性的觀測圖

形的變化歷程直到學生有足夠的訊息能夠形成新的命題想法。通常學生能夠建構出正例與反例，

並以此來臆測正確的幾何命題。15 位學生中，有 6 位學生是以此策略臆測正確命題的。 

臆測歷程三：動態性調整案例臆測 

剩餘的 5 位學生則是藉由在動態幾何環境中拖曳給定的圖形歷程中形成自己的臆測。這些

學生會來來回回拖曳圖形的某一個點。由拖曳過程中逐漸形成自己的臆測想法。對這些學生來

說，他們會慢慢的拖曳某一個點直到某一個位置以觀察測量值之間的對應關係。同樣的，他們

也會建構反例來再次驗證自己的臆測是否正確。此歷程有助於學生對於「若且唯若」（if and only 

if）與命題判斷之間的理解。 

伍、結論與討論 

本研究藉由文獻分析與支持提出動態幾何軟體的新論述，將其視為「例子產生器」來幫助

學生幾何學習。研究以程序性反駁模式為中介理論架構，選擇錯誤命題為起點，藉由動態幾何

環境中拖曳認知行為產生不同的圖形案例，讓學生得以區辨正反例，尋找其共通性，並進一步

臆測正確的幾何性質。利用質性分析為主，量化資料為輔，深入探究國中生在動態幾何環境中

的認知行為以及學習困難。 

首先本研究呈現學生在動態幾何環境下拖曳圖形、形成臆測想法的不同認知行為及發生的

學習困難。參與學生都能在動態幾何環境中拖曳形成幾何圖形案例，然而學生利用拖曳產生圖

形有不同的認知行為和對應的學習困難，其亦影響後續形成臆測的策略。這些結果不同於紙筆

情境下學生臆測幾何性質的表現，可以提供八、九年級融入動態幾何軟體進行幾何教學的參考，

特別是將動態幾何軟體視為例子產生器的教學設計。其次，學生具備良好的幾何物件分類系統

（de Villiers, 1994）並能夠用來產生不同類型的案例是相當重要的：儘管學生意圖利用軟體產生

符合命題的正例，而且有些學生能夠使用某些特徵產生特定類型案例，如等腰與直角的屬性，
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但是，如果學生不清楚那些特徵對應的分類系統，僅能固著該特徵並產生特定圖形案例，便無

法產出其他類別案例進而探索出符合命題的正例類型，相反的，如果學生清楚特徵對應的分類

系統，就有機會產出不同類別案例進而獲得正例與反例，有助於學生對於該命題的瞭解及後續

臆測歷程的進行。因此，培養學生有系統的幾何物件分類概念，並能夠用來產出不同類別案例，

在教學設計中就顯得相當重要。這也是國中小幾何課程設計與教學必須關注的重點之一。 

另外，學生對圖形進行分解（decomposition）和重組（recomposition）的操作有助於他們察

覺圖形中蘊含的特徵或關係（Gal & Linchevski, 2010）：儘管學生會利用軟體產生圖形案例並得

到其測量值，然而多數學生無法聚焦在數個特定測量值的可能關係上，因此，研究者就某些個

案研究會改變軟體顯示的測量資訊，協助學生聚焦在拖曳產生圖形的特定角度或邊長測量值上，

進而探索這些測量值的可能關係。這樣的介入確實成功引導學生形成可能關係的臆測，而研究

者猜測此項介入能夠成功的主要原因是，學生有機會對自己拖曳產生的圖形案例，進行有目標

的分解與重構的認知操作，進而激發（activate）學生對該圖形案例有關的幾何特徵或關係的提

取與應用，不過，此項猜測仍需要再檢驗。 

研究同時顯示學生能使用一次拖曳產生一系列的圖形案例，並不意味著學生能夠同時察覺

不符合與符合命題結論的反例與正例：儘管學生可以利用拖曳產生一系列的圖形案例，然而，

這些動態的圖形案例不見得都可以成為學生檢驗命題的案例，有些情形可以，特別是命題結論

是可以視覺化的圖形關係，例如，圓通過三角形三個頂點，學生拖曳產生一系列圖形案例時，

便可從視覺化的圖形關係立即判斷是否符合命題結論；但有些情形不可以，特別是命題結論是

不容易視覺化的測量值關係，例如，特定三個角的代數關係式，學生拖曳產生一系列圖形案例

時，這些角度測量值隨之快速變動且幾乎都不符合該代數關係式，若不是靜止狀態，亦即有特

定的測量值顯示，就無法判斷代數關係是否成立，因此，學生無法就一次拖曳產生正例與反例，

需要累積出多個靜止案例後，才能夠從這些案例的數值資料進行關係的探索。 

學者 Healy 與 Hoyles（2001）指出科技媒體融入教學的可能性與限制性。本研究進一步提

出學生利用動態幾何軟體產生的圖形案例與學生原本意圖產生的案例之間會仍有落差；儘管學

生有動態幾何軟體輔助來產生圖形案例，然而，他們仍無法利用軟體產出意圖中的圖形案例，

造成認知想像的與實際產出的圖形落差原因主要來自於：（1）拖曳動作的限制，學生可能無法

確實地拖曳圖形頂點到特定的位置或特定的數值上，例如，學生想要將三角形第三頂點拖曳到

特定的圓上，但無法精確地協調手部的拖曳動作達到特定的位置；（2）視覺判斷的限制，學生

如可能無法精確地看出圖形的特定關係，例如，學生想要判斷產出的圓是否通過三角形三頂點

時，因為軟體預設圓與點均有寬度，再加上相對的螢幕解析程度，雖然不重疊的兩者，卻在某

個視覺容許的範圍內便被看成是重合；（3）測量值的限制，學生可能誤以為軟體呈現的測量值
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是精確無誤的值，例如，學生利用拖曳產生三角形案例，三角形內角值分別為 68.6, 47, 64.5 度，

學生通常相信這些數值，並沒有察覺內角總和超過 180 度，以及認識到這是因為軟體以四捨五

入取到小數第一位所造成的。當然，學生拖曳產生圖形案例時，這些限制會交互持續地出現，

若學生沒有察覺這些限制及相互帶來的影響時，就光是判別案例是否符合命題結論時便會產生

問題，當然就會影響到後續形成臆測的認知表現。 

不同於學者 Cañadas 等人（2007）提出的五種臆測認知歷程，研究者從學生在動態幾何環

境下的臆測歷程區分三種認知路徑，包括有限隨機離散案例歸納、系統性調整案例臆測及動態

性調整案例臆測。研究結果論述提供將動態幾何軟體視為「例子產生器」，並融入案例記錄表格

教學設計與課室教學互動的重要依據。 

目前臺灣國中階段的幾何課程規劃在八和九年級。八年級主要教學目的之一是培養學生能

理解幾何性質，並利用性質進行幾何推理，銜接幾何論證。九年級則是進一步預期學生能具備

建構幾何證明的素養能力。而本研究以七年級學生為研究對象，提出尚未進入八年級幾何課程

可能面臨的學習困難，尤其強調在臆測、圖形分解與重組、動態幾何軟體使用可能產生的學習

限制上，具體描述這些學習困難。這些觀點可以提供八、九年級進行幾何教學，尤其採用動態

幾何軟體為教學媒介的參考依據。其中，無論是八年級幾何推理與論證初始學習階段還是九年

級正式進入論證課程，其學習的根基之一是學生必須對架基幾何論證基礎的幾何性質必須有相

當的瞭解。本研究清楚描述幾何性質概念的建構，尤其藉由動態幾何環境中，學生如何能夠正

確的建構幾何性質。雖然，本研究提出使用動態幾何進行教學可能面臨的教學限制，但其軟體

工具提供學生由特定性質衍生的多樣圖形，建構學生思考同一性質下，圖形的多樣性，以及此

例子空間的擴張對後續幾何學習的重要性，具有實質上的意涵。 

在教學介入方面，原本研究者只界定於幫助學生順利建構正反案例，以觀察案例之間的共

通性，得以順利進行幾何臆測。在研究的目標及分析架構下，描述學生的認知行為以及這些教

學介入對於學生在動態幾何環境中進行臆測的影響。學生如何造例、造例的困難與學生形成臆

測想法則是可進一步研究探究的主題之一。 
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數感和基本計算一直被認為是數學學障的核心缺陷，國中的數學學障學生在小學接受補救教學之後，其

在基本數學技巧上表現是否可以被補救？本研究擬以 4 位國中數學學障生，探討單純數學學障與數學合

併閱讀障礙國中生在個位數、多位數計算及其對應之文字題解題能力的表現特徵，並比較彼此的差異。以

單純數學學障和數學合併閱讀障礙各 2 人為研究對象，實施二套計時性質之標準化數學診斷測驗，據以

進行計算正確性與計算速度之量化分析，在施測過程中蒐集個案的計算策略與錯誤類型資料，據以進行

個位數、多位數計算與文字題解題能力發展之質性分析。研究結果發現，個位數加法和減法數學事實自動

化提取的困難，是數學學障的核心能力缺陷，此特徵反映在個位數計算速度的緩慢，並不影響其正確性，

計算策略分析顯示兩組學生的數數策略發展有所差異。多位數計算能力方面，不管是否合併閱讀障礙，數

學學障主要的核心缺陷仍為數學事實提取困難，均呈現計算速度緩慢的問題，遇到大數字或更複雜的題

型時，數學合併閱讀障礙的學生，其計算速度更為緩慢，也開始出現計算正確性的問題。加法和減法文字

題解題能力方面，單純數學學障的解題速度不受影響，偶而出現運算符號錯誤，合併閱讀障礙後，其計算

正確性與計算速度則明顯受到影響，據此，文字題解題能力可能不是數學學障的核心能力缺陷。 

關鍵詞：計算能力、數學事實提取能力、數學學障、閱讀障礙 
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Number sense and arithmetic are considered the core deficit of mathematics learning disabilities (MLD). Can these 

basic skills of the junior high school students with MLD be remediated after receiving remediation from the 

elementary school to junior high school? This study aims to investigate the single- and multi-digit arithmetical 

abilities of junior-high-school students with mathematics learning disabilities (MLD-only) and those comorbid 

reading disabilities (MLD-RD). The subjects, two MLD-only and two MLD-RD students, were administered two 

standardized and timed diagnostic tests, and with observations made and interviews conducted during or after the 

test.  Both quantitative and qualitative data were analyzed, including the arithmetic accuracy, speed, strategies and 

error-patterns. The results revealed that single-digit addition and subtraction and math-fact retrieval are the core 

deficits in students with MLD. The deficit in math-fact retrieval affects their arithmetical speed. An analysis of their 

arithmetical strategies showed that development of counting strategies differed between MLD-only and MLD-RD 

students. In multi-digit arithmetic, MLD students, whether comorbid RD or not, performed poorly with low 

arithmetical speed, especially when encountering problems with large numbers and complex procedures for 

calculations. Furthermore, the arithmetical speed of MLD-RD students was found to be slower than that of MLD-

only students. When solving word problems, the speed of MLD students was not affected, but among MLD 

comorbid RD students, speed was significantly affected. Therefore, word problems are not considered the core deficit 

of students with MLD. 

Keywords: arithmetic, math fact retrieval, mathematics learning disabilities, reading disabilities
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壹、緒論 

數學學障（mathematical learning disability，簡稱 MLD）是學習障礙的亞型之一，相較於閱

讀障礙（reading disability，簡稱 RD）研究發展之豐富，MLD 研究相對不足（Gersten, Jordan, & 

Flojo, 2005; Jordan & Hanich, 2003）。往年，國內 MLD 之鑑定多採學習潛能和數學表現之間的差

距標準（林秀柔，1989；蕭金土，1995），因此鑑定工具就需要標準化數學成就測驗作為數學表

現之判斷依據，再與智力測驗所測得之學習潛能進行差距評估。直到民國 89 年柯華葳以核心能

力的構念編製《基礎數學概念評量》，才把鑑定MLD之重點轉到核心能力之缺陷（柯華葳，2005）。

這個改變與美國精神醫學會（American Psychiatry Association）的心理疾患統計診斷手冊（The 

Diagnostic and Statistical Manual of Mental Disorders，簡稱 DSM）演變一致，2013 年新出版的

DSM-5 不再採用 2004 年 DSM-IV 及更早版本強調能力與成就之差距標準，改以核心缺陷的特

徵作為 MLD 之診斷標準，並提出兩種困難類型，一是難以學會數感、數學事實提取或計算，此

與傳統醫學名稱「失算症」或「計算障礙」（dyscalculia）之概念接近（Butterworth, 2005; Chiappe, 

2005）；另一種是難以進行數學推理，亦即運用數學概念、數學事實和計算程序進行推理與解題

出現困難，前後版本之標準如表 1。 

綜觀國外文獻以 MLD 作為研究對象時，在操作上多由標準化個位數和多位數計算能力測

驗之表現所界定（Geary, Hoard, Byrd-Craven, & DeSoto, 2004；Geary, Hoard, Byrd-Craven, Nugent, 

& Numtee, 2007; Jordan, Hanich, & Kaplan, 2003；Raghubar, et al., 2009），而研究指出 MLD 和 RD

會有共病情形，所謂共病是指個體同時符合兩種以上障礙診斷或疾病之情形，且二者沒有因果

關係（Noyes, 2001; Wittchen, 1996）。MLD 合併 RD 的出現率從 2.3％到 7.6％之間（Badian, 1999; 

Dirks, Spyer, van Lieshout, & de Sonneville, 2008; Lewis, Hitch, & Walker, 1994），而兩者的共病率

則高達 57％至 64％之間，視 MLD 的診斷標準而定（Barbaresi, Katusic, Colligan, Weaver, & 

Jacobsen, 2005）。很多探討 MLD 的研究會採用是否合併 RD 的共病設計，目的在於釐清哪些數

學表現困難的特徵是 MLD 的核心缺陷（當此困難特徵在兩者均出現時），合併 RD 後是否加重

此核心缺陷的嚴重程度，以及哪些困難特徵是合併 RD 後才浮現，據以推論該困難特徵非 MLD

的核心缺陷。 

據此，近年的研究多關注單純 MLD（以下簡稱 MLD-only）和 MLD 合併 RD（以下簡稱

MLD-RD）之不同亞型，彼此在計算能力表現的特徵與差異，計算能力的範疇包括個位數計算，

又稱數學事實提取能力（math facts retrieval）（Geary, et al., 2004; Jordan, et al., 2003）、多位數計

算能力（Raghubar, et al., 2009）和文字題解題能力（Fuchs & Fuchs, 2002; Hanich, Jordan, Kaplan, 

& Dick, 2001; Jordan & Hanich, 2000; Jordan & Montani, 1997; Pellegrino & Goldman, 1987）等。
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然而，國外文獻在計算能力的研究議題上多是分開探討，而且研究對象也集中在小學階段且尚

未經過補救教學者，因此，他們在小學階段經過身心障礙資源班的數學科小組補救教學後，到

了國中階段，彼此在計算能力上的整體表現特徵及其差異為何，是一個值得探討的議題。 

綜合上述，本研究目的為以國小階段經過數學科補救教學迄今之 MLD-only 和 MLD-RD 國

中生為對象進行個案研究，探討 MLD-only 和 MLD-RD 這兩種不同亞型之 MLD 個案在個位數

計算、多位數計算及文字題解題能力之表現特徵及彼此的差異。 

表 1 

DSM-IV 和 DSM-5 數學障礙之診斷標準 

版本 標準內容 

DSM-IV

（American 

Psychiatric 

Association, 

2004） 

A：在標準化個人測驗中，數學能力顯著低於預期應有程度。此預期依據

其生理年齡、測量得到的智能，以及與其年齡相稱之教育而判定。 

B：準則 A 之障礙顯著妨害其學業成就或日常生活需要閱讀技能的活動。 

C：若有任何感覺能力缺陷，此數學困難也遠超過此缺陷通常影響所及。 

DSM-5（American 

Psychiatric 

Association, 

2013） 

A：學習學業技能有困難，出現如下任一症狀超過六個月，即使對這些困

難有提供介入： 

5. 難以學會數感、數學事實或計算 

6. 難以數學推理，利用數學概念、事實、程序去解決問題
註一

 

B：這些困難顯著低於其就讀年級所有之水準，且顯著影響其學校學業和

工作相關活動的表現。 

註一：僅列數學學習障礙，未列出的 1-4 是閱讀和書寫障礙。 

貳、文獻探討 

為支持本研究目的之重要概念，以下依據數學計算有關的數學事實自動化提取、多位數計

算和文字題等能力發展之文獻，與其在數學學障學生相關研究結果分述如下。 

一、數學事實自動化提取能力之發展 

數學事實自動化提取能力是指，學生能自動化地將個位數計算的答案直接從記憶庫中提取

出來，要達到如此流暢的計算能力，不少文獻已指出大致可分為三個發展階段，第一階段稱為

數數階段，或稱為建立數學事實的程序性知識（procedural knowledge）階段；第二階段則是將已

知的數學事實與未知的數學事實建立關係，據以記住未知數學事實的階段；第三階段則是直接

提取數學事實，或是知道數學事實的陳述性知識（declarative knowledge）階段（Ando & Ikeda, 

1971; Ashlock, 1971; Bezuk & Cegelka, 1995; Carnine & Stein, 1981; Garnett, 1992; Garnett & 
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Fleischner, 1983）。Hopkins 與 Lawson（2002）則進一步將數數階段再加以細分成二個階段，兒

童能夠直接提取數學事實之前，他必須先習得數字的概念知識，並建構出越來越精緻而有效率

的數數策略，據此指出數數策略的發展是從「全部數（counting-all）」進展到「數上去（counting-

on）」策略，其中「全部數策略」又細分為長數數加總（long-sum）和數數加總（sum-counting）

程序等二個發展階段，這二者均是從 1 開始數，只是前者在「加數」從 1 數一次，「被加數」也

從 1 數一次，最後二個數字合起來從 1 再數一次，而後者是二個數字合起來從 1 開始數直到結

束。至於「數上去策略」也細分為二個發展階段，分別為以第一個數字為基礎數上去（count-from-

first）和以大數字為基礎數上去（min-counting）程序，前者是以第一個數字（亦即加數）為基礎

數上去，而後者是以大的數字（可能是加數或被加數）為基礎數上去。此外，Hopkins 與 Lawson

將上述文獻的第二階段和第三階段分別稱為分解與重組（decomposition and regrouping）和數學

事實提取（math facts retrieval）階段（Hopkins & Lawson, 2002），其中分解與重組能力是一種彈

性運用能力的展現，透過已建立的數學事實導出另一個數學事實，如「6+7」先提取已知的「6+6=12」

這個事實，然後這個「部份的合」再加上 1 就導出答案，當孩童的計算能力進展到數學事實提

取階段，表示他們遇到任何的個位數算式（如 3＋5＝、8＋5＝、9－6＝、14－5＝、6×7＝、…）

都可以直接從記憶庫中提取出答案，研究指出學童從數數策略轉換到數學事實提取策略，大致

發生在小學二年級到三年級之間（Ashcraft, Fierman, & Bartolotta, 1984），到了小學四年級，數學

事實直接提取已成為其主要的加法策略（Ashcraft, 1982）。Hopkins 與 Lawson 四個發展階段整理

如表 2，並與之前文獻所指出的三個階段進行對照。 

表 2 

Hopkins與Lawson的四個發展階段與之前文獻的三個發展階段對照表 

之前文獻的三階段論 

Hopkins 與 Lawson 的

四階段論 次階段 

數數（程序性知識）階段 全部數階段 long-sum 

sum-counting 

數上去階段 count-from-first 

min-counting 

已知與未知事實建立關係階段 分解與重組階段  

數學事實提取（陳述性知識）階段 數學事實提取階段  

當計算策略發展到以記憶為基礎時，在解題歷程中，由於運用快速且精熟的自動化數學事

實提取策略而降低工作記憶的負荷，就可以讓出更多的認知資源以解決複雜的問題，如多位數

計算或文字題，甚至理解更抽象的數學概念（Dehaene, 1997; Geary & Widaman, 1992）。而且，
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學童如果能運用數學事實的自動化提取能力，快速地完成數學習題，那麼他將有更多的機會也

能更輕鬆地練習其他的題目，而這些經驗會進一步強化其計算的正確性、流暢性和彈性運用能

力（Ivarie, 1986; Skinner, Bamberg, Smith, & Powell, 1993; Skinner, Belfiore, Mace, Williams, & Johns, 

1997; Skinner, Pappas, & Davis, 2005）。 

二、多位數計算能力之發展 

一般學生在多位數計算能力的表現，可以從計算錯誤的訊息中加以探討其計算程序與概念

知識的發展（Resnick, 1984），例如，孩童開始學習多位數減法計算時，會忽略每個位值之被減

數與減數的大小，常犯一律以大的數字減小的數字之錯誤類型（如 624－461＝243），此計算程

序的錯誤可能反映孩童仍缺乏十進位（base 10 system）的數學概念（Fuson & Kwon, 1992）。van 

Lehn（1982）指出多位數計算除了缺乏數學概念導致穩定而一致的錯誤外（如上述缺乏十進位

概念），也會因為缺乏穩固的計算程序或數學事實提取錯誤而導致偶發性的錯誤，反映出學童從

長期記憶中提取數學事實有困難或錯誤使用數數程序等。其他型態的多位數計算錯誤，包括直

式轉換時的數字空間欄位對位有誤、誤讀或誤寫數字等，此現象可能與視覺-空間（visual-spatial）

或視覺-監控（visual-monitoring）能力不佳有關（Russell & Ginsburg, 1984）。到目前為止，針對

MLD 學生在多位數計算能力的研究仍是相當不足，Russell 與 Ginsburg（1984）利用聽寫多位數

計算題目，並將寫下的題目加以計算的方式進行研究，發現國小四年級的 MLD 學生，相較於同

齡的控制組而言，較無法辨識出他人計算程序的錯誤，包括數字空間欄位對位的錯誤、誤寫數

字等，而且有較高比例的數學事實提取錯誤，據此指出數學事實提取的錯誤和視覺-監控能力不

佳是 MLD 學童進行多位數計算的主要特徵。 

Raghubar 等人（2009）則進一步以國小三、四年級的 MLD-only、MLD-RD、RD-only 學生

和正常發展的控制組等為對象，進行多位數加法和減法計算能力的研究，並依據下列的錯誤類

型加以編碼，包括數學事實提取錯誤、計算程序錯誤、視覺-空間錯誤和計算題型轉換錯誤等。

數學事實提取錯誤是指計算時將個位數加法或減法的結果算錯；計算程序錯誤包括借位時忽略

需要在借位的位值減掉 1、一律以大數字減小數字的錯誤、進位時未在下一個位值加 1 等；視覺

-空間錯誤包括誤認或誤寫數字、空間位值欄位對位錯誤或數字在空間上的書寫相當擁擠不整齊

等；計算題型轉換錯誤是指從一個題型（如減法）轉換到另一個題型（如加法）有困難，應該轉

換到加法計算，但仍進行減法計算。研究結果指出 MLD-only 和 MLD-RD 學生，在多位數計算

的錯誤型態上沒有明顯差異，其中數學事實提取錯誤和 MLD 有關，和 RD 無關；RD 學生，不

管是否合併 MLD，則會犯較多的視覺-空間錯誤的類型，此現象和研究的預期不一致（Raghubar, 

et al., 2009）。  
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三、數學文字題解題能力的發展 

數學文字題的解題能力牽涉到相當複雜的認知能力，根據 Mayer（1985）的觀點，數學文字

題的解題歷程包括四個階段，分別為問題轉譯（problem translation）、問題整合（problem 

integration）、解題計畫（solution planning）與解題執行（solution execution）等，而且每個歷程

底下都牽涉到特定的知識和技巧與之對應。問題轉譯是指解題者發現一些關鍵語句並將它們轉

譯成此文字題的內在表徵，此階段牽涉了基本語言和生活經驗的事實知識，透過這些知識在文

字題內選出與解題可能有關的數字，此稱為數字選擇技巧；問題整合是指解題者能以符合邏輯

的方式，整合前一階段所形成的數個內在表徵或基模，此階段涉及了基模知識，透過基模知識

的整合加以判斷算式符號，此稱為決定算式符號的技巧；解題計畫是指解題者能利用策略知識

擬定解題方案，此時需要運用選定數字並做出解題步驟及其順序的技巧；解題執行是指解題者

能運用算則知識，執行每個步驟所列出算式的計算，此稱為完成計算的技巧（Mayer, 1985）。此

外，數學文字題的難度與複雜度會隨著解題步驟、運算符號及無關訊息的增加而提高（Powell, 

2011）。 

Fuchs 與 Fuchs（2002）將數學文字題利用總字數、總句數、平均每句字數、動詞數、出現

的數字大小及個數、解題需要的步驟量（一步驟到三步驟）以及是否出現不相關數字等向度，

列出三種難度的文字題，分別為算術故事題（arithmetic story problem）、複雜故事題（complex 

story problem）和真實情境題（real-world problem solving）。算術故事題只需一步驟解題，只出

現 2 個數字，且加法總和或被減數在 9 以下；複雜故事題則需 1-3 步驟解題，出現 2 個數字以

上（但不出現無關數字），數字大小則包括 1 位數和 2 位數；真實情境題則是 2 步驟以上的解

題，出現 3 個數字以上，包括與解題無關的數字，數字為多位數。這三種難度文字題的總字數、

總句數和平均每句字數、出現的動詞數等，彼此之間均有顯著差異。研究者利用這三種難度的

文字題，以國小四年級 MLD-only、MLD-RD 和一般發展的學童為對象進行研究，結果發現 MLD

學生，不管是否合併 RD，在三種難度的文字題，其列式正確性與計算正確性均顯著低於一般學

生的表現，就 MLD 不同亞型的比較而言，在算術故事題方面，MLD-only 和 MLD-RD 學生的列

式正確性和計算正確性的表現無顯著差異，但是在複雜故事題和真實情境題方面，MLD-only 學

生的列式正確性顯著高於 MLD-RD 學生，至於計算正確性方面則無顯著差異。 

Kingsdorf 與 Krawec（2014）以 Mayer 的模式為基礎，建立了 4 種文字題解題的錯誤類型分

析，包括數字選擇錯誤（number selection error）、運算符號錯誤（operation error）、缺漏步驟錯

誤（missing step error）和計算結果錯誤（computation error）等，該研究以國中七、八年級的學

習障礙（未進一步細分學習障礙的亞型）和同齡的一般發展學生為對象進行分析，結果顯示學

習障礙學生產生數字選擇錯誤和運算符號錯誤的比例顯著高於一般發展學生，而產生計算結果
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錯誤的比例則是邊緣顯著高於一般發展學生（Kingsdorf & Krawec, 2014）。 

基於上述計算能力與文字題解題能力發展的文獻，而且研究 MLD 學生的表現時是分開探

討，有些文獻也並未針對 MLD 的亞型進一步討論，因此，研究 MLD 是否合併 RD 之不同亞型

在計算能力的差異時，宜整合個位數、多位數計算能力及其相對應的文字題解題能力之向度，

進行完整的分析，如此才能對 MLD 不同亞型學生之計算能力有全面性的瞭解。本研究擬蒐集個

案在標準化個位數計算、多位數計算及相對應的文字題解題之測驗表現，以及利用答題過程中，

學生計算策略的觀察與訪談及錯誤類型分析等質性資料，據以推論其數學事實提取、多位數計

算和文字題解題能力的發展，經由上述整合量化與質性資料的分析方式，探討他們在經過小學

補救教學後至國中階段，計算能力的表現特徵及彼此之間的差異。據此，本研究針對計算能力

提出整體性的分析架構，包括個位數計算能力（含基本和複雜題型）、多位數計算能力（含基本

和複雜題型）、及其相對應的文字題解題能力，如圖 1 所示，相關細節於研究方法章節詳述。 

 

圖 1  本研究之計算能力分析架構圖 

參、研究方法 

一、研究對象 

以國中階段 8 年級或 9 年級已被鑑定為 MLD-only 和 MLD-RD，且於國小階段接受身心障

礙資源班數學科小組補救教學迄今，各二位臺北市的學生為研究對象，分別命名為 MLD-only1、

MLD-only2、MLD-RD1 和 MLD-RD2。臺北市學習障礙學生的鑑定乃依據身心障礙及資賦優異

學生鑑定辦法（教育部，2012），其鑑定基準如下： 

（一）智力正常或在正常程度以上。 

（二）個人內在能力有顯著差異。 

（三）聽覺理解、口語表達、識字、閱讀理解、書寫、數學運算等學習表現有顯著困難，且

經確定一般教育所提供之介入，仍難有效改善。 

因此進行學習障礙學生的資格鑑定時，除了相關學習困難的質性觀察外，會實施魏氏兒童

個位數計算能力
(基本題型和複雜題型)

多位數計算能力
(基本題型和複雜題型)

個位數文字題解題能力 多位數文字題解題能力
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智力測驗以釐清智力水準，以及與聽覺理解、口語表達、識字、閱讀理解、書寫、數學運算等學

習表現有關的診斷測驗，並以百分等級 15 以下做為是否顯著困難的切截分數。本研究樣本的數

學運算能力運用柯華葳（1999）所編製「基礎數學概念評量」之「借位減法」、「空格計算」和

「三則計算」，其中三則運算是柯華葳（1999）編製的數學基本概念評量之分測驗之一，該測驗

僅設計加、減、乘三種計算，未包括除法，故稱為三則運算。而閱讀能力的標準化測驗則包括

「中文年級認字量表」和「國中閱讀推理測驗」，所以兩組個案都是在數學運算能力之標準化測

驗低於切截點，但是單純 MLD 在識字和閱讀理解之得分高於切截點，而合併 RD 的則是識字或

閱讀理解之得分低於切截點。 

為考慮其他能力的影響，本研究二組學生另控制智力（取自魏氏兒童智力測驗第三版的全

量表智商）與工作記憶（取自魏氏兒童智力測驗第三版的記憶廣度分測驗之量表分數）的能力

變項，如表 3 所示。他們在 MLD 和 RD 診斷測驗的結果如表 4 所示，結果顯示 MLD-only1 和

MLD-only2 在借位減法、空格和三則等計算能力上有顯著困難，MLD-RD1 除了計算能力有顯著

困難外，合併有識字和閱讀理解能力的顯著困難，至於 MLD-RD2 除了計算能力有顯著困難外，

合併有識字困難，但沒有明顯的閱讀理解困難，因此，MLD-RD1 和 MLD-RD2 所呈現的閱讀障

礙亞型是不同的。 

表 3 

MLD-only和MLD-RD個案在智力與工作記憶能力測驗之得分 

        個案 

認知能力 
MLD-only1 MLD-only2 MLD-RD1 MLD-RD2 

智力（魏氏智力測驗第

三版之全量表智商） 

96 95 88 94 

工作記憶（記憶廣度分

測驗之量表分數） 

7 4 7 4 
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表 4 

MLD-only和MLD-RD個案在數學與語文標準化診斷測驗的成績表現 

診斷

內容 

診斷 

測驗 
診斷標準 

MLD-

only1 

MLD-

only2 

MLD-

RD1 

MLD-

RD2 

數學

計算

能力 

借位減法 
正確指標低於切截分數     

速度指標低於切截分數     

未知數空格

計算 

正確指標低於切截分數     

速度指標低於切截分數     

三則運算 
正確指標低於切截分數     

速度指標低於切截分數     

語文

能力 

識字量 得分低於切截分數     

閱讀理解 得分低於切截分數     

註：數學計算能力診斷測驗摘自「基礎數學概念評量表」之後三項分測驗；語文能力診斷分別摘自「中文

年級認字量表」及「國中閱讀推理測驗」。 

二、研究工具 

本研究的個位數和多位數計算又分為基本和複雜題型，利用標準化且計時的「基礎數學概

念評量」（柯華葳，1999）和「基本數學核心能力測驗」（洪儷瑜、連文宏，2015）作為研究工具，

所有的題目均以橫式計算的方式呈現，各分測驗得分可以轉換為「正確指標（答對題數除以做

完題數）」和「速度指標（答對題數除以全部題數）」，這兩套測驗均提供常模參照百分等級 15 以

下作為有無顯著困難之篩選標準。此外，在個案計算或文字題解題過程中，觀察（必要時進行

訪談）其使用的計算策略並分析錯誤類型為何，透過量化的正確指標和速度指標的常模參照及

觀察與訪談的質性資料進行整體計算能力發展之分析。底下將計算與文字題解題能力的測量工

具及其題型分別進行描述，並整理如表 5 所示：  
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表 5 

不同計算能力之分析架構表 

範

疇 

題

型 測驗工具 分測驗名稱 例題 

個

位

數

計

算 

基

本 

基礎數學

概念評量

表 

個位數不進位加法 1＋4、5＋2、3＋3 

個位數進位加法 7＋5、8＋3、7＋7 

個位數不借位減法 9－2、6－3、8－5 

個位數乘法 3×9、5×5、7×4 

複

雜 

基本數學

核心能力

測驗 

二位數與二位數不進位加法和不借位減法 14＋33、76－54 

二位數與個位數不進位乘法 13×3、24×2 

三位數與二位數不進位加法和不借位減法 314＋33、776－54 

多

位

數

計

算 

基

本 

基礎數學

概念評量

表 

二位數減個位數借位減法（十位數為 1） 10－3、12－7 

二位數減個位數借位減法（十位數為 2） 20－7、24－6 

二位數減個位數借位減法（十位數為 6） 65－8、63－9 

複

雜 

基本數學

核心能力

測驗 

三位數與二位數進位加法和借位減法 329＋34、743－19 

二位數需進位乘法 54×7、54×28 

文

字

題 

個

位

數 

基礎數學

概念評量

表 

應用題 

小明有 5 顆糖，小華又

給小明 3 顆，請問小明

現在有幾顆糖？ 

多

位

數 

基本數學

核心能力

測驗 

應用題 

桌子上有 51 枝筆，16

枝是紅筆，19 枝是藍

筆，其他都是黑筆，請

問桌子上有幾枝黑筆？ 

（一）個位數計算能力 

利用「基礎數學概念評量」的個位數不進位加法、個位數進位加法、個位數不借位減法和

個位數乘法等四個分測驗，以及「基本數學核心能力測驗」的二位數與二位數不進位加法和不

借位減法、二位數與個位數不進位乘法、三位數與二位數不進位加法和不借位減法等三個分測

驗，共計七個分測驗進行施測與計算策略分析。「基礎數學概念評量」的四個分測驗稱為『基本

題型的個位數計算』；「基本數學核心能力測驗」的三個分測驗則稱為『複雜題型的個位數計算』，

雖是多位數所組成的加法、減法和乘法，然而計算過程不涉及進位或借位，因此在計算上，每

個位值可以分開計算，仍是測量個位數的計算能力。 
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（二）多位數計算能力 

利用「基礎數學概念評量」的十位數分別為 1、2 和 6 減個位數之借位減法等三個分測驗，

以及「基本數學核心能力測驗」的三位數與二位數進位加法與借位減法、二位數乘個位數和二

位數乘二位數之進位乘法等二個分測驗，共計五個分測驗進行施測與計算策略或錯誤類型分析。

「基礎數學概念評量」的三個分測驗稱為『基本題型的多位數計算』，因為這是多位數借位減法

最基本的形式，借位後，十位數僅需減掉 1 即可；「基本數學核心能力測驗」的二個分測驗則稱

為『複雜題型的多位數計算』，在執行進位或借位程序後，數字位值的空間欄位對位須正確，且

每個位值須再進行計算，可以說是多步驟的複雜計算程序。 

（三）文字題解題能力 

利用「基礎數學概念評量」的文字題以及「基本數學核心能力測驗」的文字題，共計二個測

驗做為評量工具並分析其計算策略與錯誤類型。「基礎數學概念評量」的文字題稱為『個位數題

型的文字題』，因為題目中只出現二個個位數且只需一步驟解題，因此符合 Fuchs 與 Fuchs（2002）

所指稱的『算術故事題』；「基本數學核心能力測驗」的文字題稱為『多位數題型的文字題』，因

為題目中出現二至三個數字（不出現無關數字），所使用的數字均為二位數，而且需 1-2 步驟解

題，符合 Fuchs 與 Fuchs 所指稱的『複雜故事題』。 

三、分析方法 

（一）量化分析 

本研究利用計時的標準化測驗可以獲得正確指標和速度指標兩個數據，依序進行以下的分

析：（1）個案的正確指標和速度指標是否低於常模百分等級 15 以下的顯著困難標準；（2）個案

的計算或解題速度是否緩慢之分析，可以分為二個程度，如果「速度指標低於正確指標」，表示

個案在時限內未能完成全部的題目，據以推論其計算或解題速度緩慢，若速度指標進一步低於

常模百分等級 15 以下，表示該個案的計算或解題速度有顯著困難；（3）由於樣本數僅四人，無

法進行組間的統計考驗，僅能根據組內二人在速度或正確指標所構成的數值區間，和另外一組

的組內二人之數值區間是否有所重疊，來進行初步的可能差異趨勢之比較，亦即 MLD 不同亞型

的兩組在這兩種指標的數值區間未重疊，表示兩組在計算/解題正確性或速度可能呈現有所差異

之趨勢。 

（二）質性分析 

本研究針對個案在個位數計算、多位數計算及文字題解題過程中，進行其計算策略與錯誤

類型分析，分別描述如下： 
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1.個位數計算策略分析 

以 Hopkins 與 Lawson（2002）所提出數學事實自動化提取能力之發展階段，包括「全部數」、

「數上去（再細分為 count-from-first 和 min-counting 策略）」、「分解與重組」及「自動化提取」

作為觀察指標，個案在計算時沒有明顯的停頓且直接把答案寫出來，則視為使用自動化提取策

略，如果在計算過程中有停頓且明顯使用可觀察之手指或口語數數，則進一步分析是使用全部

數或數上去策略；如果在計算過程中有停頓，但沒有明顯數數行為，則在分測驗結束後，針對

這些題目進行訪談，詢問個案：「我剛剛看到你在算這一題時有停了一下，請告訴我這一題你是

怎麼算的？」依據個案的回答進行計算策略的分析，等個案回答後，再進一步追問：「有哪幾題

也是這樣算的？」，藉以評估計算過程中，使用全部數策略、數上去策略之 count-from-first 或 min-

counting 程序，以及拆解與重組或數學事實提取等策略之使用情形。 

2.多位數計算策略與錯誤類型分析 

計算策略的分析方式如前項所述，錯誤類型分析則依據 Raghubar 等人（2009）所提出的「數

學事實提取錯誤」、「計算程序錯誤」、「視覺-空間錯誤」和「計算題型轉換錯誤」等四項類型作

為觀察指標。 

3.文字題解題計算策略與錯誤類型分析 

計算策略的分析方式如前項所述，錯誤類型分析則依據 Kingsdorf 與 Krawec（2014）所提

出的「數字選擇錯誤」、「運算符號錯誤」、「缺漏步驟錯誤」和「計算結果錯誤」等四項類型作為

觀察指標。 

肆、結果與討論 

一、個位數計算能力方面 

正確與速度指標整理如圖 2，重要結果整理如表 6 所示。 

  

圖 2  四位個案在個位數計算能力之正確和速度指標表現 
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表 6 

MLD-only和MLD-RD組在個位數計算能力之表現特徵及其差異 

範疇 分析項目 正確與速度指標差異
註一

 組間表現差異
註二 

個

位

數

計

算 

加

法

與

減

法 

基本

題型 

正確指標 
速度指標低於正確指標 

無 

速度指標 無 

複雜

題型 

正確指標 
速度指標低於正確指標 

MLD-only＞MLD-RD 

速度指標 MLD-only＞MLD-RD 

計算策略 
MLD-only 組使用數上去 min-counting 程序 

MLD-RD 組使用數上去 count-from-first 程序 

乘

法 

基本

題型 

正確指標 
無 

無 

速度指標 無 

複雜

題型 

正確指標 
無 

無 

速度指標 無 

計算策略 

MLD-only 組使用乘法事實提取策略 

MLD-RD 組部分 5 以上的乘法使用從中間背誦九九

乘法表的策略 

註一：「速度指標低於正確指標」表示時限內未能完成所有的題目，有計算緩慢的問題。 

註二：「＞」僅表示可能趨勢，並非統計考驗結果。 

（一）基本題型的個位數不進位加法與不借位減法 

四位個案的正確指標在.90 至 1 之間，而速度指標則在.83 至.97 之間，兩組的指標區間有所

重疊，推論 MLD-only 和 MLD-RD 二組個案在這些題目的計算正確性和計算速度沒有明顯的差

異。然而，四位個案均出現速度指標低於正確指標（在時限內未能完成所有的題目），因此有計

算速度緩慢的情形。觀察及訪談其計算策略運用顯示，四位個案都會使用手指、口語或敲手指

輔助等不成熟的數數策略進行計算。進一步依據 Hopkins 與 Lawson 的觀點分析發現，兩位 MLD-

only 組個案均已發展至「數上去的 min-counting 程序」，亦即以大的數字為基礎去數小的數字，

而兩位 MLD-RD 組個案則仍處於「數上去的 count-from-first 程序」之發展階段，以第一個數字

為基礎去數第二個數字，因此，MLD-only 組比 MLD-RD 組的學生在數數策略的發展較為成熟。 

（二）複雜題型的個位數不進位加法與不借位減法 

四位個案在進行這些題目的計算時，MLD-only1 和 MLD-only2 的正確指標分別為 1 和.93，

MLD-RD1 和 MLD-RD2 分別為.71 和.93，兩組正確指標的區間未重疊，顯示 MLD-only 組比

MLD-RD 組在正確率表現上呈現比較好之趨勢。速度指標方面，MLD-only1 和 MLD-only2 均
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為.88，MLD-RD1 和 MLD-RD2 則分別為.63 和.81，速度指標的區間未重疊，顯示 MLD-only 組

比 MLD-RD 組在速度表現上有比較好之趨勢。此外，四位個案的速度指標均低於正確指標，因

此在這些題目的計算速度緩慢。觀察及訪談其計算策略顯示，四位個案在計算時均使用數數策

略，其中 MLD-only 組個案已發展至「數上去的 min-counting 程序」，而 MLD-RD 組個案僅發展

至「數上去的 count-from-first 程序」。 

為進一步分析學生進行「個位數的加法和減法」與「大數字但未涉及進位與借位之加法和

減法」的計算速度是否有差異，在大數字的「答對題數」與「全部題數」依個位數型式進行計分

調整，如「14＋33＝」計分時視為「1＋3」和「4＋3」兩題並分開計算其答對題數，如果學生寫

出答案為 47，則為答對 2 題，如果學生寫出答案為 46，則為答對 1 題；又如「69－16＝」亦視

為「6－1」和「9－6」兩題，答對題數亦分開計算。結果發現，MLD-only1 的「個位數加法和

減法」的計算速度指標為.96，「大數字但未涉及進位與借位之加法和減法」的計算速度指標為.875；

MLD-only2 的「個位數加法和減法」的計算速度指標為.90，「大數字但未涉及進位與借位之加法

和減法」的計算速度指標為.85；MLD-RD1 的「個位數加法和減法」的計算速度指標為.92，「大

數字但未涉及進位與借位之加法和減法」的計算速度指標為.69；MLD-RD2 的「個位數加法和

減法」的計算速度指標為.97，「大數字但未涉及進位與借位之加法和減法」的計算速度指標為.84。

因此，四位個案在複雜題型，比起基本題型而言，其速度指標有下降趨勢，其中 MLD-RD 組更

為明顯，速度指標從.92 和.97 分別下降至.69 和.84。雖然兩種題型都是測量不進位加法和不借

位減法的數學事實提取能力，但是四位個案遇到大數字的複雜題型時，數數策略的使用頻率均

明顯地增加，導致他們在計算速度比基本題型更為緩慢。 

（三）基本與複雜題型的個位數乘法 

四位個案在時限內均能完成所有的題目，正確指標和速度指標在.92 至 1 之間，二組之間沒

有明顯的差異。觀察及訪談其計算策略運用顯示，MLD-only 組個案均以乘法事實直接提取的方

式作答，但是 MLD-RD 組個案在部分「乘數」大於 5 的題目有停頓現象，伴隨口語默唸的行為，

進一步訪談發現他們在這些題目運用了從中間背誦九九乘法表的方式來作答，如「9×7＝」的題

目，會默唸「9、5、45」、「9、6、54」、「9、7、63」，然後寫出答案是 63。 

上述個位數計算研究結果指出，MLD 學生，不管是否合併 RD，經過小學階段身心障礙資

源班數學科小組補救教學迄今，到了國中階段依然存在加法和減法事實提取困難之特徵，此特

徵不僅只是發展遲緩的問題，而可能是 MLD 的核心缺陷。然而，乘法事實提取困難的特徵到了

國中階段則不明顯，可能已經跟上一般同儕的水準，因此，MLD 學生的乘法事實提取困難可能

是發展上的遲緩而非核心缺陷，文獻指出乘法事實可以經由背誦乘法表的方式進入長期記憶系

統，而且乘法表本身是以一串口語文字來進行心理表徵（Dehaene, 1997; Dehaene & Cohen, 1995, 
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1997），既然乘法事實可以透過乘法表的口語文字表徵來進行記憶的儲存與提取，較不涉及數字

數量的表徵形式，因此，MLD-only 學生經過補救教學後，乘法事實的自動化提取能力可以跟上

一般同儕的水準是可以預期的。就個位數加法和減法的計算能力而言，不管是基本題型或複雜

題型，四位個案均顯示計算速度緩慢的情形。兩組的差異分析顯示，MLD-only 組在大數字不進

位和不借位的複雜題型，其正確率和計算速度的表現均優於 MLD-RD 組，而兩組在基本題型的

計算則無明顯差異。 

上述兩組在基本題型的個位數計算能力之差異分析，和過去的研究結果並不完全一致，文

獻指出國小 MLD-only 比 MLD-RD 學童在正確率表現上較好，但是速度表現則彼此沒有差異

（Barnes et al., 2006; Geary, Hamson, & Hoard, 2000; Jordan & Montani, 1997），造成研究結果差異

的原因可能是國小 MLD-only 和 MLD-RD 學童，經過補救教學後，彼此在個位數加法和減法計

算的正確率上已趨於一致。 

本研究新的發現在於，當兩組學生面對大數字但未涉及進位或借位的複雜題型時，正確率

和速度表現都有下降，其中速度表現下降的趨勢更為明顯，造成兩組學生計算速度表現下降且

組間差異更為明顯的原因，可能是當他們面對大數字時，相較於基本題型的個位數數字，呈現

較高的計算焦慮或負擔，因此依賴不成熟的數數策略之頻率大幅提高，加上 MLD-only 學生已

發展且穩定使用較有效率的 min-counting 程序，而 MLD-RD 學生則仍停留在 counting-from-first

程序，此一數數發展上的差異讓兩組之間的速度表現差異更為明顯。兩組學生在數數策略發展

上的差異，和 Geary、Hoard 與 Hamson（1999）與 Geary 等人（2000）的研究結果一致。 

二、多位數計算能力方面 

正確與速度指標的測驗結果整理如圖 3，重要結果則整理如表 7 所示。 

  

圖 3  四位個案在多位數計算之正確和速度指標表現 
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表 7 

MLD-only和MLD-RD組在多位數計算能力之表現特徵及其差異 

範疇 分析項目 正確與速度指標差異
註一

 組間表現差異
註二 

多

位

數

計

算 

加

法

與

減

法 

基本

題型 

正確指標 
速度指標低於正確指標 

無 

速度指標 無 

複雜

題型 

正確指標 
速度指標低於正確指標 

MLD-only＞MLD-RD 

速度指標 MLD-only＞MLD-RD 

計算策略 

兩組個案均無法使用加法和減法事實提取策略進行計

算，使用數數策略，搭配心算進位或借位之計算程序進

行解題，其它僵化的計算程序、受大數字影響及無法利

用數學概念穩定執行計算程序等，則有個別差異，不受

是否合併 RD 的影響。 

乘

法 

複雜

題型 

正確指標 
速度指標低於正確指標 

MLD-only＞MLD-RD 

速度指標 MLD-only＞MLD-RD 

計算策略 

兩組個案會使用乘法事實提取策略進行乘法計算，乘法

後的進位加法則使用數數策略，轉直式計算時的數字空

間對位沒有問題。兩組個案的計算程序雖無明顯差異，

但兩組在正確率和計算速度有差異。 

註一：「速度指標低於正確指標」表示時限內未能完成所有的題目，有計算緩慢的問題。 

註二：「＞」僅表示可能趨勢，並非統計考驗結果。 

（一）基本題型的二位數減個位數之借位減法計算 

四位個案在進行這些題目（如 10－3、20－7、65－8、…）的計算時，正確指標在.67-1 之

間，速度指標在.52-.89 之間，兩組的正確和速度指標區間有所重疊，推論組間沒有明顯差異。

然而四位個案均出現速度指標低於正確指標的情形，顯示計算速度緩慢。觀察與訪談四位個案

的計算策略顯示，幾乎所有的題目都使用數數策略進行作答，然而在細部的計算執行程序上呈

現個別差異，以 23－8 為例，將個案的訪談與觀察記錄整理如下： 

1. MLD-only1 

直接以手指比 10 作為借位的表徵，倒數扣掉 8，再用手指數數加 3 得到個位數為 5，然後

心裡加 10 作為十位數的數值，最後得到答案為 15；至於十位數為 6 的題目，則全部用筆轉成直

式，再用手指數數進行直式計算程序，沒有辦法用上述以手指比 10 搭配心算的借位程序進行作

答，導致計算速度下降。個案寫完的題目只錯 1 題，錯誤類型為「數學事實提取錯誤」，個案轉

直式計算的題目，並未出現「視覺-空間錯誤」。 
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2. MLD-only2 

會在心裡先將 23－8 想成 13－8＋10，然後用手指數數來執行 10－8＋3 得到 5 的借位程序，

最後再加 10 得到答案為 15；至於十位數為 6 的題目，也是利用相同的策略進行解題。個案做完

的題目全部都算對，沒有錯誤可供分析。 

3. MLD-RD1 

發現題目的十位數只要減掉 1 就可以，因此他先將題目的答案欄位先寫下十位數為 1，然

後專心地用手指數數來執行 10－8＋3 得到 5 的借位程序；十位數為 6 的題目也是用相同的程

序，先將答案的十位數為 5 寫下來，再進行手指借位的計算。個案做完的題目總共錯了 2 題，

錯誤類型都是屬於「數學事實提取錯誤」。 

4. MLD-RD2 

利用某種捷思（heuristic）的程序進行計算，表示會在心裡想 8－3，搭配手指數數算出 5，

然後在心裡想 20－5，用倒數的數數策略，最後得到答案為 15。此程序之所以被視為捷思是因

為，透過這個程序可以將「被減數」化簡為整十的數字，將「被減數 23」減去 3 剩下「被減數

為 20」的整數，同時「減數 8」也要相對應地減去 3 得到「減數為 5」，最後再以「20－5」的簡

化式子得到答案為 15，然而 MLD-RD2 可能不了解這個捷思程序背後的數學概念，只是將此程

序背下來且不穩定地執行此計算程序，因此正確率（正確指標為.67）比起其他三位個案都低，

此現象驗證了數學概念和計算程序執行之間是有交互影響的觀點（Rittle-Johnson, Siegler, & 

Alibali, 2001）。個案做完的題目總共錯了 7 題，因為不穩定使用捷思法則，錯誤類型都是屬於

「數學事實提取錯誤」。 

另外值得注意的現象是，除了 MLD-RD1 之外，其餘三位個案隨著十位數數字增加（從 1 到

6），其速度表現越來越差，表示他們在計算時，雖然都是「二位數減個位數」的借位題型，其中

被減數的十位數只要減掉 1 即可，但他們無法判斷出這樣的規則，不同的題目用不同的計算程

序，或者一種題型只能僵化地使用一種計算程序，而且數字越大所造成的計算焦慮或負擔就越

大，導致十位數的數值越大，計算速度就會越緩慢。 

整體而言，MLD 學生，不管是否合併 RD，在進行簡單題型的借位減法時，無法使用「十

位數為 1 的二位數減個位數的借位減法事實直接提取」策略，並搭配心算的借位程序來進行計

算，錯誤類型分析顯示四位個案都是屬於「數學事實提取錯誤」，因此，「借位減法事實提取困

難」是共同的核心缺陷，其它僵化的計算程序、受大數字影響及無法利用數學概念穩定執行捷

思程序等計算策略特徵，則視個別差異而定。  
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（二）複雜題型的多位數進位加法與借位減法 

前四題為進位加法，後四題為借位減法，由於是計時測驗的關係，四位個案在完成了前四

題的多位數進位加法後均已達時限，沒有完成後面四題的借位減法，因此無法評估複雜題型的

借位減法之表現。MLD-only 組的個案在多位數進位加法未顯示正確率的問題（二者正確指標均

為 1），但是 MLD-RD 組的個案則有正確率的問題（MLD-RD1 為.17，MLD-RD2 為.75）。四位

個案的速度指標都低於正確指標，顯示計算速度緩慢，其中 MLD-only1 和 MLD-only2 的速度指

標均為.50，MLD-RD1 和 MLD-RD2 則分別為.125 和.375，MLD-only 組的速度表現有高於 MLD-

RD 組之趨勢。觀察其策略運用顯示，四位個案均運用數數策略進行解題，即使如此，MLD-RD

組的個案在答題的正確性上較容易出現錯誤，速度也較為緩慢，進一步分析 MLD-RD 組個案的

錯誤類型顯示，都是屬於「數學事實提取錯誤」。 

（三）複雜題型的多位數乘法 

複雜題型的多位數乘法計算，前四題為二位數乘以一位數（如 54×7），後四題為二位數乘以

二位數（如 54×28），MLD-only1 的正確指標為 1，MLD-only2 為.75，MLD-RD1 為.375，MLD-

RD2 為.67，指標區間未重疊，MLD-only 組的正確率有高於 MLD-RD 組的趨勢。四位個案均出

現速度指標低於正確指標的情形，顯示計算速度緩慢，其中 MLD-only1 的速度指標為.875，MLD-

only2 為.75，MLD-RD1 為.375，MLD-RD2 為.5，推論 MLD-only 組的計算速度有高於 MLD-RD

組的趨勢。觀察其策略運用顯示，四位個案在二位數乘以一位數時，會以直接提取的方式進行

乘法計算，然後運用手指數數、口語數數等方式進行乘法後之進位加法計算，到了二位數乘以

二位數時，除了 MLD-RD1 以亂猜的方式直接寫出答案外，其餘三位個案均先將題目轉成直式，

再以直接提取的方式進行乘法計算，最後以數數策略進行乘法後的進位加法計算。MLD-only1

做完的題目全數答對，未進行錯誤分析，MLD-only2、MLD-RD1 和 MLD-RD2 的錯誤類型則均

是屬於「數學事實提取錯誤」。MLD-only1、MLD-only2 和 MLD-RD2 在轉直式計算後，並未出

現空間欄位對位錯誤的「視覺-空間錯誤」，茲將三位個案的直式計算樣本整理如圖 4。 

整體而言，進行複雜題型的多位數加、減和乘法計算時，MLD-only 和 MLD-RD 學生均顯

示計算速度緩慢的困難，MLD-only 學生的正確率不受影響，但 MLD 合併 RD 的學生，除了計

算速度比單純 MLD 學生更加嚴重外，也會進一步影響其計算的正確性，尤其當遇到大數字的

進、借位計算時，其計算正確性則更受影響，表現也比 MLD-only 學生更為嚴重，錯誤類型主要

是「數學事實提取錯誤」。 
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MLD-only1 

 

MLD-only2 

 

MLD-RD2 

 

圖 4  MLD-only1、MLD-only2 和 MLD-RD2 等三位個案轉直式計算的樣本 

三、文字題解題能力方面 

正確與速度指標的測驗結果整理如圖 5，重要結果則整理如表 8 所示。 

  

圖 5  四位個案在文字題解題能力之正確率和速度表現結果 

表 8 

MLD-only和MLD-RD組在文字題解題能力之表現特徵及其差異 

範疇 分析項目 正確與速度指標差異
註一

 組間表現差異
註二 

文字題

解題 

個位數

題型 

正確指標 
MLD-only 組之速度指標等於

正確指標；MLD-RD 組之速度

指標低於正確指標 

無 

速度指標 MLD-only＞MLD-RD 

多位數

題型 

正確指標 無 

速度指標 MLD-only＞MLD-RD 

計算策略 
四位個案在列出算式後，仍會使用數數策略進行計算，主

要的錯誤類型是依據題意錯誤判斷加法或減法。 

註一：「速度指標等於正確指標」表示時限內完成所有的題目，無計算緩慢的問題；「速度指標低於正確指

標」表示時限內未完成所有的題目，有計算緩慢的問題。 

註二：「＞」僅表示可能趨勢，並非統計考驗結果。 

文字題解題能力之正確率表現
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（一）個位數題型 

本研究的個位數題型符合 Fuchs 與 Fuchs（2002）所指稱的一步驟個位數的「算術故事題」，

MLD-only1 的正確指標為 1、MLD-only2 為.625、MLD-RD1 為.25（低於常模百分等級 15 以下）、

MLD-RD2 為.75，二組之間的指標區間有所重疊，因此沒有明顯的差異存在，但 MLD-RD1 有

顯著的解題正確性之困難。速度表現方面，MLD-only1 和 MLD-only2 的速度指標分別為 1 和.625，

與正確指標相同，表示在時限內完成所有的題目，沒有明顯的文字題解題速度問題；MLD-RD1

的速度指標為.25，而 MLD-RD2 的速度指標為.375，均低於常模的百分等級 15 以下，因此 MLD-

RD 組的個案有顯著的文字題解題速度緩慢問題。觀察其解題策略時發現，四位個案在列出算式

之後仍會使用數數策略進行計算。依據 Kingsdorf 與 Krawec（2014）所提出的「數字選擇錯誤」、

「運算符號錯誤」、「缺漏步驟錯誤」和「計算結果錯誤」等四項錯誤類型分析發現，MLD-only1

全部答對，無錯誤類型，然 MLD-only2、MLD-RD1 和 MLD-RD2 都出現依據題意錯誤判斷加法

或減法的「運算符號錯誤」，而 MLD-RD1 則進一步會出現 4－9＝5 的「數字選擇錯誤」。 

（二）多位數題型 

本研究的多位數題型符合 Fuchs 與 Fuchs（2002）所指稱的二至三步驟多位數的「複雜故事

題」，MLD-only1 的正確指標為.75、MLD-only2 為.875、MLD-RD1 為.125（低於常模切截分數）、

MLD-RD2 為 1，二組之間沒有明顯的差異存在，但 MLD-RD1 有顯著的解題正確性之困難。速

度表現方面，MLD-only1 的速度指標為.75、MLD-only2 為.875，在時限內完成所有的題目，因

此沒有明顯的解題速度問題；MLD-RD1 的速度指標為.125，低於常模百分等級 15 以下，而 MLD-

RD2 的速度指標為.625，低於正確指標，在時限內未完成所有的題目，因此二者均有解題速度緩

慢的問題。觀察其策略運用顯示，四位個案在列出算式後，仍會使用數數策略進行計算。錯誤

分析發現，主要的錯誤類型是依據題意錯誤判斷加法或減法的「運算符號錯誤」，其中 MLD-RD1

最為嚴重，8 題中錯誤判斷 7 題，MLD-only1 和 MLD-only2 則是錯誤判斷 2 題以內，兩組均未

出現其他的錯誤類型。 

文獻指出小學階段的 MLD-only 和 MLD-RD 學生在文字題的解題上都會面臨挑戰，而 MLD-

RD 學生在正確率表現比 MLD-only 學生更差（Fuchs, & Fuchs, 2002; Hanich, et al., 2001; Jordan 

& Hanich, 2000），但是在有時間限制的情境下，兩組學生的正確率表現沒有差異（Jordan & 

Montani, 1997）。本研究是在有時限的條件下來進行文字題解題能力的分析，結果指出，經過補

救教學進到國中階段之 MLD-only 和 MLD-RD 學生，在個位數或多位數文字題解題的正確率方

面仍會面臨挑戰，但兩組之間沒有明顯的差異，和文獻結果一致，但其中在語文方面有識字和

閱讀理解困難之 MLD-RD1，其文字題解題能力有顯著困難。至於解題速度的表現，不管是個位

數或多位數題型，MLD-only 學生均優於 MLD-RD 學生，MLD-only 學生在時限內能完成所有的
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文字題，沒有解題速度的問題，而 MLD-RD 學生則無法完成所有的題目，有明顯解題速度的問

題。策略觀察顯示兩組學生在列出算式後，均會以數數策略進行計算，而且四位個案在解文字

題中有三個數字的題型時，均採二階段列式的方式進行解題，無法完整地進行一次列式並進行

解題，錯誤類型主要都是「運算符號錯誤」，MLD-only 組學生在兩種文字題題型共解 32 題，其

中 6 題出現此錯誤，犯「運算符號錯誤」的比例為 18.75％，MLD-RD 組學生共解 24 題，其中

17 題出現此錯誤，犯「運算符號錯誤」的比例為 70.83％。據此推論，雖然 MLD-only 學生仍然

會在「運算符號錯誤」有所掙扎，但 MLD 學生合併 RD 後，犯此錯誤類型的比例明顯增加，因

此文字題解題出現「運算符號錯誤」可能和 RD 的關係較為明顯，文字題解題能力似乎不是 MLD

的核心缺陷。進一步分析 MLD 學生合併 RD 後，除主要影響其解題速度的表現外，如果 RD 除

了識字困難，也包括閱讀理解的困難，如 MLD-RD1 學生，則會進一步影響其解題的正確性，

因此 MLD-RD1 和 MLD-RD2 在文字題解題能力上所呈現的正確率差異，可能在於 RD 亞型之

不同。 

伍、結論與建議 

本研究因樣本數受限，量化資料難以區辨差異，只能初步形成組間差異的趨勢，然就質性

資料而言，依據文獻探討，針對「個位數計算策略」、「多位數計算策略與錯誤類型」及「文字題

解題計算策略與錯誤類型」等向度進行分析，整合量化與質性資料分析後，分別可以看到 MLD

學生在「個位數計算能力」、「多位數計算能力」出現數學事實提取的困難，其計算發展較一般

學生落後，但是 MLD-RD 學生在計算發展上又顯得更差。文字題解題方面，因本研究所使用的

工具已經控制文字難度，MLD 學生雖然計算速度緩慢，但 MLD-only 學生在文字題的解題速度

並不受影響，而且其解題速度與正確性也優於有閱讀困難的 MLD-RD 學生，以下就這些結果進

行深入的討論並提出建議。 

本研究指出「加法和減法數學事實自動化提取的困難」是 MLD 學生的核心能力缺陷，而非

只是能力發展上的遲緩而已，因為這些學生在經過了小學階段的補救教學迄今，到了國中階段

仍存在加法和減法事實提取困難的特徵，此特徵主要是反映在計算速度的緩慢，而非計算的正

確性。因為本研究的 MLD-only 和 MLD-RD 學生，亦即 MLD 不管是否合併 RD，均呈現加法和

減法事實提取困難的特徵，此研究結果似乎和 Robinson、Menchetti 與 Torgesen（2002）所指出，

數學事實直接取困難的缺陷和語意或聲韻處理的困難有關之看法不一致。 

個位數的計算策略有一定的發展階段，是從數數策略進展到數學事實提取，而數數策略本

身又有其發展階段（Hopkins & Lawson, 2002），不同階段的策略發展會影響計算速度，但不影響

計算正確性，因為這些不同的策略都有助於將答案正確地算出來，研究指出國小一、二年級的
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MLD 幼童比正常的同儕在數數時犯錯的機率高（Bull & Johnston, 1997; Geary, 1990; Geary, 

Widaman, Little, & Cormier, 1987; Jordan & Hanich, 2000），原因可能在於 MLD 孩童對數數原則

的概念不了解所致（Geary, et al., 2000），但是這種和正常的同儕所產生的數數犯錯機率之差異，

到了國小二年級結束時就消失了（Geary, et al., 2000）。 

一般成就水準的學童到了國小二年級結束時，數學事實提取就成為他們主要的計算策略，

但是 MLD 學生到了國小六年級，甚至國中七年級，數學事實的提取仍未成為他們主要的策略，

而且持續運用與不斷練習 min-counting 程序，也無助於強化 MLD 學生能以記憶的方式直接提取

數學事實做為他們主要的策略（Goldman, Pellegrino, & Mertz, 1988; Ostad, 1997），本研究支持上

述文獻的結果與觀點，經過國小的補救教學持續至國中階段的 MLD-only 和 MLD-RD 學生，在

個位數加法和減法的計算上，依然未採取最有效率的數學事實提取策略來進行計算，仍相當程

度地依賴數數策略，並將個案的年級延伸至九年級的 MLD 國中生。MLD-only 和 MLD-RD 學

生的個位數加法和減法的正確率高，但主要使用數數策略進行計算，導致計算速度緩慢。此外，

兩組學生的數數策略發展呈現了 min-counting 和 count-from-first 程序的差異，由於 min-counting

程序可以說是數數策略的最高發展階段，因此讓 MLD-RD 學生從 count-from-first 進展到 min-

counting 程序是教學上重要的課題。 

本研究利用大數字，以二位數或三位數的加法和減法，但未涉及進、借位的複雜題型進一

步探討數學事實提取能力，在控制大數字的「答對題數」與「全部題數」依個位數型式進行調整

計分後發現，兩組學生的計算速度均有下降趨勢，而且 MLD-RD 學生比 MLD-only 學生的計算

速度緩慢問題更顯嚴重，原因之一可能在於兩組學生遇到大數字時，導致計算負擔加重而在心

理上產生焦慮感，因此觀察到回到使用較熟悉且有把握的數數策略之頻率相對提高，加上兩組

學生在數數策略的發展階段之不同，MLD-RD 學生使用 count-from-first 的數上去策略，一定比

MLD-only 學生之 min-counting 的數上去策略，在計算速度上更為緩慢。然而，這種大數字複雜

題型的正確率也產生組間差異，為何 MLD 學生合併 RD 後，在二位數以上的大數字但未涉及

進、借位的計算，其正確率會下降，仍需進一步研究加以探討。 

到目前為止，探討 MLD-only 和 MLD-RD 兩組學生在多位數計算和文字題解題能力差異之

研究仍是相當有限，本研究指出單純 MLD 學生到了國中階段，他們在多位數計算能力的主要困

難是在計算速度的緩慢，並不影響其計算正確性，而且越複雜或大數字的題型，計算速度就越

緩慢，在合併 RD 後，除了會加重他們在計算速度問題之嚴重性，也會影響其計算正確性，錯誤

類型主要是「數學事實提取錯誤」。觀察與訪談兩組學生在多位數計算策略運用的情形時發現，

核心缺陷仍是在數學事實自動化提取的困難，兩組之間計算策略的運用沒有明顯的差異，因此

造成此種組間正確率差異的原因，須進一步地研究加以釐清。 
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文字題解題能力方面，本研究指出在國中階段核心缺陷仍為加法和減法事實自動化提取困

難之 MLD-only 學生，在解題速度方面不受影響，至於正確性方面則偶而會出現「運算符號錯

誤」；MLD 合併 RD 後，解題速度明顯下降，至於正確率是否受到影響可能視 RD 亞型而定，

「識字兼閱讀理解困難」亞型的 RD 學生會進一步影響其解題正確率，錯誤類型主要也是「運

算符號錯誤」，因此文字題解題能力可能不是 MLD 的核心缺陷，建議在 MLD 的鑑定實務上可

予以排除，僅作為判斷可能合併 RD 之參考。到目前為止，文獻上在探討 MLD 是否合併 RD 的

研究時，尚未進一步將 RD 做更細部的亞型區分，本研究以 MLD 合併不同的 RD 亞型（亦即

「識字困難」亞型與「識字兼閱讀理解困難」亞型）的方式進行分析時，發現他們在文字題解題

的正確性、速度與錯誤型態上可能有所差異，此議題亦值得進一步地探討。 

最後，本研究最大的限制在於個案研究的樣本數問題，這些研究結果是建立在四位個案所

進行的標準化測驗量化分析與深入的觀察與訪談資料之質性分析與比較所獲得，因此只能得到

初步的計算能力特徵與差異的可能趨勢，上述研究結果有待進一步地增加大樣本數的實徵研究

加以驗證。 
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幼童重複樣式教學之探索性研究 

陳埩淑 

臺南應用科技大學師培中心 

本研究為提升幼童樣式推理能力設計樣式教學模式，從尋找樣式、辨識樣式單位、標示單位、延伸單位、

臆測單位到驗證樣式，教導幼童會複雜重複樣式推理。本研究採探索性研究，以南部一所大學附設幼兒園

兩班大班實施樣式推理教學，每班各三十名，平均年齡約 6 歲。其中一班實施樣式教學模式為實驗組；

另一班維持原來樣式教學方式即為控制組。為瞭解樣式教學模式的成效，教學前後兩組接受樣式作業評

量。資料蒐集包括觀察、攝影教師樣式教學，以及對研究對象訪談，之後進行量化分析與質性分析，以瞭

解樣式教學成效及教師如何進行樣式教學。研究結果發現兩組經教學後，後測成績皆有提升，且實驗組的

後測成績顯著優於控制組。顯然，樣式教學模式介入明顯提升幼童的推理能力。另一方面，教師在教導幼

童樣式推理時會循序漸進以故事、遊戲引導幼童，再透過操作增進幼童的樣式概念。實驗組進行複雜重複

樣式教學時，分解複雜重複樣式結構為簡單重複樣式，幫助幼童掌握核心單位及延伸樣式，擴展幼童複雜

重複樣式推理能力。 

關鍵詞：幼兒數學、重複樣式、樣式教學 
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Exploratory Study of Instruction of Repeating Patterns for 

Young Children 

Ching-Shu Chen 

Teacher Education Center, Tainan University of Technology 

This study experimentally explored the effectiveness of a designed teaching model for promoting young children’s 

pattern reasoning. The model of teaching sequences included exploring patterns, identifying the unit of repeated 

patterns, labeling the unit of repeated patterns, extending pattern units, predicting pattern units, and proving the 

patterns. Two groups were involved in the pattern-reasoning experiment: an experimental group, which adapted the 

pattern-teaching model, and the control group, which used the original teaching methods. Sixty subjects with a mean 

age of 6 years were recruited from two classes of a private kindergarten. They were subject to pattern-task testing 

before and after teaching. Observations for data collection involved taking pictures, recording videos, and 

interviewing participants after teaching. The experimental group outperformed the control group in the pattern-

reasoning task. Evidently, implementing pattern instruction was effective for promoting pattern reasoning among 

young children. Additionally, during pattern instruction, the teacher taught using storytelling and games and then 

provided hands-on materials to strengthen pattern cognition. During the pattern-teaching process, the teacher 

deconstructed a complex pattern concept into a simple pattern, prompted recognition of the core unit of the pattern, 

and extended the pattern that facilitated children’s competence in reasoning. 

Keywords: childhood mathematics, repeating pattern, pattern teaching 
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壹、緒論 

近年來各國重視學童提前學習代數，特別看重幼童數學樣式推理教學與相關議題的研究，

澳洲 Mulligan 等學者多年的學前樣式研究及德國跨三個年級重複樣式推理研究，都發現幼童樣

式推理能力會影響小學數學成就的表現，他們主張數學教育需具前瞻性的學習觀點及關聯性，

以建立幼童問題解題的技能（Lüken, Peter-Koop, & Kollhoff, 2014; Mulligan, Mitchelmore, English, 

& Robertson, 2010; Vale, Pimentel, Cabrita, Barbosa, & Fonseca, 2012）。由於數學的本質在尋找規

律與規律之間的關係（Mulligan, Mitchelmore, English, & Crevensten, 2012），數學有效的推理需

注意到真實世界脈絡中的樣式與符號，而習得如何察覺事物中數量形的規律，透過樣式探究與

經驗的累積，形成一般化，並進一步歸納樣式解決問題（Mulligan et al., 2012）。樣式被描述為一

種規則、重複的型式（Orton & Orton, 1999），也是一種延伸的規律，可以臆測的規則，以樣式引

入幼童數學學習有助於數學概念和關係的抽象化，發展出推理能力（Mulligan & Mitchelmore, 

2009; Papic, Mulligan, & Mitchelmore, 2011）。 

樣式在幼童的生活中處處可見，如牆壁、地毯、天花板及窗戶都有樣式，每天的生活作息

穿衣擺桌椅和預備簡單的食物（Lynn, 2013）都存在著樣式。在他們的生活脈絡中能經驗到各種

樣式。據 Clements 與 Sarama（2009）的研究指出五歲的幼童已能延伸簡單重複樣式如 ABBABB，

六歲的幼童能轉化直線的 ABBABB 樣式為樣式的核心單位 ABB，但如果擴大樣式單位，幼童

是否也能掌握樣式單位從事複雜重複樣式的推理？研究者觀看一所幼兒園進行「葉子」相關的

主題教學時，幼童會以搜集到的葉子排列出重複增長樣式 ABCDABCDDDABCDDDDD。故而，

引發研究者擬設計複雜重複樣式作業與教學引導幼兒從中學習，並瞭解幼兒的樣式推理表現與

教學成效。本研究問題如下： 

（一）教師如何實施樣式推理教學提升幼童樣式推理能力？ 

（二）經樣式教學後幼童學習表現為何？ 

貳、理論架構 

一、樣式種類 

樣式的種類在數學教育文獻中多半指出有三類，分別是重複樣式（repeating pattern）、增長

樣式（growing pattern）和結構樣式（structural pattern）（Copley, 1998/2003; Owen, 1995）。 

（一）重複樣式 

重複樣式指有一個可以辨認的重複單位，例如春-夏-秋-冬-春-夏-秋-冬-…及有一個循環的

結構，至少有兩個重複單位。重複樣式重點在於循環（cycle）或重複（Owen, 1995; Tsamir, Tirosh, 
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Barkai, Levenson, & Tabach, 2015），重複樣式意指一系列特定的物件或事件重複出現，像顏色、

形狀、方向、大小、聲音、數字或其他元素（Owen, 1995；吳昭容、嚴雅筑，2008）。另外，Threlfall

（1999）提出循環重複樣式不只在單一向度上變化，也可以多個向度變化以增加樣式的複雜度

成為複雜重複樣式，並在樣式延伸時，除了直線延伸外，也可以將元素排列的方向改變，排列

成非直線型（蛇形）的樣式。本研究將增加樣式複雜度，探討幼兒是否能在教學之後，掌握複雜

重複樣式的結構並提升樣式推理能力？ 

（二）增長樣式 

增長樣式也稱為數列（sequence），是指由一個法則產生的一系列、非重複的項目，例如等

差數列 1-3-5-7-9…及費氏數列 1-1-2-3-5-8-13-21…。增長樣式是用可預測的方式來改變某個數值

的型式。其內涵指在 Owen（1995）的分類中稱為序列（sequences），也就指一系列非重複的數

值，隨著一種規則延伸所組成，在正式課程活動中，此類型以數字序列（簡稱數列）最為典型，

如等差數列、等比數列、巴斯卡三角形數，例如：「5、10、15、20…」，是開始於 5，每項為前

一項加 5 的數列。 

（三）結構樣式 

結構樣式強調結構的存在（Owen, 1995），結構指概念之間的連結，即從一組有關聯性的事

物中發現一些特質，例如：「5 可以用多少方式來組成？」會有 4＋1＝5、3＋2＝5、2＋3＝5、1

＋4＝5 的答案出現。如數學乘法中的交換律、結合律和乘法對加法的分配律，都是屬於結構樣

式的議題。 

另一種結構樣式是指空間結構樣式（spatial structure patterns）。在幾何圖形變項的特徵中有

不變的特質。如三角形、正方式、積木。常見如三角形數或正方形數之類的樣式，若從其數量的

變化看來，與增長樣式有關，但因其具備空間結構的視覺特性，Papic 等人（2011）稱之為空間

結構樣式，國內研究者則常採用「數形」來指稱（洪明賢，2003；趙曉燕、鍾靜，2010）。 

上述三種樣式中，Threlfall（1999）認為重複樣式相較於數列等其他的樣式，是一種線性的

型式較適合幼童學習，有助於數學思考能力的培養，加上多數的學者認為三種樣式中，幼童適

合學習重複樣式（Clements & Sarama, 2009）。本研究認為重複樣式是學習其他樣式的基礎，引

導幼兒進入複雜重複樣式學習，將有助於提升幼童多種數學概念及進深數學推理能力。 

二、樣式推理相關研究 

（一）掌握樣式單位推理 

5-6 歲的幼童在自然遊戲中會堆積木完成簡單的 ABAB 重複樣式（Clements & Sarama, 2009; 

Seo & Ginsburg, 2004）；澳洲 Papic 等人研究（2011）發現有些幼童憑著記憶可以畫出 ABAB 樣
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式，但讓幼童複製 ABBC 樣式就有困難。另外，Rittle-Johnson、Fyfe、McLean 與 McEldoon（2013）

發現幼兒進入正式學校教育前已有重複樣式的概念，但仍有些幼童無法複製 ABB，反而會把

ABB變成 ABAB的樣式排列，幼兒需運用策略發現關係才能作樣式推理。吳昭容與嚴雅筑（2008）

以四歲多和五歲多的幼兒為對象，採用單位內無重複（abcdabcdabcd…）、單位內有重複元素且

相鄰（aabcaabcaabc…）、單位內有重複元素且不相鄰（abacabacabac…），以三種複雜度的樣式測

試幼兒，發現單位內沒有重複元素的簡單樣式，幼兒有可能僅以一一對應的方式作推理，但未

能掌握樣式的規律，幼兒必須學會掌握較大的單位才能提升解題的正確率。再就幼兒是如何掌

握重複樣式？吳昭容與徐千惠（2010）指出五歲幼兒樣式推理受到重複樣式單位一定等長及前

面作業出現過的單位元素影響解題。而 Mulligan 等人（2012）探討幼兒以樣式學習數量形的關

係及發展推理能力時，發現幼兒會以不同方法發展出數量形結構的理解，注意到樣式單位重複

及空間結構，並在過程中能覺知、記憶並複製排列數量及幾何圖案。 

（二）引導樣式推理 

幼兒雖然尚未能進一步發展出辨識既有規律，找出樣式結構的能力，但成人能引導他們學

習樣式推理。Papic 等人（2011）以實驗介入探討樣式教學對於幼童樣式能力的影響，以及瞭解

樣式能力測驗題組能否反映幼兒推理表現的變化。教學實驗歷經一年，以 53 名三歲多到五歲不

等的幼兒為研究對象，分實驗組與對照組各半。在教學前、中、後各施測一次樣式能力評量。研

究內容包含複雜度不一的重複樣式與數形樣式，一開始兩組幼兒樣式能力的表現相近，但教學

中、後的評量發現實驗組得分顯著地較佳，而質性資料顯示實驗組比控制組能掌握重複樣式的

單位與結構。研究結果顯示成人有系統地引入樣式活動對幼童察覺樣式單位與結構發展出乘法

推理能力。 

（三）有效介入樣式教學 

樣式學習對幼童未來數學成就會有影響。德國以五歲、幼稚園到小學 1、2 年級共有 2250

名幼童為研究對象，從事四年的長期追蹤研究，調查幼童樣式推理能力是否影響小學的數學表

現？研究結果發現學前樣式推理能力影響到小學一、二年級的數學成就，包括加減的運算能力

（Lüken et al., 2014）。因此，教育學者認為早年有效介入可以建立幼童的數學思考與推理。再

者，Klein、Starkey 與 Wakeley（2000）以數學知識介入 163 位學前幼兒（3 歲 9 個月到 4 歲 9

個月）數學教學研究，實驗組幼兒接受介入教學，而對照組未介入教學，介入教學前後幼兒接

受兒童數學量表（Child Math Assessment）評量，檢驗介入教學成效。研究發現介入教學使得低

社經的幼兒比未接受介入教學的幼兒表現好（Starkey, Klein, & Wakeley, 2004）。另外，Papic 與

Mulligan（2005）以 53 名幼童為研究對象發展樣式策略的實驗研究，其中一所學前學校實施 6

http://www.researchonline.mq.edu.au/vital/access/manager/Repository?sort=metadata.peerreviewed%5C&exact=sm_creator%3A%22Mulligan%2C+Joanne+T%22
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個月以重複樣式及空間樣式介入教學；另一所學校實施一般教學。研究發現介入教學組的後測

樣式作業成績表現較優異，幼童能理解重複單位及空間關係。相對地，控制組的幼童卻看不到

重複單位，而且介入的幼童能判斷出樣式的變化，並能在不同媒介使用下作樣式轉換。再經一

年的調查，發現介入教學的幼童在增長樣式與算術評量分數優於控制組。次年，以兩所幼教機

構的 64 名幼兒及 9 位幼教師為研究對象，比較原住民（實驗組）與主流學校從事 10 週樣式介

入教學成效。研究結果發現幼教師能理解不同類型樣式，且提升學童代數思考的能力。從上述

的兩個研究瞭解介入教學有助於幼兒發展出複雜樣式理解和技巧，幼兒在進入小學前，因接受

介入教學已有抽象化、一般化及解釋樣式或分析樣式結構的能力（Papic, 2013）。可知，若從事

介入教學也能提升幼童複雜重複樣式推理能力。 

（四）複雜重複樣式及其重要性 

複雜重複樣式由簡單重複樣式擴展而來，其樣式結構中組成單位元素比簡單重複樣式的單

位元素變化多，幼童學習複雜樣式有助於未來數學進階的學習。以下分列說明複雜樣式結構與

其重要性。 

1.複雜重複樣式結構 

就樣式單位元素組合而言，單位內含有不相鄰與相鄰的元素，且相鄰元素增多時，樣式的

結構較複雜，如例一，○○□□△○○○○□□△○○○○□□△○○，其樣式單位是        

○○□□△○○。 

就樣式單位元素排列方向而言，樣式單位元素排列方向一致者稱為直線樣式，而非直線樣

式指單位元素排列的方向會改變。如例二 

○○□□△○○○○□□△○○○○□ 

○○○○△□□○○○○△□□○○○○△□□○○○○△□□○○○○△□□○○○○△□ 

□□△○○○○□□△ 

因樣式蜿蜒排列又稱為「蛇形（或 S 型）」樣式，辨識此樣式時需注意到元素轉換方向的排列

次序與前面的單位排列不同。 

就延伸單位完整性而言，可分完整樣式與不完整樣式。完整樣式指單位的延伸到最後一個

核心單位時仍完整重複出現，如例一。若延伸單位到結束時，最後的一個核心單仍不完整出現，

稱為不完整樣式結構如例二。 

就核心單位的複雜度而言，除單位元素量增加且單位重複出現外，單位與單位之間是否銜

接，可分成切割單位與非切割單位兩種的複雜重複樣式。切割核心單位如 AABCABBCABCC-

AABCABBCABCC，而非切割單位的重複樣式在延伸樣式時，樣式單位之間未加以分割如

5175117517751751175177，加上非直線排列難度最高。上述複雜重複樣式的不同結構，本研究在

設計評量與教學皆加以應用。 
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2.複雜重複樣式重要性 

由於數學樣式與結構推理發展是代數與函數推理的前置經驗（National Council of Teachers 

of Mathematics [NCTM], 2000），能辨識複雜重複樣式的結構，瞭解數形量的關係有利於解題、

預測及一般化。根據 Threlfall（1999）探討 119 名 3-9 歲幼兒完成三色（紅綠黃）蛇形樣式延伸

作業的表現，發現有 60%的幼兒能完成作業，更有六名幼兒挑戰更複雜的樣式（顏色、大小及

形狀排列），而研究建議應發展幼兒複雜樣式推理，並探討他們如何看到這類的重複樣式及覺知

這類核心單位而完成作業？因此，在教學上他建議循環重複樣式不只在單一向度上變化，也可

以多個向度改變，他提出幼童掌握重複樣式的歷程，發展出兩種途徑；一個是樣式的複雜度，

另一個是兒童如何發展掌握樣式，他認為當幼童能掌握樣式的單位就能掌握樣式，同時能發展

出數學相關的多種概念，如等量、倍數、加減法的概念。例如，從樣式單位項目作累加而能發展

出總量的概念，以及在測量的脈絡中，可使用相同長度為重複單位測量面積。 

Warren 與 Copper（2006）利用重複樣式導入函數推理，在他們教學設計樣式活動時，從簡

單 ABABAB 樣式開始，讓幼童認識樣式具有循環及延續性的特性以及辨識樣式單位的組成元

素，再讓幼童臆測下一組樣式元素的出現，以操作方式延伸樣式。在第二階段教學加入函數概

念，以不同材料與活動作樣式驗證，如呈現二組樣式單位再讓幼童延伸樣式，再遮蓋第三組，

讓幼童臆測第三組的組成元素，然後讓幼童推論出三組共有幾個物件，若繼續延伸，並使用表

格整理樣式元素增加情形，可供幼童看到物件倍數的增加，也從表格統理數字對照出樣式物件

數量成比例的成長如右圖（Warren & Copper, 2008, p.118）。 ▓□□▓□□     

可知變化重複樣式的單位元素可提升幼兒函數與比例的思維能力，而重複樣式學習不只支

持學童具有一般化的能力外，變化重複樣式也能提升函數與比例關係的推理能力。 

另外，Tsamir 等人（2015）認為幼童未入進入小學之前，先有重複樣式的基礎則有利於進

入小學學習小數，特別是有機會遇到解決小數循環的問題，小數循環屬複雜重複樣式，而本研

究設計未切割核心單位的複雜樣式較屬於大核心單位的重複樣式，幼童學習未切割核心單位的

複雜重複樣式可為學小數循環奠基。因此，學習複雜重複樣式對幼童未來數學學習有效益。 

總之，大多數的幼童可以辨識及延伸簡單重複樣式，雖有少數的幼童仍無法完成，但經介

入樣式教學能提升幼童樣式推理能力，他們不只會簡單重複樣式，還會延伸增長樣式、轉換樣

式，及發展複雜樣式理解與解題技巧。更有研究者以複雜重複樣式挑戰幼童推理能力，因此，

本研究認為從簡單重複樣式開始學習，再進入複雜重複樣式學習，可透過引導提升幼童樣式推

理能力。 

三、樣式教學模式 

本研究為促進幼兒樣式推理能力成長，提出樣式教學模式，從尋找樣式、辨識樣式單位、
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標示單位、臆測單位、延伸單位到驗證樣式，幫助幼兒發展出複雜重複樣式的推理能力。教學

模式如圖 1： 

 

圖 1  本研究樣式教學模式 

（一）尋找樣式 

帶領幼童發現樣式，先引導學生注意所呈列的物件具有循環重複出現的特性。Lynn（2013）

發現幼兒在樣式推理中，以重複出現作為確認樣式的特性，不忽略掉規律探索，若要提升幼童

的推理，幼童必須先學會以重複單位為判斷樣式的標準，再延伸樣式及增長樣式。 

（二）辨識樣式單位 

樣式推理教學的初始任務在引導學童確認是否重複樣式？吳昭容與徐千惠（2010）認為幼

童能完成樣式解題在於先辨識樣式中的單位。辨識樣式單位指能看出樣式排列中重複出現元素

組成的單位。Cooper 與 Warren（2008）建構作業讓學生能覺察重複樣式與增長樣式之間的差異，

例如 RB、RBB、RBBB、RBBBB 的樣式裡，R 每次都重複，但 B 實際上不斷發展，學生若能

注意此兩種樣式的差異，察覺到何者增長？何者是保持一樣？則可以促使他們合宜反映到更複

雜的樣式上。 

（三）標示單位 

Threlfall（1999）認為尋找樣式的核心單位是樣式推理關鍵；Sophian（2007）也提出尋找核

心單位是學習數學概念基本要件，在幼童階段引入單位可作為發展銜接數概念及程序知識與進

階數學的一座橋樑。因此，樣式推理或一般化最基本要掌握是樣式的核心單位，如 ABABAB 核

心單位是 AB，較複雜單位內有相鄰的元素如 ABBCABBC，核心單位為 ABBC；因此，辨識樣

式後標示單位很重要。 

驗證樣式 

延伸單位 

臆測單位 

辨識樣式單位 

尋找樣式 

標示單位 

樣
式
推
理 
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（四）臆測單位 

臆測單位指在標示單位後，臆測下一個核心單位是否會重複或循環出現。臆測被界定為一

種合理的假設，陳英娥與林福來（1998）認為臆測是個體面對問題時，提出一個合理猜測的過

程。本研究的臆測指幼童經樣式觀察後，根據前面出現過的樣式單位作下一個單位出現的合理

推測。臆測與辨識樣式單位有密切的關係，因為在既定的資料中對既定的事實提出質疑，主要

功能在根據樣式的結構能形成一般化。而樣式推理發展出的臆測能讓學生有機會在樣式推理下，

進而判斷樣式是否能延伸？然後再驗證推論結果（Stylianides, 2009）。因此，Stylianides（2008）

認為樣式－臆測－驗證存有線性關係，臆測必須經過辨識樣式單位而來。 

（五）延伸單位 

延伸單位是在持續延伸核心單位，無論是往直線或非直線的方向延續下去，核心單位會重

複出現。Warren 與 Cooper（2008）認為延伸樣式能看出學生樣式推理一般化的理解程度。延伸

樣式的重要性在幫助學習者能辨識樣式的規則與變化情形。 

（六）驗證樣式 

驗證主要功能是對接受的事實作有效的論證或拒絕數學的宣稱（Stylianides, 2008, p. 11）。

驗證樣式是指檢驗樣式在延伸單位時，是否與前面單位有循環、重複或增長的關係？驗證的目

的在於解釋、校正（verification），及形成新知識（Stylianides, 2009）。當幼童對延續排列的樣式

單位對照前面出現過的核心單位，若核對成功則接受原先的臆測，再進行延伸樣式，發展出複

雜重複樣式關係的新理解形成一般化，因而提升複雜重複樣式推理能力。從事樣式推理一開始

會先排列重要事實成為有意義的樣式，使用樣式形成臆測及驗證，並以新的例證、修正臆測及

提出可能的反例，再瞭解所提供的論證是否正確，並測試這些臆測即驗證。 

因此，教學模式的教學流程，先由教師帶領幼童尋找樣式，再進入辨識樣式單位、標示單

位、臆測單位與延伸單位，最後驗證樣式。樣式教學模式是讓幼童以循序漸進的方式學習樣式

概念，若幼童在學習過程中遇到困難，教師則先在該階段停留，直等待幼童在該階段熟練後，

再邁入下階段學習。 

參、研究方法 

本研究探討幼童經由樣式教學之後的學習表現為何？教師如何實施樣式教學提升幼童樣式

推理能力？為此，本研究進行實驗教學及發展樣式作業以瞭解樣式教學的成效。 

一、研究設計 

本研究為探索性研究，以南部一所大學附設幼兒園兩班大班實施樣式推理教學，每班各三
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十名，平均年齡約 6 歲。其中一班為實驗組實施樣式教學模式；另一班為控制組維持原來樣式

教學的方式。兩班依據幼兒園的數學教學目標與提供的坊間教材進行教學。實驗組參考幼兒園

的數學教材設計樣式教學內容，並以符合幼兒認知發展的學習軌道設計樣式教學活動完成樣式

教學目標。兩班同時進行樣式教學，樣式教學期間從 104 年 1 月 2 日，每週一堂約五十分鐘實

施八堂課，期間因遇放假兩週，教學延至 104 年 3 月 9 日，兩組的教學，如表 1。兩班幼童在實

驗教學前後接受前後測，並實施延後測；延後測與後測時間隔約二個月（6 月）施測。 

二、研究對象與情境 

兩班六十名幼童，每班各三十名，實驗組有 18 位男童及 12 位女童；控制組 17 位男童及 13

位女童，平均年齡 6 歲，皆來自中社經地位家庭。兩班教師年資相當，畢業於教育大學幼教系。

在兩班教師成員中，實驗組除主教教師外，另有教保員協助教學。由於研究者曾在幼兒園進行

臨床教學過熟識主教老師，實驗組主教老師也曾向研究者反應過她的數學教學困擾。爾後，彼

此常有交換心得與教法機會。因此，實施實驗教學時研究者邀請她從事教學，而研究者負責提

供樣式教學理論與教學活動，教學前後研究者與主教老師共同討論教案及教學；控制組有兩位

教師，一位主教老師，另一位教師協助教學（主要記錄學習檔及保育工作）。因為兩班的教學目

標相同，研究者會與兩班主教老師討論教學進度及教材。 

三、教學內容 

兩班實驗教學以重複樣式為主，教學內容包括直線與非直線，簡單及複雜重複樣式，而樣

式教學配合幼兒園數學教材的學習目標設計教學。在實驗教學之前，兩班的教師先討論教學進

度及教學方式，兩班的教學活動相似：1.以故事帶入教學，控制組以故事（教材）帶入樣式教學；

實驗組自編故事（生活議題、繪本）帶入樣式教學；2.以遊戲增強概念，控制組課堂以個別遊戲，

如桌遊加強數學概念，實驗組以團體遊戲加強數學概念；3.教材操作練習，控制組操作坊間提供

的數學材料，而實驗組除使用幼兒園提供教材外也自製教具如圖片輔助教學。實驗組與控制組

不同在於依樣式教學模式將概念加以細分（依照教學模式），引導幼童學習。 

至於樣式教學方式，兩班的教法相似，引導幼童辨識樣式單位時，先以背誦口訣（如糖果

糖果餅干御飯糰-糖果餅干餅干御飯糰）的方式幫助幼童熟練單位元素的變化；樣式排列都採逆

方向延伸樣式（蛇形）的型式，每當幼童完成樣式排列後，教師會要求幼童計數樣式組合物件

共有幾個，例如不同形狀或同類的物件共有幾個。至於實驗組一開始也會在簡單重複樣式教學

時，複誦樣式單位元素（如綠紅藍綠紅藍），然而在複雜重複樣式教學時，因樣式單位元素多，加

強幼兒發現樣式關係，先尋找樣式、辨識樣式單位、標示樣式單位等步驟，掌握單位元素的變

化，兩組教學方法與內容，如表 1。 
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表 1 

兩組教學方法與內容 

樣式種類 

實驗組 控制組 

樣式結構 教學方法 & 內容 樣式結構 教學方法 & 內容 

簡單重複

樣式 

1.ABC 元素不重

複 

「籃球比賽」排三

色球-探索樣式 

1.ABC 元素不重

複 

玩「購衣物」排三種

衣物認-識樣式 

2.ABCD 元素不

重複 

「聖誕裝飾」用

☆○△◇（色紙）-

辨識單位 

2.ABCD 元素不

重複 

「選帽子」擺四種帽

子-辨識樣式 

3.ABCCD 元素相

鄰 

「大家來修橋」比

賽貼色紙-標示單位 

3.ABCCD 元素

相鄰 

輪流「進學習區」

（語文角兩次）練習

-分辨相鄰元素 

複雜重複

樣式 

4.直線複雜重複

樣式 AABC-

ABBC-AB CC

切割單位 

「下午茶」操作茶

品-臆測樣式及延伸

樣式 

4.直線複雜重樣

式 AABC-

ABBC-ABCC 

「早餐店點餐」漢堡

薯條三明治-練習分

割樣式 

複雜重複

樣式非直

線

AABC-

ABBC-

ABCC 

5.非直線複雜重

複樣式 AABC-

ABBC-ABCC

切割單位 

「阿平菜單」排圖

練習-臆測樣式 

5.AABC-ABBC-

ABCC 切割單

位 

「整理零食盒」糖果

餅干御飯糰-練習認

識核心單位 

6.AABCABBCA

BCC 未切割單

位 

「白鵝農莊」排圖

卡△□○△□□○ 

△□○○-臆測、延

伸樣式 

6.AABC-ABBC-

ABCC 切割單

位 

「圖形排序」操作

△△□○-△□□○-

△□○○-（復誦單

位） 

非直線

AABC 

ABBC 

ABCC 

7.AABCABBCA

BCC 未切割單

位 

「青青草原」表徵

動物-延伸、驗證樣

式 

7.AABCABBCA

BCC 未切割單

位 

「彩色火車」積木排

火車車箱-（復誦單

位） 

8.AABCABBCA

BCC 未切割單

位 

「照顧」操作圖卡-

延伸、驗證樣式 

8.AABCABBCA

BCC 未切割單

位 

「旋轉木馬」排圖形

木馬座椅（復誦單

位） 

四、評量工具 

評量工具分兩種，一種是「幼童樣式推理作業」，使用在實驗教學前、後測及延後測，目的

在瞭解樣式教學的成效；另一種是「課堂樣式推理作業」，於課堂教學後使用，目的在瞭解幼童

當週樣式學習情形，並作為下次教學及修正教學參考。 
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（一）評量工具設計原則 

1.每一種作業樣式單位延續三個以上 

根據 Tsamir 等人（2015）的研究發現，樣式的單位完整性及延續性會影響幼童推理表現。

故本研究評量工具的樣式至少連續三個單位以上，而且每一個單位至少由四個以上的元素組成，

目的在於瞭解幼童經由介入教學之後，推理表現是否能超越過去的研究—幼童只會辨識

ABCABC 樣式（Clements & Sarama, 2009）？因此，研究工具的樣式作業難度較高，每個樣式作

業都是三個單位以上連續排列的樣式。 

2.以非直線性樣式為主 

Mouhayar（2014）認為學童會直線性樣式推理，在樣式一般化的表現比非直線的樣式表現

好，而且不一定會非直線性的樣式推理。本研究設計非直線的複雜樣式作業，探討幼童是否經

由樣式教學能克服非直線樣式推理的難度完成作業。 

3.實作評量 

本研究設計的兩種樣式作業都採實作評量。施測的過程中，「課堂樣式推理作業」由幼童操

作擺放物件或畫圖或著色完成作業。「幼童樣式推理作業」以物件填充空缺或空白部分的方式完

成作業，物件包括移動式的圖片或圖形。 

（二）評量作業編製與實施 

1.幼童樣式推理作業 

「幼童樣式推理作業」有四個重複樣式作業，供教學前、後測及延後測的評量使用（施測

時與增長樣式及數形同時施測）。作業先經過預試，將初步預測的結果編製 8 個重複樣式作業，

再針對 4.1 歲至 6.4 歲的 62 名幼童施測，從中篩選出適合六歲兒童樣式推理的作業，並修正與

刪除不適合的題型，例如將原本設計 ABC 簡單重複樣式作業加以刪除（共四題），保留四個至

少有四個元素以上的重複樣式作業（除四個元素外，並增加樣式元素及排列方向）。預測的 α 值

為.70，作業如圖 2 至圖 5（陳埩淑，2017）。作業計分方式是正確完成者得 1 分，錯誤或未完成

以零分計，答對四題共 4 分。 

  

圖 2  簡單重複樣式 圖 3  簡單重複樣式 
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圖 4  切割單位複雜重複樣式 圖 5  未切割單位複雜重複樣式 

正式樣式作業編製完成後，為使作業能吸引幼童投入解題，請幼教師提供施測的方式及指

導語的建議。施測時，對幼童說明是玩益智遊戲，也說明作答方式，並告知仔細審題、思考及作

判斷，再拿取合適的物件排列樣式或補足樣式單位中的空缺，以完成作業解題。施測採一對一

的方式進行，由幼童逐一完成。在完成每一項作業後，施測者訪談受試者：「你怎麼知道要這麼

做？」受試者可以動作、言語說明使用解題的策略，每位幼童約 15 分鐘完成四個作業，評量過

程中拍照攝影。 

2.課堂樣式推理作業 

為瞭解實驗組重複樣式教學後幼兒學習情形，設計八堂課的「課堂樣式推理作業」，實施時

間在課堂結束前十分鐘，由幼童個別完成。作業作答的方式由幼兒畫圖、粘貼物件或著色完成，

並由教師校正作答的正確性，研究者並於課後統計全班正確完成作業人數，再計算出全班答對

的平均數，如表 2。 

（三）評分 

本研究以量化與質性資料建構評分一致性。本研究評幼童樣式推理表現，會針對幼兒答題

加以歸納分類。量化資料方面，答對者以一分計，答錯及答一半者以零分計，計算出六十名幼

童接受前、後及延後測樣式評量成績。在質性資料方面，幼童在前、後測及延後者施測過程中，

施測者針對每一題幼童作答後，訪談、錄音及記錄解題使用的策略，問：「你怎麼知道要這麼做？」，

再將資料比對及分類：完成樣式作業、完成一半及未完成（答錯）的三類，分類後可提供建立評

量原則，並瞭解幼童對樣式單位的理解程度。如完成一半的幼童說：「用算的」（C3）、「我已經

數過了」（C4）、「因為看前面的」（C5）。完成者會說：「因為是重複樣式」（C20、23）或「看到

單位」（C28）；未完成的會說：「不知道」（C31）及「就是這樣」（C38）。研究者將這些質性資料

與量化資料作對比，完成評分者一致性之建構。 

五、資料蒐集與分析 

資料蒐集包括觀察、攝影教師樣式教學，以及對研究對象訪談。之後進行量化分析與質性

分析，質性分析以質性描述幼童學習樣式推理的歷程；量化資料以評量來分析教學成效。資料
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分析在量的方面，因為幼童樣式推理表現評量分兩種。首先對「幼童樣式推理作業」前、後測的

結果加以整理，並將資料進行統計分析，如使用共變數分析兩組之間的教學效果。同時，以 t 考

驗瞭解實驗組前、後測的表現。另外，在幼童課堂樣式作業表現方面，本研究將每一堂課幼童

學習成效，以正確完成作業作為指標，並計分統計，再以全班平均數呈現每堂課的教學成效。

在質性資料方面，將拍攝影片及訪談錄音內容經轉譯後作資料分析，分析時先將觀察、訪談的

資料加以編碼，如 O：教學觀察；T：教師；C：幼童；I：訪談。檢視蒐集到的樣式教學錄影、

訪談教師的觀點及幼童反應的一致性。 

肆、研究結果與討論 

回應本研究研究目的分二部分說明，第一部分敘述在教學歷程中教師如何進行樣式教學提

升幼童樣式推理能力；第二部分由樣式作業評量結果顯示教師樣式教學成效。 

一、樣式教學實施 

教師實施重複樣式推理教學，先瞭解幼童樣式概念發展及學習動機，並配合活動引導幼童

學習。由於 Klein 與 Starkey（2004）提出幼兒理解抽象的樣式概念是逐漸發展出來的，主張應

在幼童樣式學習階段提供愉快的經驗，將有助於學童發展出樣式推理能力，甚至後來學習代數

都能具有積極正面的態度。實驗組教師為引起幼童學習興趣透過故事、遊戲及操作帶入樣式概

念。引用的故事內容包括生活紀律（阿平菜單）、品格教導（大象班下午茶、白鵝農莊、照顧）

及認識大自然現象（青青草原），再藉由故事情節的轉化幫助幼童發現樣式，進而學習複雜樣式

的推理，也將故事作為樣式解題的背景，讓幼童探索樣式，尋找辨識樣式核心單位、練習標示

單位、臆測單位、延伸樣式及驗證樣式，完成樣式推理任務。 

（一）以遊戲尋找樣式 

遊戲能激發概念發展與問題解決的能力（Bodrova & Leong, 2007）。教師以投籃遊戲帶領幼

童探索及辨識樣式。教師先將幼童分成三組（綠、紅、藍）玩投籃比賽，幼童玩兩三回後，教師

以綠紅藍（ABC）圖卡表徵三種顏色的球，請幼童將投擲結果依比賽的名次。第一、二、三依序

貼圖卡在白板上加以排序，也請幼童排列時要唸出圖卡顏色的順序：綠-紅-藍-綠-紅-藍，幼童發

現籃球是有規律的排列著，這時教師適時帶入「樣式」的定義。 
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T：那我們要利用第一名和第二、三名的排名來排一個樣式喔！要怎麼排呢？譬如說，綠、紅、

藍，那下面就還要？綠、紅、藍，再來接下去呢？就是要排一個重複，像排隊那樣有重複

的、有秩序、有規則的排喔！這就是樣式，排了以後要反覆喔！綠、紅、藍，下去是？ 

C：綠、紅、藍，綠、紅、藍。 

T：所以，樣式就是要這樣排！如 

C：好漂亮喔！ 

幼童看著規則排出來的顏色驚呼！ 

 

教師利用遊戲比賽幫助幼童理解「樣式」的定義，讓幼童認識由綠、紅、藍三種顏色重複出

現所排列的組合稱之為「樣式」，也是由 ABC 三個不同元素構成的簡單重複樣式，因而教師對

「樣式」下定義就是有重複的、有秩序、有規則的排列出現的組合，幼童得知綠-紅-藍三種顏色

重複出現的現象，就是「樣式」。這如 Lynn（2013）所提幼童要在樣式推理中，找到規律確認樣

式有重複出現的特性，幼童學會以重複單位為判斷樣式的標準，再發展出延伸的樣式。 

（二）辨識及標示樣式單位 

教師掌握樣式結構是由核心單位排列形成，在設計的遊戲情境中，讓幼童認識「樣式」之

後，還要幼童在樣式中發現一組一直持續出現的重複單位－「核心單位」。幼童除認識樣式外，

也需獨自尋找樣式中的單位，而核心單位的概念必需由教師加以說明。 

 

T：大家要來找出單位！什麼是單位呢？就是紅、黃、藍一組完了以後，還要再一組紅、黃、

藍，而紅、黃、藍這就是一個單位。所以請你們要找到單位，在哪裡？畫看看！ 

老師請一位男生來畫在兩組紅黃藍之間用“/ ”隔開，再畫第三組單位，如 

 

因為在多種變項元素組成的樣式中，能順利解題需要單位化（歸納、組織元素為一個單位）

的能力。核心單位在樣式中是持續出現，Tsamir 等人（2015）認為在延續的重複樣式中，幼童

才能辨識並標示單位。而 Orton 與 Orton（1999）提出為加強幼童樣式循環概念應由幼童去延伸

樣式，而一次只增加一個元素，並標示樣式單位。 

1.標示不相鄰元素樣式單位 

教師安排幼童創作樣式瞭解他們辨識樣式單位的理解程度。教師提供四種不同顏色與圖形

（☆○△◇）的彩色紙，幼童把這些圖形當吊飾黏在一長條的緞帶上，掛在牆壁上佈置教室，

而各組都能正確排列出 ABCD 四個元素不相鄰的樣式。 

因此，教學一開始教師以遊戲帶領幼兒探索樣式，把樣式概念蘊含在遊戲中，幼童從遊戲

瞭解數量形關係，而學會辨識樣式及標示出單位。 
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2.標示相鄰元素樣式單位 

為使幼童能從不同的樣式結構中探索、辨識單位及擴展樣式規則，進而作臆測推理。教師

引導幼童在有結構且多向度的樣式中找核心單位。樣式教學活動從簡單的重複樣式 ABC 的結

構，改變為增加兩個元素且有相鄰的 ABCCD 重複樣式結構。 

教師以「大家來修橋」的故事作為學習脈絡─從東村到西村要經過一座橋，橋面上缺一個洞，

村民一直不理會，直到有一天刮颱風，橋斷了，帶給兩村村民生活物資供給及交通不便，村長

才叫大家來修橋，他規定橋面要以四種顏色的木頭舖地板，舖的樣式需有顏色相鄰如 ABCCD，

使修好的橋成為一座彩色橋。教師拿出一張畫有一座四色橋的大海報，請幼童站在這座橋前面

先辨識 ABCCD 樣式，再標出單位。全班分成兩隊比賽在教室的地板上造橋，在幼童合作下用

四種色紙排列出 ABCCD 樣式，造出兩座彩虹橋，如圖 6。 

活動結束後，教師也發下四種顏色的色紙剪成長條形，分給每一位幼童自由創作造彩虹橋，

幼童把色紙依序黏貼在畫好的吊橋上（圖畫紙），再由教師檢查學習活動的成果。但在個別造橋

時，全班有四分之一的幼童必須撕掉色紙重貼，因為幼童貼錯樣式。由於這個作業增加了相鄰

的元素，且師生之間的使用表徵方式不同所致。 

教師教學時遇到與幼童會使用符號表徵的差異影響教學成效。如教師在呈現樣式單位時會

使用數字表徵代表樣式的「序列」。以 12345 代表「數量」，如 1 代表 1 個；2 代表 2 個；3 代表

3 個。教師在「大家來修橋」活動中，標示單位內重複相鄰的元素時，以口訣提示幼童四種顏色

排列的變化，以 1121 表徵四種顏色排列方式，也當作拆解樣式結構的密碼。如 1121 的 1 表示

一種顏色出現一次，2 表示顏色出現兩次，所以五條色紙出現的數量為 1121，但與幼童的表徵

方式大不相同。因為幼童標示物件排列為 12334，1 代表綠色，2 代表橘色，3 代表黑色，而 33

表示黑色出現兩次，4 代表咖啡色。因此，師生之間不同的表徵方式，致使幼童在學習這類樣式

標示單位時，形成認知衝突，故有四分之一的幼童無法完成課堂的樣式作業，但經解說後，幼

童全部完成作業。 

 

圖 6  ABCCD 樣式 

由此活動顯示幼童能以符號表徵從事相鄰元素樣式推理。同時，幼童也能完成 ABCCD 樣

式推理，克服 Rittle-Johnson 等人（2013）的研究所提有些幼童無法複製 ABB，反而會把 ABB

變成 ABAB 的樣式排列的困難。另外，大部分幼童能掌握樣式規律完成單位內有重複元素且相

鄰的樣式作業，未如吳昭容與嚴雅筑（2008）研究發現在解樣式題時幼童只用一一對應的方式

解題，反而是大部份的幼童會運用數字表徵解題。 
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（三）臆測樣式單位 

幼童能從 ABCCD 樣式學會掌握單位中變化的規律，在辨識大單位樣式後，幼童要進入複

雜重複樣式的臆測。教師先帶領幼童學習臆測完整單位重複樣式，再臆測不完整單位重複樣式，

從直線複雜重複樣式深入非直線複雜重複樣式解題，並能類推單位及臆測單位形成一般化。 

1.複雜重複樣式完整單位臆測 

樣式核心單位的長度會影響幼童樣式推理。由於幼童在臆測樣式之前，要先找到樣式變化

規則才能臆測樣式。在直線樣式中為協助幼童尋找核心大單位，教師先把大單位細分成幾個次

單位，並配合故事引導幼童看到單位元素變化的規律。 

教師先回到第一步驟讓幼童學習尋找樣式，從排列的物件中找出第一個樣式單位。幼童由

「下午茶」的故事進入複雜樣式概念學習。故事描述：大象邀請青蛙、大熊及小白兔來他的家喝

下午茶，大象準備他們愛喝的飲料分別是青蛙愛喝的綠茶、大熊的紅茶及小白兔的奶茶。倒飲

料時，青蛙說他太渴了，要先喝兩杯綠茶，而大熊只要一杯紅茶、小白兔一杯奶茶，排列出「綠

茶-綠茶-紅茶-奶茶」。大家喝了飲料之後，大熊突然說他也要喝兩杯紅茶，所以大象就倒給青蛙

綠茶一杯、大熊紅茶兩杯，小白兔奶茶一杯即「綠茶-紅茶-紅茶-奶茶」。倒完之後，這時小白兔

也叫著說他也要兩杯奶茶才公平「綠茶-紅茶-奶茶-奶茶」。 

 

C：啊！每一種茶都有人喝兩杯，三種茶，就每一種都喝掉四杯！輪三次共 12杯，很公平！所

以大象這一回就倒了十二杯茶給大家，再一回合也是十二杯！ 

T：每次都會重複出現就是核心大單位，也是樣式推理中要掌握的。 

 

為讓幼童能理解核心單位元素變化，教師安排讓幼童在真實經驗中學習樣式，除提供預備

好的三種茶讓幼童品嚐外，教師把三種茶的圖卡排在白板上，讓幼童排出核心單位，再由幼童

在白板上標示出單位，如圖 7。 

   

 

圖 7  直線複雜重複樣式 

幼童能從這個活動中領悟到樣式的變化，瞭解一個大的核心單位是由三個元素變化增長重

複組成。同時，在教師的帶領下，幼童在標示單位時有大單位的概念。幼童從「下午茶」的活動

中，能看到三種飲料數量的變化，得知樣式元素變化的規則及樣式結構。 
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2.不完整單位重複樣式臆測 

教師為讓幼童能在樣式結構中臆測單位，設計不完整單位的樣式結構，先讓幼童辨識完整

樣式的單位之後，再讓幼童發現不完整單位欠缺的元素，而補足合適的單位元素，進而瞭解樣

式的深層結構。再以「下午茶」情境為複雜重複樣式學習的脈絡，以三種飲料作為單位元素設

計不完整單位的樣式供幼童推理。 

教師先以遊戲方式讓每位幼童持有三種飲料的卡片，排成一行，再把指揮棒交給一位志願

當領袖的幼童，依照三種元素（綠茶、紅茶、奶茶）每輪一次增加一個元素為原則排成重複樣

式，再由領袖以指揮棒切割單位，找出大的核心單位，而元素排列可由領導者決定從那一種飲

料開始排起，但必須排出三個單位以上的重複樣式，而其中最後的單位要不完整。在練習活動

結束後，教師讓幼童練習不完整單位的樣式臆測，提供的樣式作業如下圖 8： 

1 2 3 4 

5 6 7 8 

        

圖 8  不完整樣式單位作業 

在圖 8 的作業中，教師把樣式的核心單位分成三個次單位，先讓幼童明白每個單位元素變

化的情形，再讓他們推測出下一個延續單位的變化，並補齊單位中欠缺的元素。幼童以符號表

徵單位元素，可用繪畫、數字、語言，圖表表徵數學概念和關係（Greenes, 1999; Owen, 1995）。

這個作業需要幼童先確認單位後，再把空缺處以顏色表徵飲料。幼童以綠紅棕三色塗滿圖 8 的

正方形空格完成作業。如在 5 的格子裡應補上綠茶，故正方形的框框要塗綠色。 

整體而言，這個作業有 88%幼童完成，其餘未完成的幼童大都在表徵符號轉換上有困難，

因為這個作業需要幼兒調整他們的認知結構，和記憶飲料的表徵顏色與樣式結構，並克服在不

完整單位結構中完成任務。依 Tsamir 等人（2015）的研究發現，幼童較習慣在線性且完整結束

單位的樣式結構中解題，若在延續的樣式中，給予不完整的單位，幼童無法正確的臆測這類樣

式及瞭解樣式的結構，幼童更無法延伸這類樣式。而依本研究進行不完整單位複雜重複樣式的

教學下，有 88%幼童能完成這類的作業。 

（四）延伸及驗證非直線複雜重複樣式 

幼童在辨識簡單重複樣式時會參照前面出現過的單位，以左右手對應的方式尋找單位，左

手指著前面單位的元素，右手搜尋下一個單位的元素，以一一對應的方式依序找尋相對應的元
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素，如左手食指按著 A，右手手指跟著找下一個單位中的 A，依此方式來回搜尋，直到每一單

位中的每個元素都對應到為止，才完成樣式辨識任務。由於本研究設計的複雜重複樣式結構，

樣式單位是由三個元素變化數量及方向而成，元素的排列依序輪流加 1 且相鄰，核心單位共有

十二元素，樣式的結構較為複雜。幼童必須掌握樣式排列的規則才能臆測及延伸樣式。因此，

若幼童仍固著心智解複雜重複樣式作業時（吳昭容、徐千惠，2010），以一一對應的策略辨識核

心單位，在延伸樣式時就會失敗，因為應用一一對應策略在視覺廣度受限之下，無法掌握樣式

大單位元素的變化。 

另外，在複雜重複樣式的排列上加上方向的變異，難度高將挑戰幼童樣式推理的能力。前

述幼童已熟悉直線單位元素同方向排列方式，當複雜重複樣式的排列方向改變，延伸樣式時須

注意到單位中元素的排列方向是否一致？因此，幼童要能掌握單位元素數量的改變及方向變換

發展出新的解題策略因應。 

1.切割核心單位延伸與驗證樣式 

為幫助幼童克服非直線複雜重複樣式的難度，教師的教學策略是先將核心大單位切割成三

個小單位，讓幼童先掌握以一個小單位中元素的變化，如 AABC，再檢查第二小單位 ABBC，

最後再查看第三個小單位 ABCC 的排列。當幼童理解三個元素各輪流增長一次後，再結合三小

單位為一個大的核心單位，然後，再找出下一個核心單位延伸樣式。 

在延伸非直線複雜重複樣式教學活動中，教師仍以故事引入樣式推理，以幼童生活紀律為

主題，以「阿平菜單」故事為脈絡，描述阿平愛吃零食，不吃正餐導致肚子痛，為幫助阿平建立

良好飲食習慣，請幼童幫忙設計菜單，教師問他們建議阿平應吃哪種食物最健康？教師用圖形

讓幼童聯想食物種類、表徵食物及排列食物，如圖 9，媽媽的菜單。 

 

老師拿出圓形、正方式及三角形，分別問這三種圖形可以代表什麼食物，拿出圓形時， 

C：荷包蛋、蘋果、西瓜、… 

老師把幼童所說的食物圖片排列在圓形圖片的下方，如圖 9。 

T：接著我們要來比賽，排兩排，這是媽媽的菜單喔！ 

教師畫出餐桌擺放盤子的順序，先讓幼童瞭解每一盤食物擺放的原則，一天三餐有三個盤子，

由幼童分兩組排列食物樣式，並標示單位。老師在白板上各貼了 9個盤子，第一個盤子放 2 個

圓、1個三角形跟 1個方形，第二盤放 1 個圓、2 個三角形與 1 個方形，第三盤放 1 個圓、1 個

三角形跟 2個方形。 老師指著盤子 

T：是從左邊開始，你們要注意方向喔！這是媽媽的菜，請看上面的圖形早餐中餐晚餐為一個

單位，所以是一天，那上面總共有幾天呢？ 

C：3 天 
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T：那我現在請一位小朋友們上來幫我畫單位，一天為一個單位喔！一天結束之後這樣才會重

新開始。 

接著小朋友開始輪流上台貼上每天不同的圖形變化。 

T：眼睛睜大一點來看看喔！早餐午餐晚餐，為一個單位喔！之後每位小朋友輪流上去貼圖形，

比賽結束之後作驗證。 

T：我們來看看左邊的對不對？左邊的小朋友在早餐貼上 2 個圓、1 個三角形跟 1 個長方形，

在午餐貼上 1個圓、2個三角形跟 1 個長方形在晚餐貼上，1 個圓、1個三角形跟 2 個長方

形（各重複 3次）。 

T：左邊的答對了！我們來看看右邊的小朋友在早餐畫上 2 個圓、1 個三角形跟 1 個長方形，

午餐畫上 1個圓、2個三角形跟 1個長方形，在晚餐畫上 1個圓、1 個三角形跟 2個長方形

（各重複 3次）。 

 

 

圖 9  以圖形表徵食物 

當幼童瞭解核心單位方向不同及單位元素之間的變化，再經教師的提示與帶領驗證以及在

全班幼童共同監控下，幼童正確完成切割單位重複樣式。活動結束後，幼童以個別練習方式完

成非直線切割單位樣式作業，如圖 10，是其中的一名幼童在盤子上面依數量的變化畫三種幾何

圖形的排列方式，並在連結線上以藍色線標示單位所在。全班的幼童 100%能完成非直線切割單

位重複樣式的作業。 

 

圖 10  切割單位的複雜重複樣式 
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2.延伸與驗證未切割核心單位重複樣式 

未切割核心單位是指樣式核心單位由三個元素各增長一個元素，且元素之間是連續相連，

如 AABCABBCABCC 組成，加上延伸時排列方向會改變。幼童學習這類樣式的先備經驗須熟練

已切割的核心單位複雜重複樣式。 

這類的樣式安排「白鵝農莊」、「青青草原」及「照顧」三堂課進行教學。教師仍帶領幼兒先

辨識樣式、標示單位、臆測單位及延伸單位。至於，未切割核心單位重複樣式的第一堂課「白鵝

農莊」教學後，只有 51%幼童完成樣式作業。因為這是幼童初次接觸這類的樣式，再加上課堂

作業要求幼童標示單位後，畫出多延伸一個單位，如圖 11。因為幼童遇到標示核心單位的困難，

為克服難題，教師再設計「青青草原」活動。在進入非直線切割單位及切割單位的解題中，教師

幫助幼童先學習樣式表徵。教學活動由幼童以分組合作競賽方式練習這類的樣式，幼童扮演小

動物玩類似母雞帶小雞的遊戲，組員戴幾何圖形頭套表徵動物如三角形表徵豹、正方形表徵象、

圓形表徵熊。為抵抗怪獸侵襲，隊員排成核心單位組成守護團隊，由隊長帶領討論標示單位，

每組為一個核心單位，連續排三組核心單位，並蜿蜒排列形成堡壘，再由隊長校正每組樣式排

列的正確性。這次活動由幼童自發性排列樣式，以分組的方式組成核心單位，並在討論中延伸

樣式與校正樣式，在標示單位及校正樣式時由兩隊隊員自行討論老師未介入，有 64%幼童能完

成樣式作業。 

 

圖 11  「白鵝農莊」複雜重複樣式作業 

教師再安排第三次未切割核心單位複雜重複樣式的學習-「照顧」。「照顧」的故事由「老樹

上的小鳥」繪本改編而來，描述樹上一隻母鳥除了照顧兩隻雛鳥外，還要特別去照顧鄰近一棵

樹上的老鳥，母鳥每天不停在兩棵樹之間來回餵食雛鳥及老鳥。教師以▊●▲圖卡表徵三種食

物，以圖形讓幼童聯想食物。幼童討論後以圖形表徵鳥兒愛吃的食物。母鳥一天要餵三餐，每

天來回的餵，連續餵食好幾天。幼童依序排列出老鳥、雛鳥及母鳥所需的食物，老師拿圖卡給

幼童排列樣式，延伸及驗證樣式，如圖 12 所列。  
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T：請小朋友上來排母鳥餵食的情形，再由大家來驗證排得對不對？ 

C1 在白板上排 1 個方形 1 個圓形 1 個三角形 

C：錯了！ 

T：錯在哪裡？ 

C：要 2 個正方形。 

T：我們讓他重新排排看。 

C1 排 1 個方形 2 個圓形 1 個三角形，1 個方形 1 個圓形 2 個三角形。 

T：大單位到底在哪裡呢？我們請一位小朋友上來畫畫看。 

C2：2 個三角形那邊畫一條線。 

T：那第 2 天呢？ 

C2：在 2 個三角形那邊畫一條線。 

T：為什麼知道大單位在哪裡？ 

C2：因為看清楚了！ 

T：那是怎樣看清楚？ 

C2：因為到 2 個三角形之後又重複了。 

T：喔，原來是一直再重複阿！ 

T：那怎樣的變化？ 

C2：1 個長方形變成 2 個又變成 1 個。 

T：那圓形呢？ 

C2：小朋友說：1 個圓形變成 2 個又變成 1 個。 

T：那三角形呢？ 

C2：是 1.1.2.。 

 

排列樣式 

 

校正 

 

 

重排樣式 

辨識單位 

 

延伸樣式 

標示單位 

臆測 

 

 

延伸 

驗證 

 

 

 

 

 

以符號表徵作驗證 

圖 12  「照顧」延伸與驗證樣式範例 

在這個活動中，幼童瞭解單位元素變化的關係，從辨識樣式、標示單位，並修正樣式的延

伸樣式。幼童在驗證樣式時，會使用數字符號表徵作驗證。顯示，在高階複雜重複樣式推理的

過程中，幼童練習圖示及符號的表徵。圖示的表徵主要是先讓幼童聯想幾何圖形可表徵的食物

及動物，同時加入脈絡化的解題的背景，幼童較能理解這類複雜的樣式。教師並讓幼童有個別

解題及加入「驗證」樣式練習的機會，過程中教師引導幼童校正，不斷的澄清元素變化的部份。

同時，課堂樣式作業也簡化複雜度，如圖 13，列與列之間的距離拉開後，教學結果是幼童可以

90%完成作業。經驗證樣式後，幼童能掌握概念排列出正確樣式核心單位是▊▊●▲▊●●▲▊

●▲▲。 
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圖 13  「照顧」複雜重複樣式作業 

教師為讓幼童能臆測之後正確延伸樣式，改變樣式評量作業的方式，而以移動式的作業讓

幼童驗證完成任務，教師用類似 S 型的紙條貼在白板上，紙條上面貼有長方形、三角形及圓形

不同數量變化的樣式，讓幼兒辨識單位。作業的目的為讓幼童學習自我驗證，確定所臆測的是

否正確？教師在長條型的紙條貼上圖形，且▋▲●圖形排列成不完整單位，讓幼兒以黏貼的方

式填滿空缺處。S 型紙條先出現 AABCABBCABCC 樣式，再出現 AABCABBCAB__、

AABCAB__CABC__，讓幼童臆測下一個單位空白處應出現的圖形，再由幼童拿取正方形、三角

形及圓形圖卡放入空白處。幼童在過程中學會審視排列的樣式，因為單位要一直延伸下去至少

有 三 個 以 上 的 樣 式 單 位 ， 而 且 在 這 類 似 S 型 的 曲 線 中 還 要 瞭 解 重 複 樣 式 是 由 大 單 位

AABCABBCABCC 組成，也要明白因為樣式方向的改變單位元素排列也隨之更動。 

在這非直線樣式的學習中，幼童學會核心單位的臆測及延伸樣式，因核心單位元素數目及

方向改變，推理教學方式也要變化，而這類的樣式需擴展視覺廣度，且要掌握單位元素變化情

形。幼童在這次「照顧」課堂上有 90%可以完成的樣式作業。幼童在「照顧」的學習表現上，

因為這堂課已是幼童第三次學習未切割核心單位複雜重複樣式，所以他們比較能掌握核心單位，

並在驗證中確認排列樣式的正確性。 

幼童在學習複雜重複樣式的過程中，對切割單位樣式的推理比未切割單位的表現好，而非

切割單位複雜樣式經過三堂課學習之後表現才有提升。顯然，非直線未切割的複雜重複樣式對

幼童而言是一大挑戰，經過教師多次的引導讓幼童發現樣式單位元素的變化與樣式方向的改變，

幼童才會複雜重複樣式推理。在 Krebs（2005）的研究中發現學生能完成直線樣式解題，但不一

定能完成非直線樣式作業，然而本研究設計 S 型的複雜重複樣式經教學引導後，90%的幼童能

完成這類的樣式，也回應 Threlfall（1999）以蛇形樣式延伸作業發展幼童樣式推理能力的可行性。

本研究更從 S 型複雜樣式設計中提供幼童延伸樣式的機會，幼童的表現也如 Warren 與 Cooper

（2008）所提在延伸樣式能看出學童在樣式推理一般化的理解程度。 

綜合上述，本研究的複雜重複樣式類型包括直線複雜重複樣式、非直線複雜重複樣式，而

教學模式將複雜重複樣式結構藉由尋找樣式-辨識樣式-標示樣式-臆測樣式-延伸樣式-驗證樣式，



86   

先讓幼童瞭解樣式結構進而從事樣式推理。樣式學習軌道也因幼童學習反應而修正，如簡單重

複樣式教學線性逐步前進，對於複雜重複樣式的教學則採間接循環的方式，等幼童辨識樣式結

構之後再進入下一個階段，同時，在教未切割單位複雜重複樣式時，先將核心單位元素隔開幫

助幼童辨識樣式與臆測樣式再延伸。因此，本研究發現幼童經過樣式教學後能提升複雜重複樣

式推理能力。 

二、樣式教學成效 

這一部分回應研究問題二，經樣式教學後幼童學習表現為何？這部分藉由兩種評量來檢驗：

一種是「課堂樣式推理作業」，即幼童在每一堂樣式教學後的學習表現，另一種為「幼童樣式推

理作業」就是在介入教學前後實施的評量。 

（一）幼童課堂樣式推理表現 

「課堂樣式推理作業」有八個作業，包括簡單重複樣式的推理 ABC、ABCD、ABCCD 以及

直線複雜重複樣式，教師以故事、遊戲、操作的方式幫助幼童理解樣式概念後 完成作業。經教

學後幼童的推理表現能超越過去研究的發現，幼童不只會 AB 和 ABB 的樣式推理，還會更複雜

的 ABCCD 和 AABCABBCABCC 複雜重複樣式推理。表 2 可看出幼童學習簡單重複樣式時，樣

式推理正確率可達百分之百，而在複雜重複樣式學習，尤其在非直線未切割複雜重複樣式表現

上，正確完成第 5 至第 8 的「課堂樣式推理作業」平均數從「白鵝農莊」的.52 進步到「青青草

原」的.64，最後可以達到「照顧」的.90，顯示他們複雜重複樣式推理能力逐漸提升。 

表2 

實驗組課堂樣式教學的幼童表現 

教學活動 樣式種類 人數 平均數 標準差 

1.籃球比賽 簡單重複樣式 ABCABC 27 1.00 .000 

2.聖誕吊飾 簡單重複樣式 ABCDABCD 27 1.00 .000 

3.大家來修橋 相鄰元素重複樣式 ABCCDABCCD 27 1.00 .000 

4.下午茶 直線複雜重複樣式 AABC-ABBC-ABCC 26 .88 .326 

5.阿平菜單 非直線性切割單位重複樣式 AABC-ABBC-ABCC 26 1.00 .000 

6.白鵝農莊 非直線未切割單位重複樣式 AABCABBCABCC 27 .52 .509 

7.青青草原 非直線未切割單位複雜重複樣 AABCABBCABCC 28 .64 .488 

8.照顧 非直線未切割單位複雜重複樣式 AABCABBCABCC 30 .90 .305 

註：每一作業正確完成計 1 分；未完成及錯誤為 0 分。 

綜合上述的資料分析，本研究結果顯示幼童經樣式教學不只會簡單樣式推理，且會在擴大

樣式核心單位下，掌握複雜重複樣式的規律變化作推理。複雜樣式的複雜度包括單位元素的數
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目增加及非直線樣式排列。本研究六歲幼童經樣式教學後的表現，如 Mulligan 等人（2012）所

提幼童會以不同的方法發展出數量形結構的理解，並注意到樣式單位重複及空間結構；也如

Papic 等人（2011）發現在幼童發展樣式過程中會覺知、記憶並複製排列數量及幾何圖案。同時，

本研究更發現實驗組幼童的表現已超越 Papic 等人的研究，幼童能尋找到複雜重複樣式的規律，

並進一步能辨識出複雜重複樣式結構找到核心單位解題。再者，過去的研究指出樣式介入教學

有成效（Papic, 2013; Papic & Mulligan, 2005; Starkey, et al., 2004），本研究設計教學模式在成人

的引導下幼童的樣式推理能力提升，也證實樣式介入教學有效。 

（二）樣式教學成效 

1.兩組幼童樣式推理表現 

為比較實驗組與控制組學生在不同教學模式下其學習成效的差異，研究者採用單變量共變

數分析。為滿足單變量共變異數分析的條件，先進行組內迴歸係數同質性檢定。兩組迴歸線斜

率相同，符合共變數迴歸係數同質性假定，接著進行第二步驟共變數分析。以「幼童樣式推理

作業」四個測驗的後測成績為依變量，前測成績為共變量，藉以排除兩班前測成績之差異，進

行共變數分析。共變數分析結果之 F(1, 58) = 48.90，p = .000，達顯著水準。由此可知，在不同

教學模式下，幼童後測成績進步的幅度達顯著差異，亦即兩組不同教學下，樣式教學模式能提

升幼兒的推理能力。 

2.實驗組學習成效 

根據表 3 的數據資料，實驗組學生在樣式教學後，表現在「幼童樣式推理作業」四個測驗

的後測平均數比前測平均數進步 2.63 分。經統計考驗 t(58) = 10.61；p = .000，前後測的分數有

顯著差異。而且幼童在延後測的成績仍保持學習成效，延後測的成績平均數 3.77，標準差.57。 

表3 

實驗組與控制組樣式推理表現 

 組別 平均數 標準差 調節平均數 

前測分數 實驗組 .87 1.17  

控制組 .67 .88  

後測分數 實驗組 3.63 .81 3.62 

控制組 1.90 1.06 1.92 

延後測 實驗組 3.77 .57 3.85 

控制組 2.43 .94 2.45 

註：每一作業正確完成計 1 分；未完成及錯誤為 0 分。 

http://www.researchonline.mq.edu.au/vital/access/manager/Repository?sort=metadata.peerreviewed%5C&exact=sm_creator%3A%22Mulligan%2C+Joanne+T%22
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從表 4 的數據資料得知，幼童在未接受樣式教學模式教學前，在切割單位非直線複雜重複

樣式 AABC-ABBC-ABCC 與未切割單位非直線複雜重複樣式 AABCABBCABCC 的作業表現不

佳，因為他們不太會解這類樣式，甚至沒有幼童能解未切割單位非直線複雜重複樣式的作業，

因為這題前測平均分數為零，但經教學後，後測平均數可達到.87。又從表 4 的資料顯示，當幼

童會解切割單位非直線複雜重複樣式的作業時，也會解未切割非直線複雜重複樣式的作業，實

驗組幼童經樣式教學複雜重複樣式推理能力提升。 

「幼童樣式推理作業」的解題的表現，在樣式教學前幼童大都無法找到樣式單位正確作答，

幼童解第一題簡單重複樣式時，會用計數的策略答題，但經過樣式教學後幼童會以尋找樣式辨

識單位的方式作答。當問幼童「你是怎麼知道的？」幼童（C1）會說：「因為有看到樣式」，在

延後測時更能快速的作答。 

表4 

實驗組前後測的表現 

 前測 後測 

幼童樣式推理作業 平均數 標準差 平均數 標準差 

1.ABCABC  .40 .498 .97 .183 

2.ABBCABBC  .40 .498 1.00 .000 

3.AABC-ABBC-ABCC  .13 .346 .87 .346 

4.AABCABBCABCC  .00 .000 .87 .346 

總結，幼童樣式推理透過成人的引導，能掌握較大單位的樣式規律，進而提升複雜樣式推

理能力，證實 Papic 等人（2011）以實驗介入樣式教學對於幼童樣式能力有影響，即成人有系統

地引入樣式活動對幼童察覺樣式的單位與結構具有明顯的效果。 

伍、結論與建議 

一、結論 

本研究樣式教學以分解樣式單位結構的方式逐步引導幼兒漸進的學習。先從直線簡單重複

樣式再到非直線複雜重複樣式，並依循樣式教學模式步驟實施。樣式教學模式的教學步驟：先

帶領幼童尋找樣式、辨識樣式單位、標示單位、臆測單位及延伸單位，最後驗證樣式。在樣式教

學過程中，教師以故事及遊戲引導幼童學習樣式推理，以操作練習增強幼童的樣式概念。 

由於相關的研究認為學習樣式對學童數學概念的發展有益處，且透過樣式教學能提升幼童

的樣式推理能力。本研究以樣式教學模式介入教學提升幼童複雜重複樣式推理能力，研究結果

發現實驗組介入教學後，有 90%幼童能完成複雜重複樣式的作業，也說明實驗組六歲幼童能進



  89 

行複雜重複樣式推理，而經樣式教學的實驗組幼童在後測成績的表現上，比控制組的幼童表現

佳。可知，樣式教學模式實施有其成效，而成人樣式介入教學可以提升幼童樣式推理表現。 

二、建議 

本研究以介入教學協助幼童重複樣式的推理能力，在樣式學習的類型中強調樣式結構變化，

增加元素數量及改變樣式排列方向為操弄變項，探究幼童的複雜重複樣式推理能力表現，並施

予介入教學瞭解其成效。而本研究認為未來可進一步作相關研究探討，提出建議如下： 

（一）增加變項 

本研究的複雜重複樣式的教學，只改變兩個變項即單位元素的增加及方向的改變。未來研

究可以多增加其他變項，因為樣式推理需要符號表徵的能力，樣式作業可以加入圖形顏色或數

字等因素，探測幼童多變項樣式推理能力。 

（二）研究對象往下延伸 

本研究對象以幼兒園大班幼童為主，在認知發展上這階段幼童在數學推理上已具有較成熟

的判斷力，經二個月的實驗教學，控制組與實驗組在樣式推理能力上都有增長，顯見樣式教學

有成效，但學前六歲以下幼兒是否也可依此教學模式獲得相同的結果，可作進一步的探討。 

（三）研究評量內容 

本研究以四個重複樣式作業來探究樣式教學模式的成效，未來可針對不同的樣式結構、增

加作業數量及評量的方式作進一步幼童樣式推理能力的探討。 

（四）研究內在效度 

本研究設計實驗教學，兩組教學者參與實驗教學，其成員背景仍存有差異，未來研究設計

應再控制相同教學背景，避免衍生內在效度問題。 

（五）研究推論 

實驗組與控制組的教法從簡單重複樣式至複雜重複樣式，使用材料以幼兒園的教材為主，

但實驗組依循樣式教學模式逐步教學，用設計活動與自編材料輔助教學，是否影響到實驗教學

成效應再進一步探討，在推論上免有偏誤之慮。 
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注意下列事項： 

一、 提交投稿基本資料表 

(一) 文稿基本資料。 

(二) 通訊作者之姓名、服務單位、職稱、通訊地址、聯絡電話和電子郵件地址。
一位以上作者時，非通訊作者只需填寫姓名、服務單位和職稱。 

(三) 任職機構及單位：請寫正式名稱，分別就每位作者寫明所屬系所或單位。 

(四) 頁首短題（running head）：中文以不超過15個字、英文以不超過40個字元

為原則。 

(五) 作者註（author note）：說明與本篇研究相關的資訊。 

二、 提交已簽署的《臺灣數學教育期刊》著作財產權讓與同意書。 

三、除文稿正文外，還需包含中英文摘要，相關規定如下： 

(一) 中文文稿的中文摘要在前，英文文稿則英文摘要在前。 

(二) 中文文稿之中文摘要頁內容包括論文題目（粗體20級字、置中）、摘要（不

分段，限500字以內）及關鍵詞（以五個為上限，並依筆畫順序由少到多排

列）；英文摘要頁內容包括 Title（bold, 20 pt, central）、Abstract（不分段，

限300字以內）及 Keywords（字詞及順序須與中文關鍵詞相對應）。 

(三) 英文文稿之英文摘要頁內容包括 Title（bold, 20 pt, central），Abstract（不

分段，限300字以內）及 Keywords（以五個為上限，並依字母順序排列）；

中文摘要頁內容包括論文題目（粗體20級字、置中）、中文摘要（不分段，

限500字以內）及中文關鍵詞（字詞及順序須與英文關鍵詞相對應）。 

(四) 內文格式詳見《臺灣數學教育期刊》論文撰寫體例。 

四、若為修正稿，遞交修正的文稿（上述第三點之資料）上請以色字標示修改處，

並需提交「修正回覆說明書」，依審查意見逐項說明修改內容或提出答辯。 

捌、 本刊審查流程分為預審與正式審查兩個階段： 

一、預審：不符合本刊宗旨、品質要求，或撰寫體例者，逕行退稿或退回請作者修

改後再上傳。 

二、正式審查：為雙向匿名審查，除基本資料表外，不得出現作者姓名或任何足以

辨識作者身份之資料，包括請先省略誌謝。匿名的參考格式為： 

(一) 若本文引用作者已發表之文章，須以「（作者，西元年）」或“(Author, Year)”；

若引用作者已發表之文章不只一篇，則以「（作者，西元年a）、（作者，

西元年b）、……」或“(Author, Year a)、(Author, Year b) 、……”的中文作

者姓氏筆畫順序以及外文作者姓氏字母順序排列。 



 

(二) 若在參考文獻中則以「作者（西元年），期刊刊名。」或「作者（西元年），

書名。」、「作者（西元年）。編者，書名。」或“Author (Year). Title of 

Periodical.”表示。 

引用文獻中包含一位以上的投稿文章作者，其所有著作皆須遵守上述規範。 

範例1：「林妙鞠、楊德清（2011）。故事融入小一弱勢學生之補救教學研究。

台灣數學教師(電子)期刊，25，1-16。」一文的作者欲引用該文，文中

應以「（作者，西元年）」表示，參考文獻則以「作者（西元年）。台

灣數學教師(電子)期刊。」表示。 

範例2：「李源順（2009）。三階段輔導模式 - 以數學學習領域為例。收錄於

鍾靜和楊志強（主編），優質實習輔導教師的增知賦能（pp.141-157）。

臺北市：國立臺北教育大學。」一文的作者欲引用該文，文中應以「（作

者，西元年）」表示，參考文獻則以「作者（西元年）。收錄於鍾靜和

楊志強（主編），優質實習輔導教師的增知賦能。」 

範例3：“Chang S. L., & Lin, F. L. (2006). Investigations into an elementary school 

teacher's strategies of advancing children’s mathematical thinking. Taiwan 

Journal of Mathematics Teachers. 5, 21-34.”的作者應以“(Author, Year)”

引用該文，參考文獻則以“Author (Year). Taiwan Journal of Mathematics 

Teachers.”表示。 

玖、文稿以電子郵件方式投遞，包括作者基本資料表、著作財產權讓與同意書與全文共

三份資料。作者應負論文排版完成後的校對之責，而被接受刊登的英文文稿，作者

需自行負責檢查文稿中的用詞、語法、拼寫、含意和邏輯的正確性，並另提供中文

參考文獻之英譯資料，編輯委員僅負責格式上之校對。 

壹拾、 投稿電子郵箱：tjmeassistant@gmail.com 

http://www.wunanbooks.com.tw/publisher.aspx?uid=C245
mailto:tjmeassistant@gmail.com


 

《臺灣數學教育期刊》研究論文撰寫體例 

2013.04.03 編審委員會會議通過 

2013.09.27 編審委員會會議修訂通過 

2014.09.04 編審委員會會議修訂通過 

2017.03.17 編審委員會會議修訂通過 

本期刊原則上依循美國心理學會（American Psychological Association）的撰寫格式，

中文文稿請參考下面的說明或本刊已發表的文稿，若為英文撰寫之文稿、引用英文文獻

以及數學符號、公式等請參考 APA 第六版出版手冊。文稿請使用 Microsoft Word 98 以

上之繁體中文文書軟體處理。除另有規定外，中文字型一律採用新細明體，英文字型一

律為 Times New Roman。 

壹、 撰稿格式 

一、投稿除需要附上作者基本資料表檔案外，中文稿件內容依序為中文摘要頁（含關鍵

字）、英文摘要頁（含關鍵字）、正文（包括圖、表、附註、誌謝、參考文獻）以

及附錄（若無必要可省略）；英文稿件之撰寫順序相同，唯中英文摘要頁位置對調。 

二、稿件版面以單欄版面橫向印列的A4規格紙張，上下左右各留2.5公分空白，除基本

資料表頁外每頁需加註頁碼。文稿字數（包含摘要、正文、圖表、附註、參考文獻、

附錄等）中文以20,000字為上限，英文以10,000字為上限。 

三、中文摘要頁內容包括論文題目（粗體20級字、置中）、摘要（不分段，限500字以

內）、與關鍵字（以五個為上限，並依筆畫順序由少到多排列）。 

四、英文摘要頁內容包括論文題目（bold, 20 pt, central），並附英文摘要（不分段，限

300字以內）及英文關鍵字（字詞及順序須與中文關鍵字相對應）。 

五、除各項標題、表之註記與另起一段之引文外，內文不分中英文均為12級字，單行行

距。 

六、除另有規定外，中文字型一律採用新細明體，標點符號及空白字為全形字；英文字

型一律為Times New Roman。 

一、本期刊為雙向匿名審查，除基本資料表外，不得出現作者姓名或任何足以辯識

作者身份之資料。匿名的參考格式為： 

(一) 若本文引用作者已發表之文章，須以「（作者，西元年）」或“(Author, Year)”；

若引用作者已發表之文章不只一篇，則以「（作者，西元年a）、（作者，

西元年b）、……」或“(Author, Year a)、(Author, Year b) 、……”的中文作

者姓氏筆畫順序以及外文作者姓氏字母順序排列。 

(二) 若在參考文獻中則以「作者（西元年），期刊刊名。」或「作者（西元年），

書名。」、「作者（西元年）。編者，書名。」或“Author (Year). Title of 



 

Periodical.”表示。 

引用文獻中包含一位以上的投稿文章作者，其所有著作皆須遵守上述規範。 

範例1：「林妙鞠、楊德清（2011）。故事融入小一弱勢學生之補救教學研究。

台灣數學教師(電子)期刊，25，1-16。」一文的作者欲引用該文，文中

應以「（作者，西元年）」表示，參考文獻則以「作者（西元年）。台

灣數學教師(電子)期刊。」表示。 

範例2：「李源順（2009）。三階段輔導模式 - 以數學學習領域為例。收錄於

鍾靜和楊志強（主編），優質實習輔導教師的增知賦能（pp.141-157）。

臺北市：國立臺北教育大學。」一文的作者欲引用該文，文中應以「（作

者，西元年）」表示，參考文獻則以「作者（西元年）。收錄於鍾靜和

楊志強（主編），優質實習輔導教師的增知賦能。」 

範例3：“Chang S. L., & Lin, F. L. (2006). Investigations into an elementary school 

teacher's strategies of advancing children’s mathematical thinking. Taiwan 

Journal of Mathematics Teachers. 5, 21-34.”的作者應以“(Author, Year)”

引用該文，參考文獻則以“Author (Year). Taiwan Journal of Mathematics 

Teachers.”表示。 

貳、 正文 

一、正文原則上包括「緒論」、「文獻探討」、「方法」、「結果」、「討論」與「參

考文獻」等六部分，「緒論」含研究動機與目的、假設或研究問題等內容。前述格

式為原則性規定，作者可依論文性質斟酌改變。 

二、標題的層次、選用次序與字體為： 

 

壹、16級字、粗體、置中 

一、14級字、粗體、靠左對齊 

(一)12級字、粗體、靠左對齊 

1. 12級字、粗體、靠左對齊 

(1)內縮1.5字元、12級字、粗體、靠左對齊 

A.內縮1.5字元、12級字、底線、靠左對齊 

http://www.wunanbooks.com.tw/publisher.aspx?uid=C245


 

1. 第一級標題為「緒論」、「文獻探討」、「方法」、「結果」、「討論」與「參考

文獻」等，各層次標題選用次序為：壹、一、(一)、1、(1)、A 最多以六個層次

為原則。 

2. 第一、二、三、四、五層次標題請使用粗體。 

3. 第一層次標題使用 16 級字，第二層次標題使用 14 級字，其餘 12 級字。 

4. 第一層次標題置中，其餘靠左對齊。 

5. 第一、二、三層次標題為單行間距，並與前後段距離均為 1 行；第四、五、六層

次標題為 12 點最小行高，並與前後段距離均為 0.5 行。 

6. 第五、六層次標題內縮 1.5 字元，而第六層次標題加上底線。 

7. 標題請用字簡明，勿用句號或冒號。若逢頁尾最後一行，應移至次頁首行。 

三、英文統計符號須用斜體字，例如F(1, 53) = 10.03, t, F, M, SD, N, r, p等。希臘字母則

不要斜體，例如：α, β, ε, η。 

四、資料分析結果的有效位數須全文一致。恆小於「1」的數值，例如KR20, α, p等統計

數值的個位數字「0」請省略。 

五、文獻資料的引用一律採取文內註釋。引用文獻時，必須有作者姓名（中文作者姓名

全列，英文作者僅列姓氏）及論文年份（中文文獻及英文文獻均使用西元年份）。

相同作者在同一段中重複被引用時，第一次須寫出年代，第二次以後，在不造成混

淆的情況下年代可省略。若在不同段落中重複引用時，則仍須完整註明。本文中引

用之文獻必須在參考文獻中列出。文獻引用格式於下： 

1. 當作者為一人時，格式為作者（年代）或（作者，年代）、Author (Year)或(Author, 

Year)。 

2. 當作者為二人時，每次引用均須列出全部作者，在行文中，以「與」連接；在括

號和參考文獻中，中文以頓號「、」，西文以“&”連接。格式為作者 1 與作者 2

（年代）或（作者 1、作者 2，年代）、Author 1 與 Author 2 (Year)或(Author 1 & 

Author 2, Year)。 

3. 當作者為三至五人時，第一次引用時所有作者均須列出，第二次以後僅需寫出

第一位作者並加「等」字或“et al.”。在同一段落中重複引用時，第一次須完整註

明，第二次以後僅需寫出第一位作者再加「等」字或“et al.”，可省略年代。若在

不同段落中重複引用，則僅需寫出第一位作者再加「等」字或“et al.”，但仍需註

明年代。 

4. 當作者為六人以上時，每次引用都只列第一位作者並加「等」字或“et al.”。 

5. 當作者或作者之一為機構時，第一次引用應寫出機構全名，並以中括號註明慣

用之簡稱，第二次之後即可使用簡稱替代，並依上述一至四點處理。例如：行政

院國家科學委員會（國科會，2011）或（行政院國家科學委員會[國科會]，2011）、

National Science Council (NSC, 2011)或(National Science Council [NSC], 2011)。 



 

6. 當文獻為翻譯作品時，以原作者為主要作者，中文翻譯的文獻須註明原著出版

年代，接續註明譯者姓名與譯本出版年代，作者與譯者之人數及其引用格式的

規範與一般作者相同。英文翻譯文獻則僅須註明原著出版年代和譯本之出版年

代，中間以斜線區隔，不須註明譯者姓名，作者人數及其引用格式的規範與一般

作者相同。例如：Skemp (1987/1995)。 

7. 當西文作者同姓時，須引用全名，且採「名在前姓在後」方式書寫。例如：A. J. 

Bishop (1985)和 E. Bishop (1970) 都認為……。 

8. 在同一括號內同時引用多位作者的文獻時，依作者姓名筆畫（英文用字母）排

序；若同時有中英文作者，則先列中文作者。不同作者之間用分號分開，相同作

者不同年代之文獻用逗號隔開年代。 

9. 在文章中引用同一作者在同一年的多篇著作時，應在年代後加註 a, b, c……以茲

區別。 

10. 當引用文獻需標出頁數時，西文單頁為“p.”、兩頁以上為“pp.”，中文則以「頁」

表示。例如：（洪萬生，2006，頁 167）、(Dubinsky, 1991, p. 102)、(Heath, 1956, 

pp. 251-252)。 

11. 當引用之觀念或陳述，來自第二手資料時，應將原始資料和第二手資料同時註

明。在括號中首先列出原始作者與年代，接續中文以「引自」，西文以“as cited 

in”註明第二手資料之作者與年代，並說明出處頁碼。例如：（Garner, 1988，引

自蘇宜芬、林清山，1992，頁 246）、Peirce (1968, as cited in Sáenz-Ludlow, 2002, 

p. 289) 

12. 引文超過中文 80 字（西文 40 字），則須另起一段，並改為標楷體 10 級字，左

右縮排 2 字元，與正文間前後空一行，且在引文前後無需用引號。例如： 

 

Schoendfeld (1992, p.335) 有一段話可以用來討論： 

 

數學從其創生之始就是一種社會活動，在此活動中一群訓練有素的實踐者（數

學科學家）從事組型的科學──基於觀察、研究和實驗，有系統地試圖要決定一

個公理化或理論化之系統中的規律的性質和原理（此為純數學），或者從實在

世界物體中抽象出來之系統的模式（此為應用數學）。數學的工具是抽象、符

號表徵、和符號操作。然而學會運用這些工具，其意義乃謂一個人以數學方式

思考而非如一個工匠使用工具。以數學的方式思考就是：（1）形成數學觀點

──珍視數學與抽象的歷程，並偏愛其應用，（2）發展此學科的工具的能力，

並應用這些工具以協助我們理解結構──數學的建構意義（mathematical sense-

making）。 



 

六、圖與表格： 

1. 圖下方應置中書明圖序及圖之標題；表格上方應置中書明表序及表名，圖表序

號均使用阿拉伯數字，且圖表序與圖名之間空一個中文字（或 2 個英文字母）。

各圖表之標題及說明宜精簡，但不宜精簡至看正文才能知此圖的訊息。 

2. 表格之製作以簡明清楚、方便閱讀為原則，頂端與底端採用粗線(1.5pt)繪製，中

間與兩邊不必畫線。表序須配合正文以阿拉伯數字加以編號，並書明表之標題。 

3. 每一個圖表的大小以不超過一頁為原則，如超過時，須在續表之表序後加上（續）

/ (continued)，但無須重現標題，如：表 1（續）或 Table 1 (continued).。 

4. 圖與表格應配合正文出現，與前後段空一行間距。圖及表格內容若有解釋的必

要，可作註記。註記與圖表之左邊界切齊，列在圖、表之下方，每註另起一行，

按編號順序排列。 

七、誌謝與附註： 

1. 誌謝應力求簡短扼要，置於正文之後。誌謝二字為 16 級字、粗體、置中。誌謝

文另行起、第一行內縮 2 字元、12 級字。 

2. 附註應置於參考文獻之前，每項附註均另起一行，並以阿拉伯數字編號，依順序

排列。 

參、 參考文獻 

一、正文中引用過之文獻，必須全部列舉在參考文獻內，且不得列出未引用之文獻，接
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