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主編的話 

本期刊由國立臺灣師範大學數學系與台灣數學教育學會共同發行，本

次發行為第37卷第2期。由於研究探討與實務印證是知識紮根的必要關鍵，

因此本期刊是數學教育研究與實務論文發表與交流的重要園地，逐漸引起

數學教育研究者與數學教師的共鳴，期能將數學教育研究落實於數學教學

實踐。 

本期論文共有三篇，第一篇是黃琡懿、鍾靜所發表之＜用繪本學數學—

以中年級為例＞，透過數學繪本且搭配教科書課本，發現能夠強化國小學

童數學概念連結，活化教學並統整數學知識的學習。時值國內即將實施十

二年國教之際，數學繪本閱讀能做為教學材料參考。第二篇是來自香港的

黃德華所發表之＜「課堂學習研究」提升「本科知識」和「教學內容知識」

之探究：判定「全等三角形」新發現＞，根據香港教育學院的「課堂學習

研究」(learning study)流程與架構，透過行動研究，發現確能提升數學教師

的數學知識和數學教學知識，此發現值得我國推動數學教師備課、觀課與

議課的教學專業發展參考。第三篇是黃國綸、許慧玉所發表＜幾何圖形例

子分類對八年級國中生學習四邊形包含關係之研究＞，這篇研究以國中生

為研究對象，採取實驗研究法，設計幾何圖形例子分類活動，發現對於學

生的四邊形包含關係概念有正面影響。上述這三篇的研究分別涵蓋數學內

容材料、教師專業精進和數學教學活動設計等主題，值得讀者品味與參考。 

本期刊能順利出版完成，需衷心感謝所有審查委員審查論文並提供審

查意見，讓論文品質更臻完善。同時也非常感謝兩位副主編和編輯委員會

委員的協助，以及編輯助理的辛勞，大家無私並鼎力協助本期刊的發展，

方能維持本期刊品質。最後，尚祈各界先進能繼續支持本期刊，讓我們能

在數學教育研究與實務交流的園地中不斷精進成長。 

 

《臺灣數學教師》主編 
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 用繪本學數學—以中年級為例  

黃琡懿 1
    鍾靜 2

 
1臺北市文山區武功國民小學教師 

2國立臺北教育大學數學暨資訊教育學系 

數學繪本又稱為「數學圖畫書」，透過繪本的文圖布置情境脈絡以傳達數學的概

念知識，可使讀者獲得數學知識或應用數學知識。筆者嘗試於中年級數學的教材

範圍內，搭配數學單元內容，選擇適用的數學繪本，設計關鍵佈題及使用策略，

進行數學繪本閱讀教學，藉以延伸課本內容，強化數學概念，以達到加深加廣的

學習。「用繪本學數學」的教學設計特色有：數學概念的連結、活化數學教學-

創造數學價值及在對話中以學生為中心合作學習。從學生學習成果可以發現：「用

繪本學數學」不僅統整數學知識之學習、還促進數學概念學習的躍進、更可以增

進孩子數學學習的自信心及正向學習態度。 

關鍵詞：數學繪本；數學繪本教學；數學教學 
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壹、 緒言 

這幾年，各學校都如火如荼的推廣閱讀；閱讀的範疇，也從語文類逐步擴展至各領

域。順著孩子愛聽故事的天性，筆者利用數學繪本的閱讀活動包裝著數學知識，讓孩子

潛移默化的接受數學、喜歡數學。而數學繪本獨特的知識性，需要靠教師安排適切的教

學活動，才能引導孩子在閱讀過程中發現數學、在情境中完成數學解題。 

一、數學繪本能吸引孩子喜愛數學 

數學繪本中蘊含的數學知識，可讓孩子以柔軟、有趣的方式來接觸與認識數學。荷

蘭的真實數學（Realistic Mathematics Education [RME]）提出：數學必須連接現實世界，

貼近孩子的生活經驗與社會相關，以具備人類的價值，且強調數學是一種人類的活動，

數學課應該給學生引導，藉著操作再創造數學；並且要提供學生所能夠理解的情境，這

情境不一定狹隘的限制在現實世界中，而是在學生心理能製造真實畫面的素材，這樣的

情境脈絡雖然不見得是會真實發生的，但卻是在學生腦中真實的（Van den 

Heuvel-Panhuizen, 2000）。數學繪本的故事情節與畫面提供孩子一個可想像的情境，讓

數學的觀念或想法能以故事脈絡、呈現圖片，更多非正式或學生熟知的語言表達（Ward, 

2005）。當孩子隨著故事情境的脈絡從事解題活動，「做數學」自然就有趣了起來。更可

以讓孩子感知數學知識與能力可運用於日常生活中（鍾靜，2012a）。 

二、透過教學活動引導孩子對話進而發現數學 

Whitin 與 Wilde 認為兒童文學能成為提供有意義的學習數學脈絡的工具，能幫助學

習者重視數學，鼓勵學習者成為數學問題解決者，為兒童提供數學溝通的有意義脈絡，

支持學習者以合理推論來探究各種數學的主題（Shatzer, 2008）。然而，有別於語文類的

閱讀策略，數學繪本融合了故事和數學知識，如果讓年幼的孩子自己閱讀，往往孩子看

到的是「故事」，而非「數學」。筆者曾嘗試選用大量數學繪本，在中低年級以班書輪讀

的方式進行閱讀活動，結果發現：孩子自行閱讀數學繪本，對隱含在故事背後的數學概

念理解成效不彰。 

因此，「對話」是閱讀數學繪本時的關鍵，不論是師生間的對話，還是學生彼此間

的對話，都需要學生「放聲思考」。教師在班級中有計劃、有步驟的引導討論，才能促
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使學生真正理解故事背後所隱含的數學知識。 

為了讓學生能愛上數學、理解數學，筆者嘗試於中年級數學的教材範圍內，搭配數

學單元內容，選擇適用的數學繪本，設計並進行數學繪本閱讀教學，藉以延伸課本內容，

強化數學概念，以達到加深加廣的學習。 

貳、 「用繪本學數學」教學設計特色 

數學繪本是什麼？數學繪本又稱為「數學圖畫書」，顧名思義，就是文圖並茂的繪

本中傳達了數學的概念知識，可使讀者獲得數學知識或應用數學知識。當柔性的數學繪

本融入有系統性的數學教學，使得數學就像包著甜甜的糖衣，讓學生喜歡並且好入口，

幫助學生汲取數學的養分。 

用繪本學數學的教學設計，強調數學概念的連結，讓學生透過數學繪本的教學活動，

達到水平的數學化和垂直的數學化（Van den Heuvel-Panhuizen, 2000）；教學活動的設計

跳脫課本習題的練習，活化了數學課堂；教學活動的安排係以學生為中心的合作學習，

不時可見學生在概念學習的「躍進」；歷時兩年，在中年級進行了 18 本數學繪本的教學，

挑選搭配課程的相關概念繪本當做題材，運用多元的閱讀策略來幫助學生學習；透過繪

本深入或淺出的引導，亦可複製這些閱讀策略於低年級及高年級年段。鍾靜（2012a）

提出數學繪本的價值和特質為：一、具有親和力且輕鬆的數學教材；二、加強數學概念

溝通討論的工具；三、連結數學概念和生活情境的教材；四、提供傾聽、寫作及討論數

學概念的機會；五、在有意義的情境中運用數學知識；六、改變學童對數學的看法；七、

擴展學童的數學知識。參考這些觀點，在此教學設計中，用繪本學數學想呈現的最關鍵

特色有三： 

一、數學概念的連結 

Hellwig 等人（2000）提出圖畫書在數學教育上顯著的貢獻是提供動人的場景讓學

生感受到數學是如何存在我們的世界裡。數學繪本的故事情境能貼近孩子的生活經驗，

在課堂中給予學生引導，藉著數學繪本中數學概念的操作，再創造數學，將數學看成一

場動態的人類活動。「水平的數學化」是指幫助學生從生活中的世界進入符號世界（Van 

den Heuvel-Panhuizen, 2000）。數學繪本所建構的情境，讓學生在此情境下以數學符號解

題。「垂直的數學化」是符號世界內的轉移（Van den Heuvel-Panhuizen, 2000）。數學繪
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本提供的數學概念，可以串聯課本單元中過去學過的概念、現在該單元數學概念、以及

未來將學習的概念，提供學生將不同數學概念連結和運用的機會。而繪本的故事編排，

提供孩子一個可理解的情境。因此，使用數學繪本融入數學教學，正可以體現荷蘭真實

性數學教育的精神。 

美國數學教師協會（National Council of Teacher of Mathematics [NCTM]）在 1989 年

所頒布《學校數學課程和評鑑標準》（Curriculum and Evaluation Standard for School 

Mathematics）（NCTM, 1989）列出數學學習的過程目標「聯結」（mathematics as 

connection），包含強調各標題間的數學概念、相同數學概念及概念、過程間的數學內部

連結，以及數學與其他領域、日常生活、社會活動等外部的連結。NCTM 也提倡在 K-8

教室整合兒童文學，透過童書，使用閱讀為一種溝通的形式時，學生在不同文章脈絡中

看到數學的存在（Ward, 2005）。 

九年一貫課程綱要中「連結」指標包含了「察覺」、「轉化」、「解題」、「溝通」、「評

析」（教育部，2003），希望能藉此培養學生欣賞數學的能力和態度，並且能建立新知識

於舊經驗之上、參與知識形成的過程。使用數學繪本進行教學，可以透過故事幫助孩子

察覺生活中與數學相關的情境，並把情境中相關的數、量、形析出，再利用觀察、分類、

歸納、演繹類比的方式，多層面的理解生活中的數學問題，選擇合適的表徵，以數學語

言來說明解題的過程，並嘗試不同的解法，用解題的結果來闡釋原來的問題情境。由此

可見，進行數學繪本融入數學教學可以培養學生數學連結的能力。 

例如：在進行繪本《遊樂嘉年華》時，在遊樂園的情境中，學生很容易理解一群人

要如何平分座位？剩下幾個人？剩下幾個座位？學生自然會想出用除法和減法來解決

問題，也會用算式和圖示表徵題目，到了繪本最後 11 人平分 14 個座位時，儘管心理衝

突：被除數怎麼少於除數？也能回到算式的意義而進行解題，整個教學，就是一場連結

已知知識和外在未知知識的過程。 

二、活化數學教學-創造數學價值 

在傳統課室中教數學，不外乎拿出課本，教師講解後，開始做習題。老師在台上講

得口沫橫飛，但是學生卻漸漸視數學為畏途，越來越沒有學習興趣。使用數學繪本教學，

是從學生的心理狀態為考量，從學生有興趣的故事著手，將數學融入在故事情境中，不

知不覺中思考數學解題。再以多元的方式將圖畫書融入數學教學，將可提供兒童傾聽、

寫作及討論數學概念的機會（Gaily, 1993）。 
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Kinniburgh 與 Byrd（2008）指出兒童文學作品整合於數學課程中，能讓數學課非常

的生動，好的文學作品能創造積極的數學學習環境，也能在課堂中結合生活經驗。在數

學課教學前，可以使用數學繪本來當做引起動機，在數學課程進行中，可於某個段落中

安插數學繪本的閱讀來強化數學概念的學習，甚至直接運用數學繪本來教授數學概念，

補充或應用課本的概念；當單元課程進行後，可以安排數學繪本教學做為數學概念之鞏

固與迷思概念的澄清。也可以利用閱讀課時間，純粹只是數學繪本的閱讀教學，不用介

意搭配什麼課程，也能達到拓展學生知識領域之效果。 

例如：在進行四年級面積與周長單元的教學時，如果只是拿著課本不斷的要求學生

套用公式計算面積、計算周長，學生不僅覺得枯燥，而且無法深刻的區辨面積與周長兩

個概念。筆者搭配繪本《義大利麵與肉丸子》，順著繪本情境，讓學生計算桌數和座位，

學生自己在點數的過程中察覺到正方形的桌數就是面積概念、繞桌子四周的座位就是周

長概念。該繪本呈現出面積相同、周長不同的概念，教師佈題時，增加讓學生思考如果

在座位數量不變的情況下，桌數可以如何改變，學生透過方塊教具，小組合作拼排並討

論，學生覺得自己不是在算數學，卻一點一滴累積了數學概念，感受到原來課堂中教的

數學是有用的，可以幫他解決生活中的問題。換個方式教數學，可以讓學生覺得耳目一

新，又能達到數學概念學習的效果，讓數學課堂活了起來，並且創造了數學學習的價值。 

三、在對話中以學生為中心合作學習 

整個繪本教學的哲學觀就是以課程為中心。站在學生的立場，為學生挑選合適的繪

本；站在學習的立場，提供一個可想像的解題情境；站在學生的立場，安排貼近學生生

活經驗的活動，並且讓學生主動學習，主動思考。 

在介紹繪本故事時，主要以師生對話為主，教師一邊說故事，一邊提問讓學生思考，

提示學生注意到繪本中的數學概念。因為繪本中非例行性題目的設計，安親班不曾教過、

參考書不曾算過，孩子自然而然想要和同學討論，小組合作學習也就油然而成，同學間

的對話聚焦在討論解題、合作與分享。 

Martinez 和 Martinez（2001）認為利用兒童圖畫書作為工具，可以加強兒童數學的

溝通能力，更有助於兒童對數學概念的瞭解，並提升解題的自信心。不論平時數學成就

低、中、高不同能力的學生，在討論繪本時都是平等的。因為繪本故事人人都理解，而

延伸出來的佈題沒有那麼多的轉折與陷阱，有時只是「想到」與「想不到」的差別，低

成就者有時反而因為沒受框架限制而能想出好辦法。有時繪本佈題的設計強調創造與發
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現，沒有對錯之分，讓每一位孩子都能輕鬆的看待數學，並且提高正向的學習態度與學

習興趣。 

例如：在繪本《呀！怪物別跟我》中，讓學生挑選七巧板中的四片圖形拼成一個正

方形，光是要挑哪幾片？就讓學生討論很久，有些形狀是否永遠不可能用到？為什麼？

這都是小組之內的對話。在繪本《螞蟻搬東西》中，學生會提出：看不懂台上同學所寫

的數列關係，於是有人主動上台補充說明。這些台上台下的語言流動，都是自然發生，

教師只須站在旁邊引導即可，「學習」，回到學生身上，是學生想學而發生的。因此，使

用數學繪本教數學，提供課堂中對話的機會，以學生為中心，建立合作學習的模式。 

參、 數學繪本教學規畫 

數學繪本閱讀不單單是說故事，教學規劃主要先製作繪本內容 PPT，再以投影的方

式由老師說故事，由老師掌握繪本的進度，決定何時該停下來討論。故事本身是為了提

供情境，數學概念才是討論重點。 

數學繪本教學規畫的流程如下圖 1： 

 

 

 

圖 1  數學繪本教學規劃流程 

一、審視教材概念重點 

本教學規劃配合本校數學課程之教材，以三上、三下、四上、四下數學課本內容單

元為主要考量。 

二、尋找合適的數學繪本 

鍾靜（2012a）提出選用數學繪本的重點有：1.數學的概念或程序有效呈現、2.圖文

可讓讀者看到數學、3.提供充足的資訊讓讀者探索數學、4.數學概念符合讀者身心發展、

5.故事情節和數學相輔相成、6.支持讀者數學性思考和臆測、7.幫助讀者使用或應用數學、

8.建立讀者對於數學和文學的鑑賞。 

筆者除根據上述原則，加上個人教學經驗，從數學繪本中，先搜尋相關分類，再仔

審視教材

概念重點 

尋找合適

的繪本 

規劃繪本

現身時機 

進行數學

繪本教學 

設計關鍵佈題

及使用策略 
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細閱讀繪本內容，檢視是否切合該課程的教學目標，有時同一本繪本因為佈題及引導方

式的不同，可適用於不同年級或單元。例如：《門鈴又響了》可於二年級教平分概念、

也可在三年級教等分除概念，在此則是運用於四年級的分數概念。同一本繪本也可能因

為內容廣泛，不一定要整本閱讀。例如本教學規劃中《直線、線段、多邊形》在三年級

閱讀前半部，介紹線段、頂點可組成多邊形；在四年級則閱讀後半部，利用鐘面認識不

同類型的三角形。因此，繪本的使用會因教學目標而彈性變化。 

三、規劃繪本現身的時機 

袁媛（2006）指出數學繪本可使用的時機為：1.發展先備概念或技能、2.發展概念

及技能、3.提供回顧概念的情境，有些書的內容可以使用於不同的年齡層，只是在教學

時強調重點、呈現方式可能不同。例如：《門鈴又響了》一書，用於低年級可做為發展

先備概念或技能，使用於中年級則可做為發展概念及技能。 

筆者在操作數學繪本教學時，如果繪本概念較該單元課程簡單，可作為引起動機或

複習舊經驗之用，在課程進行前，利用晨光閱讀時間進行教學；如果繪本概念與該單元

課程相符，可作為概念介紹、鞏固或迷思澄清之用，可安排數學課進行教學；如果繪本

概念較該單元課程進階，可作為加深加廣之用，於課程進行後，可利用晨光閱讀時間進

行教學。 

在本教學設計中，從課程單元的內容檢視繪本的概念點，進而決定該繪本是於教學

前、教學中或教學後使用。 

四、設計關鍵佈題及使用策略 

數學繪本有別於一般繪本，在於故事內容傳達的是數學概念，教師必須透過發問，

讓學生察覺當中的數學概念，而發問的問題也就是關鍵佈題，必須是從文字或圖畫中能

帶領學生找到線索的問話，藉由佈題讓學生得以思考和討論。每一本繪本實施時，問話

模式也不盡然都相同，必須針對教學目標，提出有意義的問話，最終目的即是要確保教

學目標的達成。 

數學繪本閱讀的使用策略目的在幫助學生理解繪本內容而能進行解題，鍾靜（2012b）

根據數學繪本有別於一般文本的特性，提出數學繪本應用在教學時的解題策略有：猜測

與嘗試、模擬與操作、畫圖或製表、舉例或類比、尋找樣式或規律、推理（含反推）、

歸納或演繹、其他等八種。根據筆者的教學習慣及繪本特性，較常使用的是模擬與操作、
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尋找樣式或規律、歸納或演繹。 

在進行數學繪本教學時，搭配多元的教學策略，可幫助學生概念理解。例如：一、

教具操作：使用小積木、色紙等操作繪本內容；二、電腦功能應用：以電腦軟體 Microsoft 

Word 的複製功能展現倍數的威力；三、以 IPad APP 電子釘板做資訊融入：讓學生在電

子釘板中操作幾何構圖；四、實測活動：讓學生實測球場周長；五、模擬操作：按照繪

本情境與方法製作長條圖；六、戲劇演出：分組演出繪本內容；七、繪本解題：故事中

關鍵問題的解題與討論，都能以深化學生的學習，讓數學課程的概念更加鞏固。 

五、進行數學繪本教學 

Schiro（1997）認為教學過程中可藉由改寫部分圖畫書中的內容，以充分應用兒童

圖畫書學習數學。他建議改寫圖畫書的具體方法包括：本文的語意澄清與說明、編修本

文中不正確的數學概念、在適當的內文中加上方程式及算式、在插畫上補強數學概念、

增加頁次補充內容、為不足的資訊加上註解、加入可操作的教具以幫助兒童了解數學概

念的意義及獲得數學技能、修正書中的數據以適應不同年齡學生的閱讀、製作問題答案

的摺頁（flap）或答案卡以使兒童獲得答案的資訊、加上書末註解(主要在提供老師或家

長了解如何引導兒童閲讀此書的資訊、提供相關的學習活動或丢出問題供兒童探索學

習)、使用魔術白板（magic slates）供兒童記錄或計算結果。 

筆者在進行數學繪本教學時，以全班共讀繪本為主，穿插關鍵佈題，有時可針對重

要的文字、算式或圖片做放大，以便於討論時的聚焦。有時增加符合單元教學目標的布

題，讓單元學習更完整，或調整數字以貼近單元教學之目標，進行全班討論或分組討論，

探討繪本中的解題活動，隨繪本內容搭配適當教學策略，如戲劇表演、實測活動、教具

操作等，提供模擬操作的機會，幫助學生概念理解與應用。進行數學繪本教學時，如果

手邊有書本，也可在課後留給學生閱讀，學生反覆再三的翻閱，也就是再三回顧相關的

數學概念。從教材概念重點出發，尋找合適的繪本，規劃繪本現身的時機，設計關鍵佈

題及使用策略到最後進行數學繪本教學，就可以幫助教師有意義、有目的的進行數學繪

本教學活動；例如：要在三年級時進行分數單元，其單元重點是初步認識分數，了解分

數的意義、單位分數及分數數詞序列，挑選內容可結合分數圖形表徵的繪本《噢！披薩》，

決定單元課程進行前，作為分數教學第一節，透過剪貼等分的圓形，認識分數概念，隨

著故事內容設計關鍵佈題：「披薩被平分成幾份？其中的一份是多少個披薩？兩份呢？

三份呢？……」讓學生操作分數圖卡並記錄在學習單上，最後討論：為什麼披薩老爹沒
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辦法為宇宙來的客人，做一份特製的披薩？讓學生明白分數的前提是要先知道平分成幾

份。整個繪本教學活動的進行，以分數的基本概念為核心，以繪本情境為背景，有意義、

有目的的建構學生的數學概念。 

肆、 「從數學繪本學數學」活動設計 

數學繪本教學操作方便，學生接受度亦高，期望「透過數學繪本學數學」的活動進

行，擴展學生閱讀視野，提供未來學習的鷹架，增加學生數學學習動機、培養正向數學

學習習態度，而達到提高數學學習成就的目標。 

繪本的安排，係以課程單元搭配坊間的繪本，因此並非每個單元皆能涵括。使用繪

本進行教學時，針對不同繪本及不同的教學單元的特性，教學策略亦會有所不同，中年

級繪本使用情形彙整如下表 1： 

表 1  

中年級繪本使用情形彙整表 

年

級 

序

號 

數學繪本 

（出版社） 
重點概念 搭配教材單元 

繪本現身

時機 

教學活動

方式 

三 

上 

1 
噓！螞蟻搬東西

（遠流） 

多位數乘以一位數

直式計算 
乘法 教學後 

電腦功能

應用 

2 
直線、線段、多

邊形（漢聲） 

認識角及正方形、長

方形的組成要素 

角、正方形和長

方形 
教學後 電子釘板 

3 
遊樂嘉年華 

（臺灣麥克） 
除法算式的認識 除法 教學中 教具操作 

4 
噢！披薩 

（遠流） 

單位分數及分數數

詞序列 
分數 教學前 教具操作 

5 
自行車環行賽

（臺灣麥克） 

認識周長並測量周

長 
周界和周長 教學前 實測活動 

三 

下 

1 
起床上學囉！

（臺灣麥克） 
用線段表示時間 時間 教學前 模擬操作 

2 
夢想家的披風

（遠流） 

無縫隙拼接的面積

概念 
面積 教學前 繪本解題 

3 
A Remainder of 

One（Scholastic） 

除法的意義及算式

記錄 
除法 教學中 戲劇表演 

4 
給我一半 

（臺灣麥克） 
分數加法算式 分數的加減 教學前 繪本解題 
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表 1（續） 

四 

上 

1 
地球日，萬歲 

（臺灣麥克） 
認識位值及位名 一億以內的數 教學後 繪本解題 

2 
門鈴又響了 

（遠流） 
分數單位的轉換 分數 教學後 繪本解題 

3 
直線、線段、多

邊形（漢聲） 

認識直角、正、等

腰、等腰直角三角形 
三角形 教學後 創造解題 

4 
呀！怪物別跟我

（遠流） 
七巧板的應用 統整活動 教學中 教具操作 

四 

下 

1 
郊狼四處竄 

（臺灣麥克） 
認識四捨五入法 概數 教學中 繪本解題 

2 
檸檬汁大拍賣

（臺灣麥克） 
認識長條圖 統計圖表 教學後 模擬操作 

3 
義大利麵與肉丸

子（遠流） 
面積與周長 周長和面積 教學後 教具操作 

4 
足球大賽 

（臺灣麥克） 
計算時間經過 時間的加減 教學後 繪本解題 

5 
比百萬更大的數

（小魯） 

大數十進位制及數

的冪次表示 
一億以上的數 教學後 繪本解題 

在數學課本單元教學前，教師可以數學繪本做概念的引入。以繪本《自行車環形賽》

為例，在課本周長單元教學前，初步介紹周長概念並計算周長。教師帶領學生閱讀繪本，

依繪本故事佈題：「請你算算看運動場（動物園、環行公路）周長是多少？你是怎麼算

的？」請學生記錄在白板上，並上台發表解題策略。接著讓學生分組，拿 100 公分尺，

實地量量看籃球場的周長有多長？完成後，分組上台發表。 

在數學課本單元教學中，教師先進行課本內容的一部分，再以繪本做概念的講解、

澄清或熟練。以繪本《遊樂嘉年華》為例，學生已經隨著課本教學，認識了除法算式。

接著由教師帶領學生閱讀繪本，發給學生每人 11 個白色積木，用來表示繪本中的 11 個

人，搭配繪本 P.7、P.13、P.18 佈題：「用積木排排看，有 11 人，2（3、4、14）人一個

座位，可以坐滿幾個座位，剩下幾個人？要再幾個人才能坐滿座位？將結果用除法算式

記錄在小白板上。」學生以教具操作的方式請學生上台發表除法算式中各個數字所代表

的意義，藉此讓學生熟練用除法算式來記錄兩數相除的結果。在 P.24 中 11 不夠除 14，

學生回到除法算式的意義來思考如何列式，幫助學生鞏固概念。 

在數學課教學單元後，教師可以數學繪本做概念的深化、鞏固與延伸。以繪本《檸
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檬汁大拍賣》為例，學生已經從課本教學中認識長條圖與折線圖，依繪本情境佈題，全

班討論，以了解長條圖的繪製與解讀：（1）P.7 佈題：「長條圖橫軸和縱軸分別表示什麼？」，

（2）P.10 佈題：「如何知道每天賣的檸檬汁數量？」，（3）P.18 佈題：「當檸檬汁數量沒

有剛好在整十的線上，要怎麼畫？」，（4）P.30 佈題：「檸檬汁的數量超過原畫好的格子，

怎麼辦？」「能知道五天來，檸檬汁的銷售數量變化情形如何？接著，延伸佈題：「如果

將檸檬汁銷售數量的長條圖改成折線圖，可以嗎？為什麼？有什麼不同？」讓學生討論

長條圖與折線圖的意義與使用時機。最後，請學生調查本校四年級學生早餐食用種類，

並和自己班級做比較，製作成複雜長條圖，做為該單元的延伸學習活動。 

伍、 學生學習成果 

從數學繪本學數學，提供學生從另一個角度來看待數學課，從學生的反應與回饋中

可以發現，學生喜愛上數學繪本課，而且覺得用繪本學數學好簡單，更從學生的參與過

程中，教師會驚覺：學生學習概念的「Jump」，原來就是這麼無所不在。 

一、數學知識統整學習 

由於數學繪本的進行可在教學前，幫助孩子串聯以前學過的概念；可在教學中，將

該節課重要的概念，做加深加廣的學習；或於教學後，引導學生整理重要概念，甚至鋪

陳未來會學習到的相關概念，做下一階段學習的墊步，孩子就會發現：「原來數學並不

難！」。以下圖 2 是二位學生分別在《直線、線段、多邊形》、《門鈴又響了》繪本相關

學習之後，所寫的學習心得： 
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圖 2  學生繪本閱讀學習心得 

例如：在《檸檬汁大拍賣》中，模擬繪本情境，讓學生調查全校四年級學生早餐食

用種類，到各班調查數據、製作統計表，最後繪製複雜長條圖，比較自己班和全四年級

的不同。過程中，學生會仔細思索如何分類、橫軸、縱軸、標題的訂定、表格間距的配

置、最後根據統計圖推論可得訊息。這一連串的活動，雖然超出課本僅報讀長條圖的範

圍，但因為貼近學生的生活經驗，學生均能在輕鬆的氣氛下完成任務，並瞭解長條圖在

生活中的意義。 

二、促進數學概念學習的躍進 

透過繪本非例行性題目的佈題，會刺激孩子主動的思考與討論，搭配小組的座位安

排，常可以見到學生自動兩兩湊在一起討論，而討論出的結果也常讓筆者驚艷，例如：

在《義大利麵與肉丸子》中，最後讓學生思考面積和周長的關係，在 32 個人都有座位

的情況下，有幾種桌子的數量組合，也就是在周長相同，面積可以是多少？ 
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圖 3  《義大利麵與肉丸子》繪本延伸解題活動：周長相同，面積可以是多少？ 

讓學生四人一組用教具排列時，孩子一開始很有創意，發散式的思考，創造出許多

特別的圖形（如圖 3），後來加上限制：一定要拼成長方形，學生在開始聚斂，嘗試了幾

個後，因為放學時間不得不暫停，隔天來到學校，有孩子說他一直想一直想，想出了 3

個，令人高興的是這個孩子一直以來數學成就並不高，有學生在和同學討論後漸漸發現

規律，能按規律重新用方塊排出解答，也有學生能用表格窮盡所有答案，最後發表時，

都能有條理的歸納及說明，看到孩子能有數學概念學習的躍進，身為老師無不欣喜；正

如圖 4 某位學生的學習心得： 

 

圖 4  《義大利麵與肉丸子》繪本學習心得 

三、增進孩子的自信心及正向學習態度 

只要筆者桌上擺著數學繪本，學生就會迫不及待的問：「什麼時候要上這一本？」

當孩子興致高昂的上完一本數學繪本時，總是一直追問老師：「下次還要上哪一本？」「我

們都用數學繪本上數學好不好？」透過數學繪本學數學，學習成就高的孩子，因為接觸

的是從沒看過的佈題，解題起來充滿挑戰感，程度中等的學生，能從繪本中學習到數學

概念；而平時成就較低的學生，因為繪本的趣味性及較簡化的數字計算，提高孩子的成

就感，孩子們覺得學起數學來沒有壓力，就能愛上數學，進而增進每位孩子的自信心和

培養正向的學習態度。有些學生的學習感想如下圖 5： 
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圖 5  學生用數學繪本學數學之感想 

陸、 省思 

使用數學繪本來學數學，不僅可以複習舊經驗、拓展學習視野、提供有趣多元的學

習情境，更重要的是提高孩子閱讀數學的興趣。在班級中，不論成就高、中、低的學生

都能從中學習數學概念並獲得成就感，進而建立學習數學的自信心，不時還可以看見學

習共同體理念下學生數學概念學習的躍進。 
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進行數學繪本閱讀教學時，選擇的繪本概念內容搭配課程的進度，並利用晨光時間

進行閱讀教學，不論是引起學習動機，還是澄清概念，或是加深加廣延伸學習，都和課

本教材之學習相輔相成，可解決教學節數不足的困境。 

當筆者在觀察學生作業情形，發現學生普遍具有某些迷思概念時，也可利用繪本作

概念的澄清之用，如果拿相同的題目一再重複講解，學生意興闌珊，且迷思依然固著，

成效不彰；然而透過數學繪本，可以從另一個角度切入，較能有效的進行補救教學。 

以數學繪本進行數學閱讀教學，除了搭配課程，也可單獨挑選學生可理解的內容來

進行。筆者曾嘗試利用聯經出版社《魔法學校發生的事》，引導學生認識對稱概念，經

驗中發現，透過繪本輕鬆而有情境的鋪陳，學生很容易接受新的數學概念，這些都可成

為學生未來學習數學的基礎。 
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「課堂學習研究」提升「本科知識」和「教學內

容知識」之探究：判定「全等三角形」新發現 

黃德華 1 
1香港教育大學數學與資訊科技學系 

本文透過分析專業數學教師的基本條件，利用一個「課堂學習研究」的實例，帶

出「課堂學習研究」確實能夠有效提升數學老師的「本科知識」與「教學內容知

識」，從而提升數學的教學的效益。是次研究選取的課題是中學一年級判斷「全

等三角形的條件」。這個研究課主要教授學生了解『SAS 和 SSA』之差異，並找

出『RHS 與 SSA』的關係。在實踐這個「課堂學習研究」，老師和研究員一起分

析和討論教授這課題所需要的「本科知識」與「教學內容知識」。從討論中，發

現了判斷「全等三角形」的新條件『SSO』-- O 是鈍角，並找得判斷「全等三角

形」的新方法。這些新教材和新教學方法反映了「課堂學習研究」確實能有效提

升老師的「本科知識」和「教學內容知識」，從而令數學老師更專業化。 

關鍵詞：本科知識；全等三角形條件；教學內容知識；課堂學習研究 
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壹、 緒論 

一、研究背景 

香港中學數學教學內容和教學模式，大多是參照教科書，以教科書內容和教學策略

為中心的。所以一般香港中學數學老師的教學模式是變化不多的。因此，老師的教學成

效大部份是依賴教科書內容和學生的個人質素。所以若老師的教學單依照教科書內容，

依書直說，集中以單向的「講授方式」（Lecture Method）教學，即俗語所為的「Chalk and 

Talk」教學，再配以大量的操練，而較少透過討論活動誘導學生探究、了解數學概念；

這樣黑板乏味的教學方法，試問又如何能培養出學生的學習興趣？如何能令他們喜愛數

學？因此老師應該明白「理解」遠勝於「強記」、多樣化教學方法遠勝於獨孤一味的「Chalk 

and Talk」教學。正如課程發展處（1999）在《中學課程綱要 – 數學科（中一至中五）》

第五章[教學建議] 中清楚說明為準備學生面對二十一世紀的挑戰，中學數學的教學策略

必須著重： 

(一) 學習過程； 

(二) 照顧學習差異； 

(三) 適當運用資訊科技去學習及施教； 

(四) 適當運用各式各樣的教學資源（38 頁）。 

因此，為使學生能夠清楚了解學習的數學知識、有效掌握解難方法、培養正確的數

學態度，老師的教學必須是多樣化的;如透過具趣味的數學活動、探究討論、科技應用等

等，鼓勵學生多參與，多表達個人意見，從而達至培養學生的「傳意」、「探究」、「歸納」

及「推理」等能力。 

故筆者認為老師應該多分析教學內容、多就學生的能力決定教學內容的深淺及範圍

的多寡。老師不應單單依循學校用的教科書之單一內容作教學安排，應考慮所教學生的

質素；若學校採用的教科書的內容和教學策略未能配合自己所教的班別的[學與教]的要

求，老師就應多參考書籍，進行課程調適。 

二、研究動機 

美國史丹福大學舒文教授（Shulman, 1987）認為作為專業教師，不應單具備良好的

本科內容知識，更應兼備優秀的教學內容知識。筆者極同意舒文教授的分析。筆者也曾
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以香港數學教師為研究對象，探研得要成為一個專業數學教師應具備以下列足夠的知識

和正確的教學態度（Wong, 2002）： 

(一) 數學本科知識（Subject Content Knowledge） 

(二) 數學教學內容知識（Pedagogical Content Knowledge） 

(三) 數學教學態度（Attitude toward Math Teaching） 

1. 數學本科知識 

Schofield（1981）, Shulman（1987）和 Ball（1991）都認為數學本科知識泛指在大

學、中小學所修讀的數學課程的知識；這些知識也被學校廣泛地用來量度數學老師的數

學成就（mathematics achievement）。 

2. 數學教學內容知識 

Ball（1991）和 Shulman（1986）認為數學教學內容知識是指老師在中小學用來教

授數學給學生所用到的教學知識。它包括：了解中小學數學課程的知識、編寫教案、設

計教具、設計問題…等等知識；這些知識也被學校用來量度數學老師的教學成效

（mathematics teaching performance）。 

3. 數學教學態度 

香港教育學院的學校體驗視導評核表中也有教學態度評核這一欄；目的在評核實習

老師的教學熱誠與投入；它包括評核他們喜歡數學和教數學嗎？有愛心和有耐性教學生

嗎？ 

4. 教育改革及課程硏究 

近年，香港教育界進行了很多不同的教育改革及課程硏究，目的都是為了改善教學

質素，提升「學」與「教」的成效。惟這些改革和硏究的成效都不十分理想。究其原因，

大多是它們都未能直接針對影響上述「學」與「教」的三大因素。最近十年，筆者參加

了由前香港教育學院（現為香港教育大學）盧敏玲教授負責策劃的香港『課堂學習研究』

（learning study）。從筆者參與了的十多個中小學數學科的『課堂學習研究』的成果中，

筆者十分認同盧敏玲（2002）說:『課堂學習研究』是一種透過提升老師的「本科知識」、

「教學內容知識」和「 教學態度」而提升教學成效的實際『行動研究』（action research）。

香港教育大學院的「課堂學習研究」是有別於日本的「授業研究」或「課堂教學研究」

（Lesson Study）。它和日本的「授業研究」的主要分別是「課堂學習研究」是以 Marton 
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（1997）的「變易學習」理論作為教學設計的基礎。「變易學習」理論的詳細內容見下

文研究方法中的理論架構內文。 

根據 Calhoun （1993）所說，行動研究主要有三種：個人的行動研究（individual action 

research）、協同行動研究（collaborative action research）和全校性行動研究（school-wide 

action research research）。香港『課堂學習研究』是屬於協同行動研究。它不是一般的『集

體備課』、『集體編寫教案』；它主要是由一群教授相同科目的老師和大學導師，透過選

擇了的課題，分析老師和學生在「學」與「教」的過程中所遇到的困難，從而分析該課

題的關鍵特徵；經過深入的協同討論，找出能夠幫助老師和學生「學」與「教」的有效

方䅁。因此『課堂學習研究』是能夠直接提升「教」與「學」的內容和方法；更透過溝

通、討論、交流和分享，大大提升了老師的「本科知識 」、「教學內容知識」和「教學

態度」。這正正與舒文所提及的三大影響「學」與「教」的因素吻合。 

三、研究目的 

本文目的是透過一個中學一年級的數學科『課堂學習研究』的個䅁，說明『課堂學

習研究』是一種有效提升教師的「本科知識」、「教學內容知識」的行動硏究。希望藉著

這個實例，能讓老師明白要成為一位專業的數學老師，「本科知識 」、「教學內容知識」

和「教學態度」是缺一不可的。 

貳、 研究方法 

一、理論架構 

是次研究主要是根據香港教育學院的「課堂學習研究」（Learning Study）的流程及

理論架構進行的。圖 1 展示了整個硏究架構和運作流程。在整個硏究流程中，主要涉及

三個層面的探究和分析： 

(一) 教材層面：分析現有教材，優化研究課題的教學內容和教學模式； 

(二) 老師層面：探討既科學又可行的教學模式，切實地提高教學質素；此外透過同

儕研討、大學導師的交流，提升教師的專業「本科知識」和「教學內容知識」。 

(三) 學生層面：探究學生的學習興趣和學習能力能否藉着教材和教學方法的優化，

從而得到提升（黃德華，2011）。 
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圖 1  「課堂學習研究」的流程及理論架構 

此外在圖 1 的運作流程中，每一環節都會涉及人物（包括老師和學生）對事物(包

括教材和教學方法）的認知和了解。由於不同人物對事物都在認知和了解能力上上有所

差異，所以 Marton（1997）透過他的「變易學習」理論，把這些變易（variations）分為

三個不同的變易： 

第一個變易（Variation 1, V1）是指不同的學生對學習內容都有不同的見解。Marton

強調若老師能洞悉學生對學習內容的不同見解，從而加以分析，找出不同學生的不同學

習問題，然後作出教學上的調適，這樣教學效益便能大大提升。  

第二個變易（Variation 2, V2）是指不同的老師對同一的教學內容、教學重點都有不

同的見解及處理的方法。Marton 認為若老師能相互溝通、分享教師心得，抱著「捨短取

長」的心態，這樣便能設計出更有效益的課堂教學計畫。 

第三個變易（Variation 3, V3）是指利用恰當的「變易圖式」作為指導教學設計的工

具。Marton 強調基於老師對 V1 和 V2 的認知程度，透過分享、交流意見，老師可利用

「變易圖式」，編寫或修訂教學計畫。因此，「變易圖式」的運用，主要集中在教學設計

中。例如，原文參照，老師可以利用變易圖式設計不同的繪圖練習，讓學生明白判定全

等三角形的其一正確條件 SAS 是不會受「角」的大少改變（變：銳角、直角、鈍角）

而改變其恰當性的（不變：仍只能繪畫得一個三角形）。詳細內容見硏究結果中的原文：

教學設計與變易圖式的運用。 
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由於是次研究只集中討論 如何提升老師對該課題的「本科知識」和「教學內容知

識」的認識，所以本文只集中討論圖 1 理論架構的首五個環節： 

(一) 選擇研究的課題（V2） 

(二) 初擬學習內容（V2） 

(三) 診斷學生學習困難（V1） 

(四) 確認學習內容及其關鍵特徵（V2） 

(五) 教學設計（V2、V3） 

上述五個環節的特徵及進行過程，將透過是次研究課題「判定全等三角形條件」作

深入解說。詳文見研究結果內文。 

二、研究對象 

是次研究是以香港某中學中一年級全部四班學生，共 123 人為對象。由於這是一個

行動研究，目的在於提高老師和學生的「教」與「學」的效益，所以並沒有如一般傳統

研究般設立實驗班及對照班。參與是次研究的中學老師有四人，另香港教育大學派出的

數學科導師有一人（筆者本人），研究顧問有一人。老師們的背景資料見下表 1： 

表 1 

老師們的背景資料 

老師 教授科目 職位 教學年資 

甲 高中數學 數學科主任 二十多年 

乙 初中數學 訓導主任 二十多年 

丙 主教初中科學 兼教初中數學 永久編制老師 二十年 

丁 初中數學及初中電腦 合約老師 三年 

從上表得知，老師甲和乙都是資深數學老師，教授數學有二十多年了；老師丙主教

初中科學兼教初中數學，也教了二十年。老師丁最年輕，主修物理，他只教了初中數學

及初中科學三年。下文是是次研究，經過六次會議（每次開會大約兩小時多），研究員

和老師經過深入的討論後所得的結果。 
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參、 研究結果 

下文所述內容，涉及各老師和筆者參與的每次「課堂學習研究」會議和個人自修的

內容；經過討論、歸納，而取得各環節的共識和研究結果。這些結果，包含了老師們在

討論和總結的過程中，不自覺地提升了他們對該課題的「本科知識」和「教學內容知識」

的認識。 

由於是次研究只集中討論如何透過「課堂學習研究」提升老師對該課題的「本科知

識」和「教學內容知識」，所以下文只集中討論「課堂學習研究」的首五個環節所獲得

的豐盛成果，並付以該環節增長了老師甚麼知識。 

一、選擇研究的課題(V2)--- 「教學內容知識」 

於中學芸芸課題中，值得老師探討的課題甚多，如演繹幾何、概率概念、面積公式、

函數圖像等等。筆者在與老師作第一次會議前，要求老師們事前需考慮選擇哪一課題作

為是次的研究課。在決定課題前必須提供選擇該課題的原因。以下是老師們選擇中學一

年級判定「全等三角形的條件」的原因： 

(一) 屬香港中學文憑考試數學必修部分，公開試的常見題目 

根據《中學課程綱要 – 數學科（中一至中五）》（1999），課程發展處建議學校安排

中一至中三年級分十四課節完成《全等與相似》課題；其中涉及全等三角形的有以下幾

個學習重點。 

1. 認識全等三角形及相似三角形的性質； 

2. 探究全等三角形及相似三角形所需具備的條件； 

3. 認識固定一個三角形的起碼條件； 

4. 能列舉簡單理由判定兩個三角形是屬於全等三角形或是相似三角形（第 22 頁）。 

於香港中學數學課程綱要，建議學生應掌握探究全等三角形所需具備的條件；並能

列舉簡單理由判定兩個三角形是屬於全等三角形。研究課的老師任教的中學為全香港級

別二的中文中學（香港中學水平分三級，一級最佳，三級最差），學生普遍數理能力較

一般，大部分學生： 

1. 能夠了解全等三角形的特性及其中三個條件（SSS、ASA / AAS、RHS）； 

2. 部分學生混淆了 SAS 和 SSA，認為 SSA 也是全等三角形的其中一個條件。 

此外在中學文憑考試，初中的判斷全等三角形所佔的分數雖然不多，但這幾分較容
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易取得，也對級別二的學生於數學必修部分拿取第二或三級成績甚為重要（成績分五級： 

一級最差，五級最佳；五級又細分五、五*、五**。考入香港各大學，數學最低要求是

二級），因此實不容忽視。 

(二) 教科書內容不足 

1. 教科書並沒有向學生解釋 SAS 和 SSA 的分別。此外，探究活動也不足夠，學生不

明白為何 SAS 是全等三角形的其中一個條件，但 SSA 卻不是；也不知道 RHS 是 SSA

的特殊例子（Exceptional case）。 

2. 教科書也沒有說出 SSA 和 RHS 的關係。 

二、初擬研究課的學習內容（V2） --「本科知識」和「教學內容知識」 

根據老師們的初步選題，確定了是次研究以中學一年級判斷「全等三角形」的條件

作為這個研究課的課題。後經導師和老師們的討論和交流，決定了以下三個教學重點為

這個研究課的學習內容有： 

(一) 了解『SAS 和 SSA』之差異； 

(二) 找出『RHS 與 SSA』的關係； 

(三) 探究除了 SSS、ASA、SAS、RHS 還有新的判定「全等三角形」的條件嗎？ 

三、診斷學生學習問題 / 困難（V1） --「教學內容知識」 

為了確實判斷該校學生在依以往教學，學習了這單元後，是否真的會出現上述學習

問題，研究員編寫了一份測驗卷給予中學二年班同學試做。目的是利用中二學生的表現

作為評估中一學生的表現之參照。並據此結果，擬定是次研究課的教學內容。在是次研

究，稱這份測驗卷為教學前測卷。當中一學生上完研究課後，他們會做同一份測驗卷（我

們稱它為後測卷）。然後利中一和中二同學的成績作比較，這樣便可得知經「課堂學習

研究」設計得的教材和教學方法是否真的能提升教學效益。教學前測卷題目內容見附件

1。以下表 2 展示了中二同學解答前測卷的結果及分析。 
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表 2 

前測卷結果及分析 

部分 分析 參考題號 答對率(%) 

前置知識 

 絕大部分學生未能了解

全等圖形的基礎概念 Q1 20% 

 大部分學生了解全等三

角形的特性及其中三個

條件（SSS、ASA/ AAS，

RHS） 

Q2 及 Q3 70% 

研究課 

重心 

 大部分學生認識全等三

角形的第四個條件 SAS 
Q4、Q5 及 Q9（a） 60% 

 大部分學生未能按照對

應角的次序寫出全等三

角形的名稱 

Q4、Q5 及 Q6 30% 

 大部分學生認為 SSA 是

全等三角形的其中一個

條件 

Q7 及 Q8 70% 

 部分學生能辨別全等三

角形的其中兩個條件 --- 

SAS 與 RHS 

Q7 及 Q8 40% 

 部分學生能辨別全等三

角形的正確條件 SAS 與

不正確條件 SSA 

Q7 及 Q8 30% 

知識轉移 
 絕大部分學生能掌握非

圖形及文字性問題 
Q9（b）、Q10 及 Q11 80% 

前測後，研究員亦訪問了三位不同數學程度的中二學生。訪談內容分為三部分：前

置知識、全等三角形的第四個條件 SAS 及探究 SAS 與 RHS / SSA 及 SAS 之分別。 表

3 展示了訪談結果及分析，整体上大致與前測卷結果吻合。 
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表 3 

前測後訪談結果及分析 

部分 分析 

前置知識 

 所有受訪學生均能指出 SSS、ASA 及 RHS 是全等三角形的其中三個

條件。 

 三位同學都指出 AAS 是全等三角形的其中一個條件。 

 所有受訪學生都明白 R、H 及 S 的意思。 

 最差程度的受訪學生將相似及全等的條件產生混淆。 

 所有受訪學生均表示 SSS 代表三邊相等，即三對對應邊相等。 

 所有受訪學生都知道直角的對邊稱為斜邊。 

全等三角形

的第四個條

件 SAS 

 只有一位學生未能指出 SAS 是全等三角形的其中一個條件。 

 

探究SAS與

RHS / SSA

及SAS之分

別 

 所有受訪學生均對 RHS、SAS 及 SSA 產生混淆 

 除了程度最好的一位學生能指出 SSA不是全等三角形的其中一個條

件，其餘兩位同學皆以為 SSA 也不是全等三角形的其中一個條件。

他們認為 SSA 與 SAS 是相同條件。 

 全部同學都不明白這些條件是怎樣得來的。 

 他們說祗靠死記哪些條件是對，哪些是不對的。 

前置知識 

 所有受訪學生均能指出 SSS、ASA 及 RHS 是全等三角形的其中三個

條件。 

 三位同學都指出 AAS 是全等三角形的其中一個條件。 

 所有受訪學生都明白 R、H 及 S 的意思。 

 最差程度的受訪學生將相似及全等的條件產生混淆。 

 所有受訪學生均表示 SSS 代表三邊相等，即三對對應邊相等。 

 所有受訪學生都知道直角的對邊稱為斜邊。 

整體而言，學生前測和訪談的結果及分析都與老師們選擇研究課課題所列出的學習

問題和困難非常吻合。所以是次研究課的課題便可確定，其學習內容（Object of Learning， 

OL）也就確定如下： 
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四、確認學習內容（OL）及其關鍵特徵（Critical Feature，CF）： 

(一) 確認學習內容（OL） 

1. 教授全等三角形的第四個條件 SAS； 

2. 探究 SAS 與 SSA 的分別； 

3. 探究 RHS 與 SSA 的關係； 

4. 探究可有第五個判定全等三角形的條件。 

因此，在上研究課前，各老師也就需要完成以下各教學要點，使它們成為研究課的

前置知識。 

1. 全等圖形的基礎概念 

2. 全等三角形的特性及其中三個條件： 

A. SSS  

B. ASA/ AAS 

C. RHS  

(二) 關鍵特徵（Critical Feature CF）--「本科知識」和「教學內容知識」 

探討教授上述學習內容所涉及的關鍵特徵及教學設計，正正也涉及老師個人的「本

科知識」和「教學內容知識」的認知，這也正是本文的主要研究目的。主因筆者希望透

過這個中學『課堂學習研究』的個䅁，說明『課堂學習研究』是一種有效提升數學教師

的「本科知識」、「教學內容知識」的行動硏究。希望藉著這個實例，能讓數學老師明白

要成為專業的數學老師，「本科知識 」、「教學內容知識」是缺一不可的。以下是筆者在

和老師們在進行教學設計的多次會議中，討論得的結果： 

1. 關鍵特徵（CF）： 

(1) 已知一個三角形有三條邊、三隻角；當兩個三角形是全等時，它們的相對邊、

相對角都必定相等。但要判斷兩個三角形是否全等三角形，我們並不需要知道

全部三對對應邊、三對對應角是否全部相等；我們只要知道其中的三對相等便

可以了。但哪三對？它們的位置有關係嗎？  

(2) 當已知兩個三角形的兩組對應邊及一組對應角相等時： 

A. 若兩組對應邊的夾角相等，該兩個三角形便是全等三角形，條件是 SAS； 

B. 若該組對應角並不是夾角，但是直角時，該兩個三角形便是全等三角形，
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條件是 RHS； 

C. 若該組對應角並不是夾角，也不是直角時(或鈍角--課本內容沒有提及)，

該兩個三角形便不一定是全等三角形。因此，判定全等三角形並沒有 SSA

這個條件。 

2. 關鍵問題（Key Questions）： 

因此，當已知兩個三角形的兩組對應邊及一組對應角是相等時，它們是否全等？答

案可以是全等，也可以不是全等。關鍵是看： 

(1) 該對對應角是否是該兩組對應邊的夾角？ 

(2) 若不是夾角時，它是否是一直角（或一隻鈍角）？ 

看以下例子： 

(1) 條件是正確的： 

若兩組對應邊及它們的夾角相等，該兩個三角形便是全等三角形，條件是 SAS。 

例如： 

           

                    ABC  XYZ ( SAS ) 

(2) 條件是錯誤： 

若該組對應角並不是夾角或直角時，該兩個三角形便不一定是全等三角形；  

SSA 不是判定全等三角形的其中一個可行的條件。 

例如： 

          已知在 IJK 和 YXZ 中，IJ=XY，JK=YZ，∠K =∠Z。 

IJK 和 YXZ 不是全等的 

問題：SAS 和 SSA 有甚麼分別？它們都是已知兩個三角形的兩組對應邊及一組對應角相

等，為甚麼 SAS 是全等，SSA 不是全等？ 

關鍵是： 

 SAS 是兩組對應邊及它們的夾角相等；A 在兩組相等對應邊中。  
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 SSA 是該組對應角 A 並不是夾角，不是在兩組對應邊中間。 

(3) 條件是正確： 

若該組對應角並不是夾角，但是直角時，該兩個三角形便是全等三角形，條件是RHS。 

例如: 

 

                  PRQC  XYZ ( RHS ) 

問題：RHS 不是和 SSA 一樣嗎？它們都是已知兩個三角形的兩組對應邊及一組對應角

相等，但該組對應角並不是夾角（角不是在兩組對應邊中間）嗎？但為甚麼 SSA

不是全等，RHS 卻是全等? 

關鍵是： 

 SSA 的 A 不是直角，所以 SSA 不是判断全等三角形的其中一個條件。  

 RHS 的 R 是直角，所以 RHS 是判断全等三角形的其中一個條件。 

 因此，RHS 是 SSA 的一個特殊例子（Exceptional case）。 

 SSA 除了 RHS 還有其它特例嗎？有當 A 是鈍角。 

註: 我們可以透過很多不同的教學方法，讓學生明白 SAS、SSA 和 RHS 的關係。並譲

他們了解、知道 SAS 和 RHS 都是判定全等三角形的正確條件，而 SSA 則不是。這留

待另兩次的教學設計會議中進行討論。利用不同老師的意見（V2），考慮不同學生的學

習及認知能力（V1），而結合設計得適合該校學生的教學內容、教學設計成果（V 3）（見

以下部份）。 

五、教學內容、教學設計成果（V3）--提升了老師的「本科知識」和「教

學內容知識」 

老師們和筆者在教學內容會議中分享了各老師教授此課題的經驗及意見，從中大家

歸納結集得以下結果： 

(一) 以往的教學，大多著重於將判斷全等三角形的四個條件（SSS、SAS、ASA/ AAS、 
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RHS）逐一獨立解說，很少強調它們之間的關係，（例如：探究 SAS 和 SSA 的

分別；RHS 和 SSA 之分別）； 

(二) 以往的教學，大多以老師常用的 chalk and talk 直接解說，甚少讓學生自己作探

究。因此學生會不明白 SAS 和 SSA 的分別, 也不知道 RHS 是 SSA 的特例。 

(三) 教學流程：今次研究課的上課模式是透過老師誘導學生作繪圖探究，讓學生自

己探究得 SAS 是判定全等三角形的其中一個條件、SSA 不是判定全等三角形

的條件，但 RHS 是 SSA 的特例，也是判定全等三角形的其中一個條件。 

(四) 教具：除圓規直尺作繪圖外，老師也可考慮以幾何條及兩腳釘或電腦作輔助教

學。 

以下是在教學設計會議中，老師和筆者的談話，討論解說 SAS、RHS 是判定全等三

角形的條件，但 SSA 不是判定全等三角形的條件。 

筆 者：你們以往是怎樣教授學生判斷全等三角形的條件的？ 

老師丁：大多依照教科書，告訴他們SSS、ASA、RHS和SAS是判定全等三角形的條件；

然後透過例題，告訴他們判断的步驟。 

筆 者：那麼你怎樣知道SSS、ASA、RHS和SAS是判定全等三角形的正確條件？怎樣

說服及讓學生明白它們是正確的？有甚麼方法嗎？ 

老師丁：中學一年級只學應用。我沒考慮過。 

老師乙：對，中二有用繪圖方法讓學生明白，若提供的三個已知量度（兩邊一角或兩角

一邊或三邊），各同學們都只能繪畫得一個相同的三角形，則哪便是正確的條

件。 

老師丁：我沒有教中學二年級，我只知應用。 

筆 者：那麼你們覺得把繪圖法和應用結合一拼讓學生在中一學習是不是更好嗎? 

老師們和筆者都同意並集體設計教學活動。 以下是利用繪圖方法解說 SAS 是判定

全等三角形條件和 SSA 不是判定全等三角形條件的教學設計例子。 

(一) 教學設計與變易圖式的運用（筆者和老師合作設計的） 

1. 教學內容一：透過繪圖方法認識判定全等三角形的其中一個條件：兩邊及夾角相等

（SAS） 
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活動一：學生以兩人為一組，一人繪畫 △ABC，另一人繪畫 △XYZ。 

已知在 ABC 和 YXZ 中，AB =XY=5cm，BC=YZ=8cm，∠B =∠Y= 60°。 

老師透過提示，帶領學生利用圓規、 量角器、 直尺和鉛筆，繪畫 △ ABC 和 △ XYZ。 

繪畫 △ABC， 

其中 AB 長 5cm，∠B=60°， BC=8cm。  

完成後， 嘗試量度 AC 的長度。 

 

AC 的長度是：7cm 

觀察全班每一位同學所繪畫的 △ABC 是

否全等？（是） 

繪畫 △XYZ，  

其中 XY=5cm，∠Y=60°， YZ=8cm。  

完成後， 嘗試量度 XZ 的長度。 

 

XZ 的長度是：7cm 

觀察全班每一位同學所繪畫的 △XYZ 是

否全等？（是） 

觀察你們每組繪畫的 △ABC 和 △XYZ，把它們剪出來，它們是否全等？ （是） 

我們也可以用 SSS 判定它們是全等，試在_____上填上適當線段或數字。 

因為我們量度得： 

AC=XZ =7cm（量度得）；AB=XY=5cm（已知）；BC=XZ=8cm（已知） 

所以 △ABC 全等 △XYZ（SSS） 

 

老師可以利用以下的變易圖式設計不同的繪圖練習，讓學生明白 SAS 是不受角的

大小影響的。 

2. 變易圖式 

判斷全等三角形的條件 變 不變 審辨 

SAS 

角的大小 

（鈍角直角

 銳角） 

兩對對應邊

的長度 

當對應角是夾角時，無論角

是鈍角或直角或銳角，該兩

個三角形都是全等三角形，

SAS 是判斷全等三角形的正

確條件。 
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3. 練習 

(1) 已知在 ABC， AB=5cm，BC=8cm，角 B=90°。繪畫 △ABC。 

(2) 已知在 ABC， AB=5cm，BC=8cm，角 B=120°。繪畫 △ABC。 

你和同學畫得的 ABC 是一樣的嗎？ 

4. 結論 

由此活動，學生明白若兩邊及夾角相等, 只能繪畫得一個三角形。因此，若兩個三

角形有同等的兩對對應邊及同等的一對對應夾角，它們就一定是全等三角形。所以 SAS

是正確判定全等三角形的條件。 

 

活動二： 

目的: 解說 SSA 不是判定全等三角形的正確條件。 

若兩個三角形有同等的兩對對應邊及一對同等的對應夾角，但該對對應角並不是夾角，

則該兩個三角形便不一定是全等三角形（因該對應角可以是銳角），所以 SSA 不是正確

判定全等三角形的條件。 

老師透過提示，帶領學生利用圓規、量角器、直尺和鉛筆，繪畫 △ABC。 

繪畫 △ABC，步驟： 

(i) 先利用直尺和量角器畫角 B=31°  ； 

(ii) 畫 AB=13cm 

(iii) 利用 A 作圓心，半徑是 8cm，作一弧； 

使弧和角B的另一臂產生兩個交奌；命名為C和C’。 

    完成後，連接 AC 和 AC’，AC=AC’=8cm（半徑）。 

 

每組同學，一個剪出繪畫得的 △ABC，另一個剪出繪畫得的 △ABC’。 

把它們重疊一起，△ABC 和 △ABC’是否全等？（不是）。 

 

因此，我們可以判斷得：若兩個三角形有同等的兩對對應邊及一對對應夾角，但該組

對應角並不是夾角，該兩個三角形便不一定是全等三角形，所以 SSA 不是正確判定全

等三角形的條件。 
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(二) 繼續進行教學內容、教學設計討論（V2）、（V3） 

其後，筆者引導老師自己發現 RHS 和 SSA 的關係；並發現 RHS 是 SSA 的特殊例

子（Exceptional case）。跟着，也有老師發現若 SSA 中的角Ａ是一鈍角，則 SSO（O 是

鈍角）也 SSA 的特殊例子。 

筆 者：你們可有發現RHS和SSA有甚麼相同和相異的地方？ 

老師乙：它們同是有同等的兩對對應邊及一對對應夾角，該組對應角並不是夾角；但 

RHS是判断全等三角形的條件，而SSA不是正確判定全等三角形的條件。 

老師丁：除了RHS是SSA的特殊例子，還有其它嗎？ 

老師甲：有，若SSA中的角A 是一鈍角，則它也SSA的特殊例子。 

筆 者：那麼，你們覺得我們有需要教授這些課本以外的知識給我們的學生嗎？ 

各老師皆同意。他們更強調有些公開考試也有考課程以外的延伸知識呢！下文便是

透過「課堂學習硏究」的「變易圖式」，讓學生探究得上述的「SSA 的特殊例子」 --- 「RHS」，

亦即「SSR」和「SSO」，O 是鈍角。 

(三) 變易圖式 

SSA：判斷全等三角形的條件 變 不變 審辨 

SSA 

註：在 SSA 中，A 代表任何角；

因此，我們不知道 A 是銳角，

還是直角？還是鈍角？ 

角的大小 

（銳角直

角鈍角） 

有兩對對應

邊及一對對

應角（不是

夾角） 

當對應角不是夾角時，

該角由銳角改為直角或

鈍角，我們仍會像活動

二繪畫得該兩個大小不

相同的三角形？  

 

活動三： 

目的: 解說 RHS 是判断全等三角形的正確條件；它是 SSA 的特例（Exceptional case）。 

RHS 亦即 SSR（A  R）。 

每個學生獨自繪畫 △ ABC。 

已知在 ABC 中，AB=4cm，BC=5cm，∠A=90°。 

老師透過提示，帶領學生利用圓規、量角器、直尺和鉛筆，繪畫 △ABC。 
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繪畫 △ABC，步驟： 

(i) 先利用直尺和量角器畫∠A=90
0（直角）； 

(ii) 畫 AB=4cm 

(iii) 利用 B 作圓心，半徑是 5cm，作一弧； 

使弧和角 A 的一臂產生兩個交奌；命名為 C 和 C’。 

完成後，連接 BC 和 BC’，BC=BC’=8cm（半徑）。 

 

觀察同學所繪畫的△ABC 和△ABC’是否全等？（是）  

因此，若兩個三角形有同等的兩對對應邊及一對對應角，雖 

然該組對應角並不是夾角，但若它是一直角，則繪畫得的兩 

個三角形也是全等的，所以 RHS 是正確判定全等三角形的條件。 

RHS 亦即 SSR（A  R），SSA 的特例。 

 

活動四(新發現): 

目的: 解說 SSO（O 是一鈍角）也是判断全等三角形的正確條件；它也是 SSA 的特例。 

每個學生獨自繪畫 △ LMN。 

已知在 LMN 中，MN=7.6cm，LN=12.4cm，角 M=125°。 

老師透過提示，帶領學生利用圓規、量角器、直尺和鉛筆，繪畫 △LMN。 

繪畫 △LMN，步驟:  

(i) 先利用直尺和量角器畫 角 M=125° ； 

(ii) 畫 MN=7.6cm 

(iii) 利用 N 作圓心，半徑是 12.4cm，作一弧； 

使弧和角 M 的另一臂產生一個交奌； 

命名為 L。 

完成後，連接 LN=12.4c（半徑）。 

                   

我們只能繪畫得一個三角形 LMN。因此有同等的兩對對應邊及一對對應角，雖然該

組對應角並不是夾角，但若它是一鈍角時，則繪畫得的三角形是形也是全等的，所以

SSO 也是正確判定全等三角形的條件。 
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(四) 再繼續進行教學內容、教學設計討論（V2）、（V3） 

其後，筆者再引導老師自我發現得除了用「繪圖法」，也可以用「邏輯推論」用來

說明「RHS 和 SSO」是「SSA」的特殊例子(Exceptional case)，「RHS 和 SSO」是正確

判定全等三角形的條件。 

下文是筆者和老師們利用「邏輯推論」說明 RHS（亦即 SSR，AR）和 SSO（AO，

O 代表鈍角）是判定全等三角形的正確條件，亦即是 SSA 的特殊例子。 

1. 利用「「邏輯推論」」判定全等三角形條件 

下圖是前文的繪圖法，用來解釋 SSA 不是判定全等三角形的正確條件。 

 

∠A 是一銳角（已知）；∠ 𝐵𝐶′𝐶′′ = 𝜃′′  (isos. △)  

∴ 𝜃′′  一定是銳角（因為△𝐵𝐶′𝐶′′ 是不可能有兩隻鈍角內角的） 

從上解，可繪畫得以下兩個三角形，△ABC’ 和 △ABC”； 

所以，SSA 不是判定全等三角形的正確條件。 

 

現再慮另外兩個情況： 

情況一（Case1）：∠A 是一直角        和       情況二（Case2）：∠A 是一鈍角。 

我們可假設能夠繪畫得以下兩圖：         

 

探究問題： 

問題 1：在上述兩個情況，𝜃" 是一銳角，還是一鈍角呢？Case1 和 Case2 的圖有可

能繪畫得嗎？ 

問題 2：在上述兩個情況，它們能夠繪畫得兩個三角形（△ABC’ 和 △ABC”）嗎？ 
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情況一（Case 1）：已知∠A=90°；因此，∠ABC’和 𝜃′一定小於 90
0。

 

∵ ∠𝐵𝐶′𝐶′′ =90° + ∠ABC’（三角形外角） 

  ∠𝐵𝐶′𝐶′′ > 90
0
 

  ∴ ∠𝐵𝐶′𝐶′′  是一鈍角。 

∵ ∠𝐵𝐶′𝐶′′ = 𝜃" （BC’= BC”, isso. △） 

∴  △ 𝐵𝐶′𝐶′′是一定不能繪畫得的（因不可能有任何三角形，它的內角和大於 180 度）。 

因此，我們只能繪畫得一個三角形 ABC’。 

再者，由於給定的兩條邊長之長邊一定是給定的直角（Right angle (R)）的對邊；因

些該長邊必定是直角三角形的斜邊（Hypotenuse (H)），而另一給定的短邊則為直角三角

形的其一邊（Side (S)）；所以得出 RHS（亦即 SSR，AR）是判定全等三角形的正確

條件，亦即是 SSA 的特殊例子 。 

同理，情況一（Case 2）： 

∵ ∠𝐵𝐶′𝐶′′ =鈍角 + ∠ABC’（三角形外角） 

  ∠𝐵𝐶′𝐶′′ > 90° 

  ∴ ∠𝐵𝐶′𝐶′′  是一鈍角。 

∵ ∠𝐵𝐶′𝐶′′ =  𝜃" （BC’ = BC”，isso. △） 

∴  △ 𝐵𝐶′𝐶′′是一定不能繪畫得的（因不可能有任何三角形，它的內角和大於 180 度）。 

因此，我們只能繪畫得一個三角形 ABC’。所以，SSO（AO，O 代表鈍角）是判

斷全等三角形的正確條件，亦即是 SSA 的特殊例子 。 

2. 利用「解三角」判定全等三角形條件（V2）、（V3） 

在和老師們討論教學設計的過程中，我們發現「解三角」也可以說明 SSA 不是判

定全等三角形的正確條件，而 SSO 和 RHS 卻是 SSA 的特例，它們都是判定全等三角形

的正確條件。 

筆 者：老師們，我們都知道若果兩個三角形是全等的，則它們的三對對應邊、三對對

應角必定是相等的。對嗎？ 

老師們齊齊點頭，並說對。 

筆 者：你們記得甚麼叫做「解三角」（Solving Triangle）？可以利用它判定全等三角
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形條件嗎？ 

老師甲：我在高中班級有教「解三角」，我們可以用Sine Rule（正弦定律）解得給定的

兩邊一角或兩角一邊的三角形的其餘未知邊和未知角的數值。 

老師乙：對，若解得的三角形的角和邊的數值，連給定的邊和角，多於三隻角、三條邊；

那即代表給定的兩邊一角或兩角一邊能出現在兩個不一樣的三角形上，所以它

不是正確判定全等三角形的條件。 

老師丁：我也明白了！若解得的三角形的角和邊的數值，連給定的邊和角，只有三隻角、

三條邊的數值；那即代表給定的兩邊一角或兩角一邊只能出現在一個三角形上，

所以它是正確判定全等三角形的條件。 

老師甲：對！我在高中教「解三角」，忘記告訴學生解三角形有這樣的作用。 

老師丙：啊！我也明白了！那麼我們也可以用「畢氏定理」和「三角函數」解給定一直

角和兩條邊的值的直角三角形，說明 RHS 是判定全等三角形的正確條件。 

經過討論，筆者和老師們清楚知道利用「解三角」判定全等三角形條件，即是利用

計算出三角形的餘下所有未知角、未知邊的值，判斷給定的兩邊一角或兩角一邊能否出

現在兩個不一樣大小的三角形上？若能，即表示給定的條件不是正確判定全等三角形的

條件。反之，若不能，即表示給定的條件是正確判定全等三角形的條件 

以下例子是筆者和老師們利用「解三角」說明 SSA 不是判定全等三角形的正確條

件，SSO 是判定全等三角形的正確條件。 

 

例一：已知 △ABC，AB=6cm，BC=4cm，∠A=30°； 

(i) 解 △ABC， 

(ii) 根據解得（i）的結果，給定的 AB=6cm，BC=4cm，∠A=30°
 能否出現在兩個

不全等的三角形上呢？ 

(iii) 根據（ii）的結果，說明 SSA 是判定全等三角形的正確條件嗎？ 

解： 

(i) 利用正弦定律（Sine Rule）： 
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(ii) 根據解得（i）的結果，我們可以得到以下兩個大小不一樣的 △ABC。 

笫一個 △ABC  笫二個 △ABC  

AB=6cm  AB=6cm （給定） 

BC=4cm  BC=4cm （給定） 

AC=2.60cm   AC=7.84cm   

∠A=30°  ∠A=30° （給定） 

∠B=19°  ∠B=101.4°   

∠C=131°  ∠C=48.6°  

因此，給定的 AB=6cm，BC=4cm，∠A=30° （SSA）是可以出現在兩個不一

樣大小、不全等的三角形上的。 

(iii) 根據（ii）的結果，說明給定的 SSA 的值能夠出現在不一樣大小的兩個三角

形上。因此若有兩個三角形都有這樣的給定 SSA 值，它們就不一定是一模一



秦爾聰、劉致演、尤昭奇  判定「全等三角形」條件的新發現  39 

 

樣的全等三角形。所以 SSA 不是判定全等三角形的正確條件。 

 

例二：已知 △ABC，BC=7.6cm，AC=12.4cm，∠B=125°， 

(i) 解 △ABC， 

(ii) 根據解得的（i）的結果，給定的 BC=7.6cm，AC=12.4cm，∠B=125°會否出現

在兩個不全等的三角形上？ 

(iii) 根據（ii）的結果，說明 SSO（O 代表鈍角）是判定全等三角形的正確條件嗎？ 

解： 

(i) 利用正弦定律（Sine Rule）： 

 

 

 

 

∠ A  =  30.1°   or   149.9°         

∵∠B = 125°（已知）  ∠ A 不可以等於 149.9°.（三角和不可大於 180°） 

∠C = 180° − 125° − 30.1° 

∠C = 24.9°  

sin ( ∠𝐶 )

𝐴𝐵
=

𝑠𝑖𝑛125°

12.4
 

sin 24.9。

1
=

𝐴𝐵 𝑥 𝑠𝑖𝑛125°

12.4
 

AB = 6.37cm 

(ii) 根據解得（i）的結果，我們只找得以下一個 △ABC。 

AB=6.37cm    BC=7.6cm （給定）  AC=12.4cm（給定） 

∠A=30.1°      ∠B=125
0 

  （給定）  ∠C=24.9°  

(iii) 根據（ii）的結果，說明給定的 SSO 的值只能夠出現在一個三角形。因此若
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有兩個三角形都有這樣的給定的 SSO 值，它們就一定是一模一樣的全等三角

形。所以 SSO 是判定全等三角形的正確條件。 

以下練習題可以利用 Sine Rule、畢氏定理和三角函數解得直角三角形；從而說明 RHS

（亦即 SSR，AR）亦是判定全等三角形的正確條件。解直角三角形留待讀者作練習

吧！ 

練習： 已知在 ABC 中，AB=4cm，BC=5cm，角 A=90°。 

(i) 解 △ABC。 

(ii) 根據解得的（i）的結果，給定的 AB=4cm，BC=5cm，角 A=90°會否出現在兩

個不全等的三角形上？ 

(iii) 根據（ii）的結果，說明 RHS 是判定全等三角形的正確條件嗎？ 

總結：筆者和老師經過多次教學設計的會議，我們發現以下的結果： 

(i) 當已知一個三角形給定的兩邊及一個非夾角的大小時，SSA 不是判定全等三

角形的正確條件；RHS 和 SSO 是 SSA 的特例，它們都是判定全等三角形的

正確條件。 

 

(ii) 在說明這些判定全等三角形的條件，老師可以根據學生的能力及就讀年級，

決定以哪一方法（可以多於一種）教導學生。是次硏究，共探究得以下三種

方法： 
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A. 利用「繪圖法」判定全等三角形條件 

B. 利用「邏輯推論」判定全等三角形條件 

C. 利用「解三角」判定全等三角形條件 

六、「課堂學習硏究」與老師的「本科知識」和「教學內容知識」的提升 

是次硏究，老師和筆者在分析教學內容及設計教學活動的多次會議中，經過深層次

的討論和分析教授此課題所需要的「本科知識」和「教學內容知識」。老師們都十分認

同「課堂學習硏究」確實提供了一個平台，讓他們有機會和不同背境和經驗的同工和大

學導師一同做研究，讓他們認識了許多教科書以外的「本科知識」和「教學內容知識」；

讓他們深入學習了不同級別的中學數學課題的內容和了解到它們的關連性。是次硏究更

讓他們學習了很多不一樣的教學方法。例如，老師們學習了利用變易圖式設計教學活動

或練習、學會運用不同的方法教學。在這研究中，他們等別深徹體會到探究式教學的好

處。從他們的交談中，知道他們都十分認同探究式教學不單能提升學生的學習興趣，更

能提升學生的數學思維能力。因此，老師們都深覺「課堂學習硏究」確實能提升他們的

專業成長。表 4 撮述了老師們在是次研究增長了的主要「本科知識」和「教學內容知識」。 

表 4 

老師們的主要新增「本科知識」和「教學內容知識」 

主要新增「本科知識」 主要新增「教學內容知識」 

1. RHS（AR）是 SSA 的特例 1.認識課題的關鍵特徵及學習難點 

2. SSO（AO）是 SSA 的特例 2.利用變易圖式設計練習 

3.利用「圓規繪圖」判定全等三角形條件 3.設計探究活動，探究 SAS 與 SSA 的分別 

4.利用「邏輯推論」判定全等三角形條件 4.設計探究活動，探究 RHS 與 SSA 的關係 

5.利用「解三角」判定全等三角形條件 5.設計探究活動，探究 RHS 與 SSA 的關係 

七、前後測成績的比較 

鑑於是次研究，主要目的是指出「課堂學習研究」確實能夠有效提升數學老師的「本

科知識」與「教學內容知識」。因此，文章並沒有太多著墨於學生在課堂上的學習情況，

也沒有詳細介紹硏究課的具體教䅁及教具設計。但為了反映是次研究課的教學成效，以

下表 5 展示了前後測成績的比較；根據數據比較，確實能夠反影得是次「課堂學習研究」
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是成功的，是有效提升了是次教學的效益的。 

表 5 

前後測卷成績比較 

部分 內容 題號 前測答對率(%) 後測答對率(%) 

前置知識 

 了解全等圖形的基礎概

念 
Q1 20% 80% 

 了解全等三角形的特性

及其中三個條件（SSS、

ASA/ AAS，RHS） 

Q2 

Q3 

70% 

70% 

90% 

90% 

研究課 

重心 

 認識全等三角形的第四

個條件 SAS 
Q4 60% 90% 

 按照對應邊和角的次序

寫出全等三角形的名稱 
Q5 30% 80% 

 判定 SSA 不是全等三角

形的其中一個條件 
Q6 60% 80% 

 辨別全等三角形的其中

兩個條件：SAS 與 RHS 
Q7 70% 80% 

 辨別全等三角形的正確

條件 SAS 與不正確條件

SSA 

Q8 40% 80% 

知識轉移 
 掌握非圖形及文字性問

題 

Q9 

 Q10 

 Q11 

80% 

80% 

80% 

90% 

80% 

90% 

 



秦爾聰、劉致演、尤昭奇  判定「全等三角形」條件的新發現  43 

 

肆、 結論 

從是次研究，筆者發現大部份數學老師的「本科知識」是很不錯的；五位老師中有

三位在大學是主修數學的。即使是兼教中學一年級數學的那位年輕老師，他也能理解中

五的「解三角」數學問題。這也許由於他是理科出身，在大學是主修物理，因此數學基

礎也不弱吧！ 

但「教學內容知識」方面，則略覺他們差了一點。也許由於香港的中學數學課程的

內容過多，而編排上課的節數又不足夠，所以他們大多只能依書直說，集中以「講授方

式」教學，使教學能趕上進度。從老師交流中，得知大部份老師都很少藉著參考其它外

國數學教學書籍或數學論文，提升他們的「教學法」和「教學內容知識」。他們也較少

實踐香港教育局總課程發展主任（數學）吳少階（2011）所說的「新課程內增設了的「數

學的進一步應用」和「探索與研究」兩類活動」。這兩類活動目的是作為學生的延展學

習，也讓學生欣賞數學。這兩類活動大多以作業（task）形式，進行一些探究性學習。

目的是希望學生能在活動的過程中，把知識應用於另一知識層面或具體生活事情上。吳

少階（2011）更強調「數學的進一步應用」更應橫跨數個數學課題，看學生是否能融合

貫通。是次研究正正實踐了課程的要求。例如探索 SSA 的特例：RHS（SSR）和 SSO；

探索「解三角」、「畢氏定理和三角函數」與判定「全等三角形」的關係，這正正突顯學

生是否能融合貫通，了解這些橫跨數個數學課題的知識的關係。 

因此，筆者極之認同 Shulman（1987）所說：一個專業的數學老師，單有良好的「本

科知識」，仍是不夠的；優良的「教學內容知識」也是不可缺的。 

從這次「課堂學習研究」中，老師經過集體研究、討論，對判定『全等三角形』條

件的教學認識加深了。而且各中一班學生在後測的表現比前測中二班的成績有明顯的進

步，這都強化了老師對「課堂學習研究」的信念。 所以，老師在課研後進行檢討，都

認為多元化教學確實能夠提升學生對抽象的數學概念的學習興趣和理解。透過具體探究

活動，確實能夠使他們更易於明白其中的抽象數理。整體而言，老師和教育大學導師們

對是次「課堂學習研究」都抱正面的應同，認為是研究並不是集體備課（group lesson 

preparation），它包含了專業發展（staff development）、個案研究（case study）的元素。

所以課堂學習研究是具探究性（exploratory）和描述性（descriptive）的。因此，是次課

堂學習研究，確實能為老師們提供一個正確的、新穎的教學方向，並能讓老師們認識及

體會課堂學習研究的運作模式及了解其內在的功能。是次研究，更讓老師們擴闊了個人
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的視野，並藉著匯集各人的長處，在集思益廣的有利環境下提升了教師的專業知識。 
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附件一  

中一級數學科前測卷 

時間： 25 分鐘 

班別：  F. 1 (   )    姓名：___________________ (   ) 

1. 在下列哪種情況下，肯定圖形是全等的﹖  

 I. 它們相似。  

 II. 它們的對應角相等。  

 III. 它們的面積相等。  

A. 只有  I 

B. 只有  II 

C. 只有  III 

D. I 及 III 

2. 試判斷下列每組三角形是否全等。 若是，則寫下理由。 

(a) 

 

 

 

 

 

(b)  

 

 

 

 

(c) 

 

 

X 

Y Z 

A 

B C 

□ 是   理由： ___ASA _____ 

□ 不是 

A 

B C 

L 

M 

N 

□ 是   理由： ___ SSS_____  

□ 不是 

A 

B 

C 

D 

E 

F 
□ 是   理由： ___RHS ____  

□ 不是 

D 

 

 

 
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3.  

 

 

 

已知ABC  PQR，則 

 

(a)  A = _________  (b)  C = _________  (c)  Q = __________ 

 

(d)  _________ =  PQ  (e)  BC = _________  (f)  AC = __________ 

 

 

題 4 至題 6。 觀察附圖，你能否在圖中找到兩個全等三角形？若能夠，請在 _____ 上

填上三角形的名稱，並於(     )內寫上全等的理由。 

4. 

 

5. 

  

 

 

□   能   ABC  _________ ( SAS ) 

 

□   否 

□   能   ABC  _________ ( SAS ) 

 

□   否 

P A 

B C Q R 

R B 

AB QR   PR 

 

 

DCB 

DCB 

P 
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6. 

 

 

 

題 7 至題 8。選出正確的答案。 

 

7 已知在IJK 和 YXZ 中，IJ = XY’、JK = YZ、角 K = 角 Z。 

A. IJK 和 YXZ 不是全等的 

B. IJK  YXZ (SSA) 

C. IJK  YXZ (AAS) 

D. IJK  YXZ (ASA) 

8. 

 

A. ABM  AMC (RHS) 

B. ABM  ACM (SAS) 

C. MBA  MCA (SSA) 

D. ABM  ACM (RHS) 

  

□   能   ABC  _________ ( SAS ) 

 

□   否 

 CED 

A 

D 
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9.  已知 PQT  SRT, 且 PTS 及 QTR 都是直線。 請寫出它們全等的理由及找出圖中

的未知量 x。 

 

(a) PQT  SRT 的理由：(           ) 

 

(b) x = 6 

 

 

10. 已知 PQR  XYZ。 判斷下列句子是否正確。 「」表示正確的，「×」表示錯誤

的。 

 (a) PQR 和 XYZ 的所有對應角相等。                □ 

 (b) PQR 和 XYZ 的所有對應邊相等。             □ 

 (c) PQR 和 XYZ 的周界是相等的。                 □ 

 (d) PQR 和 XYZ 的面積是相等的。                 □ 

 

11. 判斷下列句子是否正確。 「」表示正確的，「×」表示錯誤的。 

(a) 任何兩個周界相等的三角形均是全等的。               □ 

(b) 任何兩個面積相等的三角形均是全等的。               □ 

(c) 所有直角三角形均是全等的。                        □ 

 

 

   RHS 

 

 

 

 

× 

× 

× 
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幾何圖形例子分類對八年級國中生學習四邊形包含關係之研究。 
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幾何圖形例子分類對八年級國中生學習四邊形

包含關係之研究 

黃國綸 1
    許慧玉 2

 
1新竹市立建華國民中學數學教師 

2國立新竹教育大學數理教育研究所 

本研究旨在探討分類活動對提昇國中生判斷四邊形包含關係的成效。幾何的包含

關係是由幾何性質之間的上下關聯性所形成的集合概念，分類活動提供學生在給

定的幾何圖形分類時，觀察圖形隱含的性質，且在命名時掌握圖形的定義，逐漸

理解及判斷包含關係。本研究以前實驗設計法（pre-experimental design）之架構，

採單組前後測量設計（one-group pretest-posttest design），研究結果發現（1）八

年級學生在教學前對四邊形包含關係的迷思概念有以下三種：第一、學生習慣注

意矩形和正方形邊長的屬性，不易知覺其角度的屬性。第二、學生的典型

（prototype）心像容易導致無法接納非典型圖形。第三、學生對梯形與平行四邊

形的互斥關係理解上有困難。（2）學生經過圖卡分類教學介入後在正方形與菱形

的包含關係之後測表現與成效為最好，81.7%；在菱形與箏形的包含關係之後測

表現最差，只有 63.3%，成效也最差，僅進步 30.0%；梯形與平行四邊形互斥關

係的後測表現，達 60.0%。（3）無論教學介入前後，四邊形包含關係的難易度皆

有差別，但教學介入後包含關係的難易度沒有太大改變。根據研究結果，我們最

後提出四邊形包含關係教學設計的相關建議，可供教師參考。 

關鍵詞：分類；四邊形；包含關係；幾何 
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壹、 緒論 

一、研究動機 

分類是人類基本的認知功能之一。西方最早的分類概念，源自亞里斯多德的範疇主

張，範疇是一種概念分類的工具，而概念的分類是一種基本且普遍的認知形式，影響人

類的學習，如國外學者 Bruner、Goodnow 與 Austin（1956）認為透過分類的活動可以幫

助學生進行概念的學習。人們用某種方式對事物加以分類之前，必須知道這些事物所具

有的屬性（Bruner 等，1956）。例如，一般轎車都有四個輪子，所以五個輪子的車子不

能歸入「轎車」這個類別。因此，學生對概念學習的重點在於能否找出概念的關鍵屬性。

此外，分類也根植於人類的生活經驗當中，例如在日常生活中，我們常對周圍的事物採

取階層的分類，例如將「垃圾」區分為「資源垃圾」、「廚餘」及「一般垃圾」等三個類

別，其中「資源垃圾」又可分成「紙類」、「鐵類」、「鋁類」、「玻璃類」、「塑膠類」等不

同的「子類別」。 

Ausubel（1968）將概念視為一個有層次的結構，居於結構上層稱為要領概念

（superordinate concept），意即個人對事物整體性概括的認識，而居於結構下層者稱為

附屬概念（subordinate concept），意即個人對事物的特徵較細微特殊的記憶。「包含關係」

正是架構在這樣有層次結構的分類上，其涉及相關的上層與下層概念之理解，其中下層

概念是包含於上層之內，下層概念除了與上層概念有共同屬性之外，又有其他非共同屬

性（De Villiers, 1994）。因此，看見事物的屬性並依照其屬性將其歸類固然重要，但分

類後根據該類別進行推理以形成概念的結構更是不可忽視。 

舉例來說，平行四邊形與菱形皆為兩雙對邊分別平行的四邊形，但菱形又有四邊等

長的性質，因此菱形可視為四邊等長的平行四邊形，亦即平行四邊形的下屬概念為菱形，

也就是說菱形是平行四邊形的一種「特例」；用集合的語言來說就是平行四邊形包含菱

形，而菱形包含於平行四邊形。惟在國中階段的「平行四邊形」單元的教學目標中，主

要是希望學生能透過分析四邊形的性質，藉由邏輯演繹的方式來理解四邊形的分類概念，

從而判斷不同圖形間的「包含關係」。若以判斷菱形和平行四邊形的包含關係為例，首

先學生需要能從菱形定義於「四邊等長的四邊形」出發，並理解平行四邊形的判別性質，

再根據其定義判斷菱形是兩雙對邊分別相等的四邊形，接著由平行四邊形的判別性質推

論菱形也是平行四邊形。我們可以看見其中至少涉及兩個步驟的推理認知，因此該包含
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關係的判斷對一些中小學生而言可能略顯複雜。 

研究指出學生說明定義的表現優於辨識出符合對應此定義的各種幾何圖形

(Fischbein & Nachlieli, 1998)。學生並不了解定義規範了圖形的建構以及其可能變化的範

疇。大多數的概念雖透過定義習得，但學生自己對該概念所反映的案例可能仍與數學定

義不一致，甚至可能與他們自己所提出來的定義不一致（Wilson, 1990）。學生對於幾何

定義概念與圖形案例之間產生的不一致，亟需教學上的設計與處理。。 

就幾何四邊形來說，倘若學生未能理解四邊形的定義與相關性質，以及此定義與性

質對圖形變化的影響，便無法理解不同四邊形之間的包含關係。近幾年來，國內有許多

關於中小學生學習四邊形概念的現況研究，再再顯示中小學生在學習四邊形的包含關係

出現諸多困難或迷思概念。例如，陳明新（2015）的研究指出國小四年級的多數學童存

在長方形鄰邊不相等的迷思概念，無法認為正方形是長方形的一種。楊忠璇（2013）的

研究發現五年級學童在包含關係概念調整時有一些不正確的思考方式，譬如否認正方形

是長方形的一種。林柏嘉（2009）整理國中學生在四邊形辨識迷思的類型有典型例類型、

空間視覺類型、語意類型、以及互斥思維類型。 

雖然國內有不少學者對四邊形包含關係作了寶貴的研究，但是在包含關係的認知發

展路徑、教學序列、或各包含關係難易度的比較這些部分卻鮮少有進一步的探討。反觀

國外已有研究發現一些常見之幾何形狀認知發展的路徑，例如 Vinner 與 Hershkowitz

（1980）對鈍角和直角、直角三角形、與三角形的高，研究出共同的認知發展路徑。

Nakahara（1995）在日本的小學生關於基本四邊形之研究，也發現一種常見的認知發展

路徑：平行四邊形→菱形→梯形。Heinze 與 von Ossietzky（2002）研究發現八年級學生

在四邊形分類的表現上出現缺陷，在數學語言與思考理解有所困難。甚至在包含關係難

易度的比較方面，Fujita 與 Jones（2007）也對此作了初步的探討。 

Fujita 與 Jones（2007）認為理解四邊形的包含關係，其中可能存在不同的困難等級

順序，也就是有些包含關係比較容易，有些比較困難。例如理解菱形和平行四邊形的包

含關係可能比理解正方形和長方形的包含關係還容易，菱形被辨識為平行四邊形比正方

形被辨識為長方形還容易，因為菱形「看起來像」平行四邊形，正方形「看起來不像」

長方形。但是正方形和長方形的包含關係對學生之所以困難，未必僅是看起來像不像的

問題，或許是因為受到典型心像的因素，學生可能認為正方形根本是與長方形互斥。 

相較之下，從四邊形包含關係的認知發展路徑、教學策略、以及各包含關係難易度

之間的比較來看，目前國內對這方面的研究似乎有所不足，這些方面皆值得更深入探究。
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因此，本文擬先從文獻開始，回顧中、小學生在四邊形包含關係上的迷思概念，並從文

獻挖掘有效的教學策略，希望能從中分析其對包含關係認知歷程，再透過教學實驗的結

果，探討各包含關係難易度的比較，以提供日後四邊形包含關係教學設計之參考。 

綜上所述，本研究擬將探究下列兩個研究問題 

（一）中學生對四邊形包含關係的迷思概念為何？ 

（二）本文的教學實驗對國中生學習四邊形包含關係的表現與成效為何？ 

貳、 文獻探討 

包含關係是指集合和子集合間存在一般化與特例的關係，這種關係涉及將某概念從

一般到特殊分成不同層次組別的階層分類（hierarchical classification），De Villiers（1994） 

曾使用「描述性（descriptive）」分類和「建構性（constructive）」分類來描述理解包含關

係的不同方法，其中「建構性」分類係指一般化和特殊化的數學歷程被應用在形成新概

念，而「描述性」分類係指當概念已經徹底被檢查後，概念的分類才會被理解。因此「描

述性」分類涉及從已存在的一組命題選擇屬性好為建立包含關係，而在「建構性」的分

類方法中，當一個概念的某些性質將被刪除而導致更一般的概念形成時，數學歷程中的

一般化才會發生，例如正方形是四角相等且四邊等長的四邊形，假若把「四角相等」的

屬性刪除，便形成「四邊等長」的四邊形概念，也就是菱形。另外，數學歷程中的特殊

化，意指增加一些新的屬性或取代一般概念中原有的屬性，進而形成新概念的特殊性，

例如，在平行四邊形中限制一內角為直角時，形成平行四邊形的一種特例—矩形。 

一般而言，包含關係的認知會隨著年齡而發展，如 Gelmann 與 Baillargeon（1983）

認為學童若能找到一個恰當的分類架構，就能根據此標準做有系統的歸類，將基本的分

類邏輯應用到屬性組成更複雜的事務上。文獻上已有許多學者對學生學習四邊形包含關

係提出學生學習困難及學生容易存在的迷思概念，內容詳述如下。 

一、四邊形包含關係的迷思概念 

(一) 正方形與長方形之間的包含關係 

矩形（長方形）是四個內角皆是直角的四邊形，但是不少學生受到語意的影響將正

方形排除在矩形之外。陳明新（2015）應用動態幾何軟體以瞭解國小四年學童拖曳圖形

對四邊形包含關係認知情形，研究顯示國小四年級多數學童因長方形鄰邊不相等的迷思
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概念，無法認知正方形是長方形的一種。Lin 與 Yang（2002）為探討定義，而作一個從

非形式到形式論證的數學活動，對兩個七年級學生在非正式論證的形式下重新建構矩形

的定義，研究發現參與者在心像的刻畫和定義的歷程中，由於英文的 rectangle，是被翻

譯為「長方形」或「矩形」，在兩位參與者中，有一位對矩形的心像為一邊長需要比其

鄰邊還要長。何敏華（2005）的教學活動歷程也發現七年級學生受長方形字面意義的影

響，認為長方形長寬應是一邊長而另一邊短，導致學生有「正方形不是長方形」的迷思

概念。總結來說，正方形與長方形之間的包含關係學習困難大致包含了語意的影響、長

方形鄰邊不相等的典型心像。 

(二) 正方形與菱形之間的包含關係 

黃志祥（2003）發現國小六年級學生在四邊形幾何圖形的概念心像上普遍有包含性

不足的情況，也就是有些圖例被錯誤地排除，例如學童以為斜擺的正方形是菱形，但不

是正方形，此一現象可能是受正方形的典型心像所影響，導致無法理解正方形與菱形的

包含關係。Leung（2008）利用電子白板「動畫點播（animation-on-demand）」的效果，

在電子白板上同時呈現五個不同角度的菱形，其中也包含直角的菱形，研究結果顯示九

歲的學童在經過三次這樣的教導後，可以瞭解菱形的必要屬性是四邊等長並判斷正方形

是菱形的一種。 

(三) 菱形與平行四邊形之間的包含關係 

何敏華（2005）的教學活動歷程發現七年級學生對平行四邊形的認知會受一般繪圖

時常用的大小、方位之影響，以致於產生長得瘦瘦長長的菱形不是平行四邊形的錯誤迷

思。由此可知，學生可能受到菱形典型例的因素而將菱形排除在平行四邊形之外。 

(四) 長方形與平行四邊形之間的包含關係 

Monaghan（2000）也發現學生心中普遍存在平行四邊形的典型心像，所以容易認為

長方形不是一個平行四邊形。另外，學生也可能將矩形概念過度外延至平行四邊形，亦

即將平行四邊形納入矩形。Wilson（1990）使用定義與圖例的研究中，大部分學生在描

述矩形定義時，145 位八年級學生在定義中不強調矩形的直角屬性，有 61 位選擇沒有直

角的平行四邊形作為矩形。由上所述，長方形與平行四邊形之間的包含關係學習困難也

受到平行四邊形典型心像所影響。 

(五) 菱形與箏形之間的包含關係 
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文獻已指出，學生將菱形概念過度外延至箏形，亦即將箏形納入菱形。郭俊麟（2011）

探討八年級學生對數學敘述及其逆敘述的辨識現象，在有效樣本 127 人中，對複句句法

有約六成的學生認為「因為菱形的兩雙鄰邊等長，所以菱形是箏形」的敘述及其逆敘述

意思相同，由此可知部分學生可能因為菱形的兩雙鄰邊等長，所以誤認菱形是箏形。另

外，學生可能受到箏形的典型心像而將菱形或旋轉過的箏形排除在箏形之外。例如 Currie

與 Pegg（1998）的研究指出學習者在定義和分類有困難，這種困難是因學生不能理解類

包含的關係，如菱形是箏形的一種。由於箏形的定義可能有不同的解讀，謝堅、朱建正、

魯炳寰與廖淑麗（2006，頁 30）認為箏形定義為相鄰兩邊分別相等的四邊形，這樣的邊

長關係在描述上對國小學童相當困難。此外，在圖形的辨識上，只要把箏形轉個方向，

學生可能就無法辨識出來。Fischbein 與 Nachlieli（1998）研究九至十一年級學生，共兩

百一十八位受試者，要求他們指出下圖中對應於定義的圖形。研究結果發現圖 a 被辨識

為一箏形者，只佔受試者總數的 66％。 

 

圖 1  箏形的辨識研究。“Concepts and figures in geometrical reasoning,” by 

Fischbein, E., & Nachlieli, T, 1998, International Journal of Science Education, 20(10), p. 

1202 

(六) 梯形與平行四邊形的互斥關係 

梯形和平行四邊形在定義上是彼此互斥的，但是常有學生將平行四邊形概念過度外

延至梯形，亦即將梯形納入平行四邊形。謝堅等人（2006，頁 31）指出我們在溝通梯形

的定義時，常常省略「恰」字，而將梯形的定義說成「有一雙對邊平行的四邊形」，這

種「有一雙對邊平行的四邊形」的說法很容易產生文字意義上的混淆，例如：解讀成「至

少有一雙對邊平行」時，平行四邊形也是梯形，但若解讀成「恰有一雙對邊平行」時，

平行四邊形則不是梯形。 



56  臺灣數學教師  第 35 卷第 2 期 

 

由上所述，文獻探討中列出六種關於四邊形包含關係常見的迷思概念，似乎發現學

生判斷錯誤的原因大都在於受到語意或圖形的典型心像所致。然而，如何打破學生對圖

形的典型心像，使其看見圖形的關鍵性質，接著又能利用圖形的關鍵性質或定義來判斷

四邊形的包含關係呢？本文試以陳創義（2006）的「分類教學」為例，分析其對四邊形

包含關係學習有效因素。 

二、分類教學概念的設計理念 

陳創義（2006）依據荷蘭發展現實數學教育（Realistic Mathematics Education, [RME]）

的經驗觀點，亦即教學理論是教育研究與教學實作長期互動的產物，基於學生對圖形的

辨識的認知，發展一個分類的教學方案來進行教學實驗，來瞭解對學生在與概念瞭解是

否有所幫助。陳創義（2006）針對三角形的分類提出強化理路的分類教學，也就是對於

分類的對象之形成與界定以及分類準則的功能意義，做適當的描述及進行，讓學生可以

瞭解其理路，以及對各類別作適當的命名或表徵。因此，學生在分類教學下，對於概念

分類的範圍界定與其理路的釐清會有幫助，且對分類準則的性質的強調，可以增進概念

的理解，進而正確判斷圖形的包含關係。倘若教師能做好分類教學，應可解決學生在圖

形辨識上大部分的問題，諸如：語意問題，可透過分類時的命名讓學生區辨生活語言的

含意及數學名詞之間的異同；典型例問題的解決，可藉由分類教學歷程中可以經驗許多

的非典型例；此外，互斥思維及空間視覺問題的解決，可透過分類範圍的界定以及強調

分類準則中圖形所具有的屬性。 

陳創義（2006）的分類教學的實驗有三個發現：第一、強化理路的數學分類概念教

學有助於概念的學習。第二、在國中實施強化理路的數學分類概念教學是可行的。第三、

強化理路的數學分類概念在數學的後續發展是很重要的。此後，林柏嘉（2009）探討改

善四邊形辨識迷思的教學策略，所提出的兩種策略之中有一者亦為分類教學策略，研究

結果發現兩種策略均幫助學生改善四邊形辨識的迷思，惟分類教學策略有效的原因，在

於學生進行分類操作時，注意力由圖形輪廓進入了圖形結構，分類所完成的結果，提供

學生命名的脈絡與包含關係的理解。 

上述分類教學概念整體而言，包含關係是涉及某概念從一般到特殊分成不同層次的

階層分類，其概念的發展是建立在逐步幫助學生排除圖形辨識的認知障礙；而分類教學

之所以能夠做到這一點，是因為學生在圖形分類的歷程中，首先會把注意力集中在圖形

的性質，再者在命名時掌握圖形的定義，至終在判斷包含關係時，藉由將一個概念的某
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些性質刪除而導致更一般的概念形成，或藉由增加一些新屬性或取代概念中原有的屬性

而形成特殊性，因此分類教學會對學生在四邊形包含關係學習有效。 

三、本研究進行之教學實驗的教學模式 

本研究參考陳創義（2006）與林柏嘉（2009）的分類教學實驗，利用圖卡分類設計

成如下的教學模式，如圖 2： 

 

圖 2  研究進行教學活動流程圖 

上圖含示，分類活動的主要目的是為了打破學生對各種四邊形的典型心像，使學生

不是藉由圖形的外觀來辨識圖形，而是透過分類準則中的關鍵性質來辨認圖形的特徵，

並發現某一分類群體中共有的性質或規則。在關鍵性質方面（如表 2），本研究再細分單

準則與雙準則兩類。單準則是指分類時僅用到某一幾何性質，諸如活動一到四（如表 2）

分別用到四邊形的對邊平行性質、四內角皆為直角、四邊等長以及按相等邊長數目等單

準則性質，惟正方形不僅四內角相等，其四邊亦等長，亦即具有兩種幾何性質，由於在

正方形的辨識上需要觀察到兩個性質，因此本研究安排活動五依雙準則性質來分類。 

此教學模式中「提問」的主要目的是橋接分類與命名兩個教學活動。當圖卡分類活

動後，教師藉由「提問」鷹架學生進行圖形命名，教師引導提問的問題例子可以是「你

們覺得有四個直角的四邊形可以叫作什麼？」當學生能夠對圖形命名，釐清圖形的概念

定義後，教師再經過「提問」，讓學生利用定義思考圖形之間的包含關係，引導的問題

可以是「正方形算不算長方形的一種呢？為什麼？」 

結合分類活動與命名活動，並輔以引導提問，鷹架學生從幾何定義與性質出發，觀

察符合定義的各種圖形案例，並由定義與性質來思考不同圖形之間的關係。而引導提問

的主要用意是讓學生在利用幾何性質分類之後，能夠連結分類與命名之間的關聯性，並

以此關聯性來思考包含關係。 

綜合上述觀點，四邊形包含關係的認知關鍵在於學生能否打破四邊形的典型心像或
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語意影響，進而看見圖形的內在關鍵性質。當學生進行圖卡分類時，注意力由圖形輪廓

進入了圖形性質，教師的引導提問扮演輔助之角色，幫助學生利用圖形性質思考判斷並

促進其對包含關係的理解。因此，圖卡分類對於包含關係的學習能夠產生效果的關鍵因

素，應是讓學生的注意力進入圖形的性質，也就是說，看不見圖形的關鍵性質，就不可

能學好包含關係。惟有當學生看見關鍵性質，才有機會學習如何正確判斷包含關係。 

參、 研究方法 

本研究採前實驗設計法（pre-experimental design），以單組前後測量設計（one-group 

pretest-posttest design），參與者為新竹市立某國中八年級學生，教學者為本文第一作者，

研究主要探討以分類為本的教學活動是否能提昇學生判斷四邊形包含關係的成效。 

一、研究設計 

本研究是以分類為本的教學活動作為教學介入，其理念乃參考陳創義（2006）與林

柏嘉（2009）的分類教學實驗，結合命名活動，幫助學生澄清包含關係。本研究也採單

組前後測量設計，對學生學習成效進行分析，如表 1 所示。 

表 1  

單組前後測量設計表 

前測 教學介入 

（以分類為本的教學活動） 

後測 

O1 X O2 

註：O1 表示學生在教學介入前的「四邊形包含關係評量表」的表現；X 表示教學介入； 

O2 表示學生在教學介入後的「四邊形包含關係評量表」的表現。 

二、研究設計 

研究對象為研究者任教的三個八年級班級，人數共八十位，而教學介入的節數共五

堂課。由於實驗進行期間前後橫跨約四週左右，又適逢畢業典禮以及學校其他活動之因

素，其中有二十位未能全程參與，故有效樣本人數僅存六十人可進行後續分析。此外，

教學現場都是研究者全程進行教學，原則上教學流程的掌控會依據教案盡力維持相同步

調，但班級間與班級內仍有相當程度之差異，所以教師提問的問題會隨著當時的情況臨
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機應變而有所不同，惟可確定的是分類活動之流程是完全相同。 

三、研究工具之發展 

研究者為了解參與者對各種四邊形的想法，先將前測問卷設計成六個試題：請學生

分別畫出一個正方形/長方形/菱形/平行四邊形/梯形/箏形，並說說你是怎麼知道所畫的

是正方形/長方形/菱形/平行四邊形/梯形/箏形。接著，研究者以自編之「四邊形包含關

係評量表」對參與者進行施測，以了解參與者對四邊形包含關係的判斷表現。前、後測

工具的設計是根據教育部（2008）公佈的能力指標 S-4-03「能透過形體之刻畫性質，判

斷不同形體之包含關係。」以及八年級分年細目 8-s-18「能從幾何圖形的判別性質，判

斷圖形的包含關係。」例如：正方形和矩形的包含關係、矩形和平行四邊形的包含關係、

菱形和平行四邊形的包含關係、菱形和箏形的包含關係。本研究也將正方形和平行四邊

形的包含關係、正方形和菱形的包含關係納入前測試題。雖然梯形與平行四邊形彼此互

斥，沒有包含關係，但本研究希望也能從前、後測看出學生是否能澄清兩者的關係為互

斥，所以將梯形與平行四邊形的關係一併納入評量試題。 

考量到包含關係涉及正命題和逆命題這雙重概念的理解，因此問卷試題設計每種包

含關係都有兩小題是非題用來檢測學生是否真的理解包含關係。例如正方形和矩形的包

含關係試題包含（1）正方形是長方形的一種，以及（2）長方形是正方形的一種。這份

評量工具包含教學介入前的前測（O1），以及教學介入後的後測（O2），前、後測的問

卷是完全相同，重複施測，本研究以此兩者施測結果的進步幅度作為以分類為本的教學

介入之成效。 

四、教學活動設計（以分類為本的教學活動） 

(一) 分類圖卡 

考量到分類活動中需要經驗許多的非典型例，因此研究者針對正方形、長方形、菱

形、平行四邊形、梯形與箏形等不同形狀的四邊形，設計成以下二十八種圖卡，其中包

含典型例與非典型例，每張圖卡均經過護貝再貼上磁鐵，如圖 3： 
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圖 3  本教學實驗所用的四邊形分類圖卡 

(二) 分類活動與準則 

以分類活動為本的教學活動共五個（如表 2），每個教學活動流程大致相同，以活動

二為例，首先是教師發給每位同學一人一張圖卡，提出：「請同學觀察圖卡上的四邊形

有沒有四個直角？」的問題。教師將黑板分成兩個區域，一個區域是有四個直角的四邊

形，另一個區域是沒有四個直角的四邊形。請學生將手上的圖卡完成分類，將圖卡按個

人的判斷貼在黑板上的某一區域，最後請同學觀察每一張圖卡的分類是否正確無誤，如

圖 4。 

 

圖 4  活動二的分類結果 
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表 2  

各分類活動的幾何性質準則與命名一覽表 

活動 

編序 

準則數 各準則的關鍵幾何性質 命名 

一 單準則 

 

按四邊形對邊平行的組數分類： 

1、有兩組對邊平行的四邊形。 

2、只有一組對邊平行的四邊形。 

3、沒有任何一組對邊平行的四邊形。 

梯形與平行四

邊形的命名 

二 單準則 按四邊形的四個內角是否皆為直角分類： 

1、四個內角皆為直角的四邊形。 

2.、沒有四個直角為內角的四邊形。 

長方形的命名 

三 單準則 按四邊形四個邊長是否皆相等分類： 

1、四個邊長皆相等的四邊形。 

2、沒有四個等長的邊的四邊形。 

菱形的命名與

菱形和平行四

邊形的包含關

係 

四 單準則 按四邊形邊長是否相等分類： 

1、恰有三個邊相等的四邊形 

2、有兩組鄰邊分別相等的四邊形。 

3、有兩組對邊分別相等的四邊形。 

4、恰有兩邊相等，另兩邊不相等。 

5、四個邊都不相等的四邊形。 

箏形的命名 

五 雙準則 按「四邊形四邊長是否皆相等」與「四邊形內角是

否皆為直角」雙準則分成 

1、四邊等長且四角都是直角的四邊形； 

2、四邊等長且沒有四個直角的四邊形； 

3、四內角皆為直角且沒有四等邊的四邊形； 

4、沒有四等邊且沒有四個直角為內角的四邊形。 

正方形的命名 

分類活動結束後，教師藉由提問引導學生進行圖形命名，提問的問題可以是「你們

覺得有四個直角的四邊形可以叫作什麼？」當學生能夠對圖形命名，釐清圖形的概念定

義後，教師再次藉由提問，讓學生利用定義思考圖形之間的包含關係，提問的問題可以
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是「根據這個定義，長方形的長與寬有沒有規定要不一樣長？」、「正方形算不算長方形

的一種呢？為什麼？」、「長方形算不算正方形的一種呢？為什麼？」，最終再引導學生

正確地判斷四邊形的包含關係。 

肆、 研究結果與討論 

一、學生在四邊形概念的原始表現與迷思概念分析 

(一) 學生在四邊形包含概念的原始表現 

1. 六大類包含關係的前測表現 

六大類包含關係的前測表現皆不高，以正方形與長方形包含關係的答對率最高，為

48.3%，其次是正方形與平行四邊形的包含關係，為 45.0%。再依序是「菱形與平行四

邊形」、「正方形與菱形」、「長方形與平行四邊形」、「菱形與箏形」。可見各大類包含關

係的難易度是有差別的，其中「菱形與箏形」的包含關係的難度最高，如表 3： 

表 3  

六大類包含關係前測答對率一覽表（N=60） 

包含關係 是非題試題內容 
各小題

答對率 

兩小題皆正確 

之答對率 

正方形 

與長方形 

(1)正方形是長方形的一種。 53.3% 
48.3% 

(2)長方形是正方形的一種。 83.3% 

正方形 

與菱形 

(1)正方形是菱形的一種。 75.0% 
36.7% 

(2)菱形是正方形的一種。 46.7% 

菱形 

與平行四邊形 

(1)菱形是平行四邊形的一種。 55.0% 
38.3% 

(2)平行四邊形是菱形的一種。 71.7% 

正方形 

與平行四邊形 

(1)正方形是平行四邊形的一種。 55.0% 
45.0% 

(2)平行四邊形是正方形的一種。 81.7% 

長方形 

與平行四邊形 

(1)長方形是平行四邊形的一種。 60.0% 
36.7% 

(2)平行四邊形是長方形的一種。 60.0% 
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表 3（續） 

菱形 

與箏形 

(1)菱形是箏形的一種。 71.7% 
33.3% 

(2)箏形是菱形的一種。 48.3% 

2. 梯形與平行四邊形互斥關係的前測表現 

梯形與平行四邊形互斥關係的前測表現也不高，答對率僅 33.3%，如表 4： 

表 4  

梯形與平行四邊形互斥關係前測答對率一覽表（N=60） 

互斥關係 是非題試題內容 
各小題

答對率 

兩小題皆正確 

之答對率 

梯形 

與平行四邊形 

(1)梯形是平行四邊形的一種。 58.3% 
33.3% 

(2)平行四邊形是梯形的一種。 56.7% 

(二) 學生在四邊形概念的迷思概念分析 

研究者將參與者作答的部分內容節錄如下： 

1. 正方形的描述 

部分學生對正方形只強調邊長屬性，其描述為「四個邊的長度都相等」的四邊形（如

圖 5），鮮少去注意角度的屬性，例如內角為直角。由此也發現，學生習慣注意圖形邊長

的屬性，不易知覺其角度的屬性。 

 

圖 5  學生對正方形描述 
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2. 長方形的描述 

部分學生受到語意的影響，認為長方形必須是「長長的四邊形」，也就是長方形的

鄰邊必須不等長（如圖 6）。 

    

圖 6  學生對長方形的構圖與描述 

3. 菱形的描述 

部分學生受到典型心像的影響，認為菱形是斜擺的正方形，不接受內角都不是直角

且四邊等長的四邊形為菱形。對菱形描述為「它和正方形一樣，四邊等長」，如圖 7；然

而，也有學生對菱形的描述為「角度都不等於 90 度」，可能存在「正方形不是菱形」這

種互斥的思維，亦即菱形的「低度外延」現象，如圖 8。 

     

圖 7  學生對菱形的構圖與描述 圖 8  菱形的低度外延現象 

4. 梯形的描述 

有些學生對梯形與平行四邊形的互斥關係理解上有困難，把梯形描述為「有一組對

邊平行的四邊形」，解讀成「至少有一組對邊平行」的四邊形，導致有「平行四邊形也
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是梯形」的迷思概念。另外，少數學生認為梯形是形狀長得像「梯子」的圖形如圖 9，

惟學生所畫的梯形並不是一個「四邊形」。茲舉例如下： 

 

圖 9  學生對梯形的構圖與描述 

5. 平行四邊形的描述 

部分學生受到平行四邊形典型心像的影響，認為平行四邊形內角不可等於 90 度，

不接受正方形或長方形為平行四邊形的一種，如圖 10。另外，有些學生對平行四邊形的

描述為「兩雙對邊平行且鄰邊不等長」，可能存在「菱形不是平行四邊形」互斥的思維，

如圖 11。 

     

圖 10  學生對平行四邊形的構圖與描述 圖 11  平行四邊形的低度外延現象 

6. 箏形的描述 

學生的典型（prototype）心像容易導致無法接納非典型圖形，例如一些學生受到箏

形典型心像的影響，認為箏形一組鄰邊和另一組鄰邊不等長（如圖 12），可能將「四邊

等長」的四邊形排除在外，導致認為菱形不屬於箏形。此外，部分學生將箏形描述為「四

邊相等」（如圖 13），可能導致有「箏形是菱形」的錯誤認知。 
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圖 12  對箏形的典型心像 

     

圖 13  學生對箏形的構圖與描述 

二、以分類為本的教學活動對學生學習四邊形包含關係的表現與成效 

六大類包含關係的後測表現，難易度也是有差別的，以「正方形與長方形」、「正方

形與菱形」、「正方形與平行四邊形」的表現並列最優，答對率均為 81.7%，其次分別是

「長方形與平行四邊形」、「菱形與平行四邊形」、「菱形與箏形」。可見經過教學介入後，

「菱形與箏形」的包含關係難度仍是最高，「菱形與平行四邊形」的難度次之。 

(一) 正方形與菱形的包含關係之表現與成效為最好 

從表 5 可以發現，學生經過教學介入後的表現與成效最好者，是正方形與菱形的包

含關係，可能是因為其包含關係對國中生較為容易，這與陳明新（2015）利用動態環境

下探討四邊形包含關係之認知情形的研究結果符合，其發現國小學童在認知上容易接受

正方形是菱形的一種。 
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表 5  

六大類包含關係評量前、後測答對率(N=60)的比較表 

包含關係 是非題試題內容 
各小題答對率 

兩小題皆正確 

之答對率 

前測 後測 前測 後測 進步 

正方形 

與長方形 

(1)正方形是長方形的一種。 53.3% 85.0% 
48.3% 81.7% 33.3% 

(2)長方形是正方形的一種。 83.3% 88.3% 

正方形 

與菱形 

(1)正方形是菱形的一種。 75.0% 96.7% 
36.7% 81.7% 45.0% 

(2)菱形是正方形的一種。 46.7% 83.3% 

菱形 

與平行四邊形 

(1)菱形是平行四邊形的一種。 55.0% 83.3% 
38.3% 76.7% 38.3% 

(2)平行四邊形是菱形的一種。 71.7% 81.7% 

正方形 

與平行四邊形 

(1)正方形是平行四邊形的一種。 55.0% 90.0% 
45.0% 81.7% 36.7% 

(2)平行四邊形是正方形的一種。 81.7% 90.0% 

長方形 

與平行四邊形 

(1)長方形是平行四邊形的一種。 60.0% 90.0% 
36.7% 80.0% 43.3% 

(2)平行四邊形是長方形的一種。 60.0% 86.7% 

菱形 

與箏形 

(1)菱形是箏形的一種。 71.7% 71.7% 
33.3% 63.3% 30.0% 

(2)箏形是菱形的一種。 48.3% 78.3% 

平均 63.5% 85.4% 39.7% 77.5% 37.8% 

(二) 菱形與箏形的包含關係之表現與成效為最差 

另外，本研究也發現菱形與箏形的包含關係的後測表現最差，只有 63.3%，成效也

最差，僅進步 30.0%，這可能是由於箏形之定義對國中生而言是較難理解的，且學生對

箏形的典型心像似乎難以打破，認為箏形是兩組鄰邊分別等長的四邊形，但限制「四邊

必須不等長」，導致其認為菱形不屬於箏形。為何學生經過分類活動後，仍難以打破箏

形的典型心像，或難以理解箏形的定義，這值得後續的研究探討。 

(三) 梯形與平行四邊形互斥關係的表現與成效 

從表 6 可發現，學生經過圖卡分類後能理解梯形與平行四邊形互斥關係，從前測的

33.3%進步到後測的 60.0%，這些學生能夠看見並非任意兩個四邊形都有包含關係，或

許這也是圖卡分類教學的成效之一。 



68  臺灣數學教師  第 35 卷第 2 期 

 

表 6  

梯形與平行四邊形互斥關係評量前、後測答對率(N=60)的比較表 

互斥關係 是非題試題內容 
各小題答對率 

兩小題皆正確 

之答對率 

前測 後測 前測 後測 進步 

梯形 

與平行四邊形 

(1)梯形是平行四邊形的一種。 58.3% 80.0% 
33.3% 60.0% 26.7% 

(2)平行四邊形是梯形的一種。 56.7% 78.3% 

伍、 結論與建議 

一、結論 

(一) 中學生對四邊形包含關係的迷思概念方面 

本研究結果發現，中學生對四邊形包含關係的迷思概念有以下三種：第一，學生習

慣注意矩形和正方形邊長的屬性，不易知覺其角度的屬性。第二、學生的典型（prototype）

心像容易導致無法接納非典型圖形。第三、學生對梯形與平行四邊形的互斥關係理解上

有困難。 

(二) 以分類為本的教學活動對國中生學習四邊形包含關係的表現與成效方面 

1. 成效方面 

經過以分類為本的教學活動後，研究發現學生在長方形和正方形的概念與包含關係

有一些改善，成效有明顯的進步，各大類包含關係兩小題皆正確的平均答對率由前測

39.7%提升到後測 77.5%，且每大類包含關係後測的答對率皆不低於前測的答對率，可

知學生的四邊形包含關係理解經過以分類為本的教學活動後，大都能有效地改善。 

2. 表現方面 

正方形與菱形的包含關係之後測表現與成效為最好，菱形與箏形的包含關係之表現

與成效為最差，梯形與平行四邊形互斥關係的後測表現，則達 60.0%。 

3. 包含關係的難易度比較 

無論教學介入前後，四邊形包含關係的難易度皆有差別，但教學介入後的難易度沒

有太大改變。後測結果的難易度以「正方形與長方形」、「正方形與菱形」、「正方形與平
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行四邊形」的表現並列最優，其次分別是「長方形與平行四邊形」、「菱形與平行四邊形」、

「菱形與箏形」，菱形與箏形包含關係的難度維持最高。 

二、建議 

(一) 研究結果發現，菱形與箏形包含關係的難度維持最高，原因可能是箏形之定義對國

中生而言是較難理解的，且學生對箏形的典型心像似乎難以打破，導致其認為菱形不屬

於箏形。為何學生經過分類活動後，仍難以打破箏形的典型心像，或難以理解箏形的定

義，這值得後續的研究探討。 

(二) 本實驗設計缺乏控制組做比較，也無法確定在前、後測之間是否有其他事件介入而

影響實驗結果，或許有其他影響因素混淆實驗結果，因此不宜將研究結果過度解讀。 

(三) 目前的教科書設計中，大多直接為幾何圖形下定義，在分類的準則與概念沒有太多

的著墨，建議教師可參考分類活動與引導提問幫助學生釐清四邊形的概念。 

(四) 研究結果也發現，八年級國中生對四邊形包含關係的理解在前測之表現不高，且根

據本研究結論，我們得知無論教學介入前後，四邊形包含關係的難易度皆有差別。因此，

包含關係的教學可能不宜將四邊形之間所有的包含關係以一個包含圖表直接呈現給學

生，建議教師在四邊形各包含關係的教學宜分開進行。 

(五) 從本研究的前、後測結果以及進步情形來看，以分類為本的教學實驗可幫助大部分

八年級國中生理解四邊形的包含關係，主要原因是因為四邊形包含關係的認知關鍵在於

學生能否看見圖形的內在關鍵性質，因此建議教師在本課題的教學，宜著重於幫助學生

看見各四邊形的性質。 

(六) 由本研究結果得知，正方形與菱形的包含關係之後測表現為最好，進步幅度也最大，

因此本研究的分類教學適合八年級國中生學習「正方形與菱形的包含關係」。又依據各

包含關係表現的進步幅度由大到小排列，本研究建議四邊形包含關係的認知發展路徑可

為「正方形與菱形」→「矩形與平行四邊形」→「菱形與平行四邊形」→「正方形與矩

形」→「菱形與箏形」→「梯形與平行四邊形」。 
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