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序言 
楊德清 

國立嘉義大學數學教育研究所 

 

「此刻打盹，你將做夢；而此刻學習，你將圓夢。」這是高掛在

哈佛圖書館的二十條訓言之一，也是哈佛大學鼓勵學生們勤勉不懈的

教誨，也許我們都不曾親眼所見，然哈佛圖書館的凌晨四點半卻是燈

火通明的。臺灣數學教師電子期刊也以上述這一句話與大家共勉之，

本期刊將秉持終身學習、隨時學習的精神，為教育做更大的貢獻。 

本期TJMT容納了二篇相當好之文章：首篇是陳仁義教授之一個隨機遊

戲中的機率理論註解，作者以基礎的機率理論為立足點，並從具體操

作中尋找與探索線索，進而形成和推導「貝氏定理」的理論結果。對

機率概念相關的教學具參考價值。第二篇是賴孟龍教授與陳芸鍾之三

至五歲幼兒基本加減法的發展:「性別」&「社經地位」的差異開始了

嗎? 本文之主要目的在探究「不同年齡」、「不同性別」，以及「不同

社經背景」的學齡前幼兒在基本加減法原則的理解。對於社經背景是

否對學齡前幼兒的表現產生差異，讀者可在文中獲悉。 

最後，期盼臺灣數學教師電子期刊未來能夠更加成長與茁壯，並

對數學教育付出更多的貢獻。 
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一個隨機遊戲中的機率理論註解 

陳仁義 

南華大學資訊管理系 

摘要 

此篇文章是以陳仁義、魏志安和鄭信源 (2007) 的具體操作之實驗性遊戲為基礎，

在理論方面作出適當的聯結和延伸性推導。經由一個簡單而有趣的隨機性遊戲為平台，

他們帶領一些國中同學在「模擬操作」過程體會其中所蘊含「機率概念」的奧妙之處，

結果在極短時間之內就有顯著的學習成效。本研究對象則是推廣到從事數學教育工作的

在職進修班上，相當於是這些國中同學的師長們，我們也將這個有趣而似弔詭 (Paradox) 

的隨機性遊戲 (Monty Hall) 之問卷請他們回應，有趣的是在初始的直覺回答中，典型的

回應和國中同學們相當一致，堪稱為老少咸宜的遊戲題材。為了引領這些從事數學教育

工作者，可較為深入而廣泛地體驗遊戲背後所蘊含的「機率理論」之推導過程，我們讓

老師們利用同一亂數表來具體操作這個「模擬遊戲」之後，他們很快地調整初始階段所

堅持的直觀反應，也極端訝異於『亂』數表所呈現的亂中有『序』狀態。藉此帶領大家

嘗試來發現形成理論的一些可能推導線索(Clue)，樹狀圖歸類法引用了進來，分化征服法 

(Divide and Conquer) 的技巧可讓大家強化概念。緊接著是如何有效鋪陳理論推導架構，

我們將精簡型樹狀圖轉化成較為複雜的線形結構，以呼應出樣本空間和事件的表示法，

因而在最為基礎性的「機率理論」中找到立足點，進而從具體操作中找出線索，以形成

和推導「貝氏定理」的理論結果，彼此間的緊密聯結性也就浮現了出來。此外，相關的

問題也將加以討論。 

 

關鍵詞：樹狀圖，隨機模擬，樣本空間，貝氏定理。 

 

 

 

通訊作者：陳仁義zychen@mail.nhu.edu.tw 
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一、研究動機和背景 

經由一個簡單而有趣的隨機性遊戲為平台，陳仁義、魏志安和鄭信源 (2007) 利用

一個亂數表來具體操作這實驗性遊戲，帶領一些國中同學在「模擬操作」過程體會其中

所蘊含「機率概念」的奧妙之處，結果在極短時間之內就有顯著的學習成效。我們也將

這一個容易瞭解和回答的機率遊戲推廣，在相關課程：基礎數學、機率理論、統計應用、

決策分析和通識課程等教學活動中練習，同學們都感受到一種新的體驗，進而改變了對

嚴謹數學語言的刻板印象，有了較為可親近的感覺。此篇論文是記錄了個人在推廣研究

過程中的一些轉折、聯結和心得等點滴，正好是碰上從事數學教育工作的在職進修同學，

激盪起的一些火花也就成了本文的主要研究素材。我們將這個有趣而似弔詭 (Paradox) 

的隨機性遊戲 (Monty Hall: Friedman, 1998; Gillman, 1992; Morgan et al., 1991) 之問卷先

請在職進修的同學們回應，有趣的是在初始的直覺回答和堅持己見反應中，典型的回應

和國中同學們有相當的一致性，可堪稱為老少咸宜的絕妙遊戲題材。為了引領這些從事

數學教育工作者，可較為深入而廣泛地體驗遊戲背後所蘊含的「機率理論」之推導過程，

接下來也是讓老師們利用同一亂數表來具體操作這個「模擬遊戲」，各自完成之後，大家

均可調整問卷階段所的直觀反應，但是初衷堅持所引發的種種疑惑，還是久久不能散去，

到底是學習數學的、且是從事數學教育工作者。此外，他們也極端訝異於『亂』數表所

呈現的亂中有『序』狀態。藉著醞釀成形的蓄積動能，帶領大家嘗試發現形成理論結果

的一些可能推導線索(Clue)，也就成了本文的主要研究動機。樹狀圖歸類法引用了進來，

分化征服法 (Divide and Conquer) 的技巧可是讓大家豁然開朗。緊接著所面對的最大挑

戰是如何有效鋪陳出理論推導架構，我們將樹狀圖轉化成較為複雜的線形結構，以呼應

出樣本空間 (Sample Space) 和事件 (Event) 的表示方式，因而在最為基礎性的「機率

理論」中找到了立足點，進而就是引用「貝氏定理」推導出理論結果來，於焉大功告成。

因此，也就成了本文的機率理論註解。 

 

在職進修同學的問卷回應，典型的回應和國中同學們有相當的一致性，可說是老少

咸宜問題的『看山是山』之直觀性回應，我們在第二節中有扼要的整理。而在第三節中，
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讓同學們利用一個簡單亂數表來動手具體操作以親身體會，我們從中整理了實際體驗之

後的『看山不是山』之學習心得。其中的奧妙處，或可嘗試找尋其間的科學思維、條理

和理論線索，最為自然的表示方法有樹狀圖歸類法呈現在第四節當中，並以分化征服法

加以討論，將同中存異的遊戲問題條理化，在『看山不是山』的慌亂心理狀態之下，似

又可以依稀找到山的模樣來。此外，我們將樹狀圖轉成線形的樣本空間和事件表示法，

進而引用「貝氏定理」推導出理論結果，回到了『看山是山』的另一境界，這些都呈現

在第四節當中。最後的第五節中有個簡單結論。 

 

二、問卷回應與整理 

此研究推廣到從事數學教育工作的在職進修班，希望能初步瞭解他們的直觀反應。

遊戲規則的說明是三個門以 1、2、3 數字區別之，主辦單位只在其中一個門放著獎品，

參加者在 1、2、3 中擇一，主持人公布是否得獎前會將沒有被參加者選中的兩個門之一，

打開給大家看確定沒有超級獎品，緊接著主持人就問參加者：「要不要換成尚未被打開

的那一個門？」。除了有「是、否」換門之簡答外，我們也讓大家把內心的想法和較為

深入的直觀反應以文字表達出來 (詳細內容可參見陳仁義、魏志安和鄭信源，2007)。 

從回收的 32 份問卷中有 5 位同學「會更換」、27 位則是「忠於原味」。我們進一步

分析第一群的 5 份問卷中，都是認為「更換」之後的中獎機率變大而改變心意，其中有

兩位進一步寫出中獎機率由 1/3 提升為 1/2，只有一位進一步寫出正確的中獎機率為不

換 1/3、換 2/3。或許是從事於數學教育工作的這些在職進修同學們，已經具備有足夠的

數理基礎，會優先從量化的機率值比較來作決策。另一方面的第二群多數者，從 27 份

「忠於原味」問卷的整理中，大部份同學相信自己的第一直覺，就算是因此而不中獎也

無妨，該是您的就不會跑掉；也有同學認為，當主持人開了門之後，換與不換均有一半

機會中大獎，因此不想改變自己的原本選擇。一些有趣而多樣的典型回應和國中同學們

有相當的一致性，值得我們深思，例如，「如果是因為改變決定而錯失，反而會責怪自

己不堅定。」、「因為可能改變心意之後，會選到沒有獎品的門。」、「完全按照第一時間

的直覺來決定，不會因為是否打開其中一個沒有獎品的門而改變心意。」、「如果最後沒
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有得到超級獎品，心情就會由高點降到低點，可以說明「愛你所擇，擇你所愛」。」、「是

你的就跑不掉。」、「已下定決心，就不要更改。除了考驗你對機率的看法外，也是有玩

心理戰的感覺，意志不堅定的人或許易於陷入猶疑不定的情境當中。」、「就算中獎的機

率可能改變，但並沒有任何理由顯示自己的選擇是錯誤的，因此，堅持自己的選擇即

可。」、「既已決定，就不更改了，緣份天注定囉！」、「這種機會的問題，就相信自己的

直覺。」、依個人性格仍會擇善固執，平心以對。」、「相信自己的初衷，得者幸運、不

得運也。」、「一開始既已選定了，中或不中獎則是由運氣來決定。」、「若是忠於原味而

失敗則會平心靜氣接受結果，否則因為改變卻失敗了將會比較懊惱。因此，更要相信自

己的直覺。」、「因為不管選擇哪個門，最後的結果皆是從二個門中擇一，我認為機率各

為 50%，所以不會換。」、「目前未被打開的二個門都有可能放著超級獎品，得獎與否的

機率應是相同的。」、等等。這可從不同背景因素和面向來瞭解，也許只是賭賭運氣、

或想遊戲一下；或許只是「當下」決定、或已覺察到中獎機率由原來的 1/3 提升為 1/2。

在主持人開啟一個沒有獎品的門之後，大部份同學認為「當下」的決定變成為「二擇一」

的機會，也就是中獎機率由原來的 1/3 變成 1/2，這是合理的想法。可算是老少咸宜的

『看山是山』之直觀反應。 

 

三、 具體操作和體驗 

為了讓同學們在動手操作中體驗『隨機性』真諦之一二，我們先以簡單的投擲骰子

為開端，藉由亂數表來模擬真實的投擲情境，除了熟悉亂數表的特性之外，也體驗到了

多次重複的實驗模擬情境，其中有兩位同學的心得或可反應端倪：“在修讀此課程之

前，對於機率、統計的學習總是拘泥於理論現象，不知道如何地靈活應用和有效學習，

甚至在課室教學，只能死板版地介紹相關內容。經過這次的模擬遊戲，讓我豁然開朗，

原來理論也可以賦予生命，感受到亂數表親切的一面，以及為何可作為隨機取樣的方

式，更激發了我未來課室教學的創新理念，收穫頗為豐富。＂(哲源) ； 以及“經由這

一次的活動操作，讓我對教學新生幾許不同的省思，也激盪出不同的思緒，在冰冷生硬

的數學理論架構，在學生心中嚴肅無聊得數學世界裡，其實是可以透過活動賦予它生命

力和活力的，諸如這一次，利用亂數表為平凡無奇的骰子投擲，增添了許多意想不到的
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精采呢！我想，這是我往後在教學活動中又獲得的一項可貴的豐富資產喔！＂(奇婉)。 

 

為了運用同一個亂數表來具體操作我們研究中的隨機性遊戲 (Monty Hall)，就請同

學們進一步認識附表一的亂數表，我們隨機選取 300 個亂數值且劃分為三區，對應著三

組的同學且讓參與同學有個人專屬的具體操作之『初始值』，例如：附表二中實驗次別 1

的第一個亂數值 0.327，位於亂數表中的第 30 列和第 9 行 (i.e., [29, 8])，是對應到

第三組的 8 號同學之初始位置。我們將此遊戲規則之獎品隨機放在三個門之一 (獎品固

定放的情況可參見陳仁義、魏志安和鄭信源，2007)，將遊戲實驗具體操作次數設定為

60 次，首先是決定獎品隨機位置、參加者選擇的門號，因為是完全隨機的選取，因此以

我們依機率相等原則設定：亂數值落於 [ 0, 1/3 ) 選擇1 號門、介於 [ 1/3, 2/3 ) 則選

取2 號門、如果落在 [ 2/3, 1 ] 之中則選取3 號門；其次是主持人決定開門時有兩種情

況：一是當亂數值決定的獎品位置和參加者選擇的門號相同時：例如均是2 號門則主持

人可以開門的選擇有1 號或3 號門，因此主持人所打開的門號是二擇一，所以亂數值落

於 [ 0, 1/2 ) 則選擇1 號門、落於 [ 1/2, 1 ) 則選取3 號門，附表二中的實驗次別 11 (選

擇1 號門)、次別 24 (選擇1 號門)、次別 29 (選擇3 號門)、次別 48 (選擇1 號門)；門

號均是1 號門相同時，主持人可以開門的選擇有2 號或3 號門，亂數值落於 [ 0, 1/2 ) 則

選擇2 號門、落於 [ 1/2, 1 ) 則選取3 號門，附表二中實驗次別 14、20、25、26 等均

選擇了2 號門。二則是另一種情況的獎品位置和參加者選擇的門號不同時：例如亂數值

選中1、3 號或3、1號門的話，主持人只能打開唯一尚未選中的2 號門，例如附表二中

的實驗次別 3、5、6、10、14、18 等均是。附表二中完整呈現作業初始值為 0.327 的 60

次結果，最右兩行是以L(Loss)或W(Win) 代表『沒中獎』或『中大獎』的結果，我們進

而可確認一下『不換門中獎』、『換門而中獎』的實驗次數相加之後應等於總次數 60。 

依此請參與的同學依個人『初始值』回家練習，參考附表二的呈現方式將具體操作

的結

，我與大多數人的直覺想法一樣：主持人已經打開其中

一扇

果和個人在習作過程中的心得在兩週之後繳交一份報告。同學們遵循著相同的遊戲

規則，卻得到全然不同的個別結果，經過適當的轉化和整理，又可看到全然不同結果中

的一些共通點。 

 

當我第一次知道遊戲規則後

門，那麼，參賽者只剩下二個選擇，不管換門或不換門，中獎的機率都是 1/2。做

了這個模擬實驗後，讓我深深體會我的想法也許不夠縝密，因為我只考慮後後半段，

沒有考慮到主持人這個開門動作亦會影響參賽者換門中獎或不換門中獎機率，並非純
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果的

過程時，心中激起很大的體悟和聲響，也經過這樣的過程，更能體會隨機機率的趣味，

此問題時，單純的只以直覺、感性層面思考，我不想換，因為

這一

為我會認為最後

都是

而得到之結果為不換門中獎次數 40 次，換門而中獎

粹二選一，也體驗到直覺有時需要縝密的邏輯思考來驗證其真確性。這讓我想到機率

學是那麼深奧有趣，需要考慮的條件是多方面的，並非想像的那麼單純。(正順) 

經過這一次利用亂數表模擬參賽者的決定，自己在一次一次的試驗中，記錄結

記得在模擬大約二十幾次時，心裡發現，原來要換門而中獎的機率是比較高的！雖然這

只是一個小小趣味的遊戲，但在那當下，心裡可是非常雀躍的呢！在我實際的教學中，

將同樣的問題拋給我班上數理資質優秀的學生，看著他們有人直接說『不換！不換！』，

也有人質疑的說『當然要換！變一半機會耶！』而此時，也有幾位學生，透露著思考的

眼神表情，我想…這樣有趣又生活化的問題，激盪起他們的樂趣，以及探究思考的興趣

和精神吧！無論孩子的結果如何？決定如何？ 但數學培養思考的精神已經在他們心中

慢慢發酵了吧！(奇婉) 

一開始在課堂上回答

輩子沒福氣中過大獎，如果老天會讓我中獎，第一次就會讓我選中，如果老天不讓

我中獎，有再多的提示對我而言也起不了作用，全然沒有想到，可以用數學角度思考此

問題。在逐步完成此份模擬作業時，必須強迫自己在殘存的數學知識中，想辦法將試驗

結果合理化，幾番思考，皆無從符合老師已公布的答案。在此次完成報告的進程中，先

以亂數表模擬猜獎遊戲，並輸入於電腦中，以圖表、表格呈現其規律性，再尋找相關的

機率或統計理論合理說明模擬的結果，最後，在進行過程中，感受到數學與生活的連結，

說服自己不只可以直覺或感性層面，亦可以數學觀點思考此問題。而我們在教學過程

中，也應多給予學生機會，讓其從實作中體會「數學即生活」。(媺恬) 

在作本次實驗之前，我一直感覺因換門與否的中獎率應為 1：1，因

在兩扇門之間做決定，所以機率比應該相同，但是在做實驗的同時，發現換門中獎

的次數竟然越來越多！此時，不禁懷疑自己先前的假設，因為我是先假設機率比為 1：1

而開始做實驗紀錄的，而且實驗起初只做了 60 次，為了再進一步確認自己的想法，我

又多做了 30 次的實驗，發現卡方檢定的結果竟然還是否定了自己的假設，於是，我進

一步的重新建立假設，發現卡方檢定的結果換門與否的機率比真的為 2/3：1/3，才體會

到原來自己先前對遊戲的感覺也是一種迷思概念，而且起初對遊戲的感覺是ㄧ旦選擇以

後就應該堅持自己的想法，不要輕易變換，但透過本次實際去實驗，才發現原來要換門

獲獎的機率才會比較大！(欣涵) 

統計遊戲的模擬情形 120 次，
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的次

我才

此，我們和同學在課堂上進行事後的分享和討論，發表個人在具體操作中所體驗

的心

四、科學思維和理論註解 

在此遊戲當中，看似簡單卻可體驗隨機中隱含著必然，然而又見反常的決策現象。

如果

分別以 1、2、3

數為 80 次，恰好各佔 1/3 及 2/3，這實驗結果正好與上課時所講的機率符合，這是

一個很令人吃驚的結果，因為它與一般直觀的感覺不一樣，就直觀而言，相信會有很多

人是選擇不換的，除了有些人單純靠感覺決定以外，有許多人必定和我有一樣的感覺，

剩下兩個門，選擇哪一個門都是一樣的機率，然而事實呈現的數據卻令人訝異。(仕榮) 

起初，我的認知是，換門與不換門的機率一樣都是二分之ㄧ，在上課老師解釋完後，

知道換門後中獎的機率比較高，是三分之二，雖然用數學的角度下去看我接受了，

但總覺得還是有點認知衝突，不太能接受，但做完虛擬的實驗後，感覺有比較強烈了，

認知上也較能接受了。(晉瑋) 

 

藉

得和啟示，多數同學肯定了這種具體操作的學習方式，在作中學可以釐清一些抽象

的機率概念，並且從其他同學的類似而不相同的結果中，注意到不換門而中大獎機率為

1/2、1/2 想法應該要調整過來，來到了『看山不是山』的似是而非狀態。因此，我們在

第四節中呈現了兩種科學化方法，樹狀圖歸類法帶領著他們反思一下個人的具體操作，

也比較其他人的結果，或可逐漸體會出附表二第 7 行『主持人開門位置』的可能限制和

規律性。此外，遊戲中的運用機率來作決策思維，正如陳仁義、魏志安和鄭信源 (2007) 

提出的觀點：『然而「機率概念」所要解釋和延伸的，並非僅止於「一個人」在「當下」

的情況，而是可以想像成在一個「共同體」或「長期性」的情境中，孕育著、互動著和

遷引著，如此地一路下來，穩定的條理化狀態於焉形成，科學化思維方法當可引用進來。』 

 

可以運用科學方法來釐清，以發現條理性所在，是個有趣的探索、學習、和體驗。

我們試圖以科學化的數理符號語言和一些角度來探索這個有趣問題： 

在遊戲開始之前，主辦單位準備了三個門 (D: Door) 的箱子，門上
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數字區別之，只有其中一個門後已放著超級獎品，分別以 1 2 3D , D , D  表示第 1、2、3 個

門放著超級獎品；遊戲開始之後，參加者 (G: Guest) 在 1 門中擇一，分別以

1 2 3G , G , G   表示參加者選擇第 1、2、3 個門；緊接著主持人 (H: Host) 正式公布得獎

先賣個關子，將沒有被參加者選中且不是放著超級獎品的唯一門或兩門之

一，打開給大家看確定沒有超級獎品，分別以 1 2 3H , ,

、2、3 個

與否之前會

 Η  Η 表示主持人打開第 1、2、3 個

門。我們先呈現出最為自然的樹狀圖歸類法，以 化征服法；順著轉成為樣本空

間和事件表示法，在最為基礎性的「機率理論」中找到了立足點；最後以「貝氏定理」

推導出理論結果，完成了理論註解，也回到了『看山是山』的另一境界。 

 

呼應出分

（一）、樹狀圖歸類法： 

法，很自然的會作適當歸類來簡化問題，若再以層次的

方式

人類對於複雜問題的處理方

伸展開來，則可作為較高維度的呈現，其中的師法自然界之樹狀圖就成了最有用的

媒介，如圖 1 所示，將可能發生的事件依次而關聯地展現在圖中；至於不會發生的事件

就沒有在圖中顯示出來。遊戲開始 (S, Start)，主辦單位隨機地在三門之中的一個門後

放著超級獎品，分別由 1 2 3D , D , D  的路徑下來，正如圖中的第一層路徑所示；遊戲開始

之後，參加者並不知道獎落何處的情況下，也就隨機地在三個門 1、2、3 當中擇一，分

別由 1 2 3G , G , G  的路徑下來，正如圖中的第二層路徑所示。至此均是自由而隨機地選

取，因 條可能發生的路徑畫了出來。接下來主持人就不能完全此共有 9 自由而隨機的選

擇，只能二擇一、或是被迫接受其中之一，正如圖 1 中的第三層路徑所示：中間的分支

是為二擇一、兩旁的分支則分別都是唯一選擇。圖中任一節點往下一層的實線分支，建

構出所有可能的路徑；第三層節點往下的兩個虛線分支，則是分別代表不換門或換門的

結果。實線分支線上的數值代表著均勻機率分配值：唯一實線分支就是全數值 1、有兩

個分支就是全數值的一半為 1/2、有三個分支時則分別為 1/3；虛線分支線上的數值代表

著相應路徑共同形成的可能性或機率值，也就是相應路徑上實線數值相乘積的結果，其

中同一節點往下的兩個虛線分支機率值是相等的，只是第四層代表不換門的結果、而第

五層則是換了門的結果。值得注意的是：每一層的任一節點均代表著一個完整體，以全
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數值 1 來作標準化衡量值；其往下一層的實線分支之均勻分配值則是基於隨機地選擇，

因而是可能延伸路徑分支數的均分值。圖 1 樹狀圖呈現較為詳細的超級獎品放置門 2 的

分支；圖 2 中的樹狀圖則是呈現超級獎品放置其他兩個門 1、3 的分支之完整情形。 

 
 
 
 
 

圖 1：超 級 獎 品 放 置 在 門  樹 狀 圖 

 

1/9 1/18 1/18
 

2 的

 
 

1D  2D 3D  

1G  3G  2G

3H 1H 1H  

W 

W  L  L W 

W L L 

第一層： 
門後有獎品 

第二層： 
來賓選取門 

第三層： 
主持人 3H

S

1/3 
1/3 

1/3 

1/3 
1/3 

1/3 

1/2 1/2 1 1 

1/9 1/18 1/9 

開門 

不換門結果 

1/18

換了門結果 

1/9 
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圖 2： 超 級 獎 品 放 置 在 門 門 3 的 樹 狀 圖 

 
 

   從兩個樹狀圖當中，可以有效地聯結到附表二中所呈現出的具體操作之結果，並且

可體會到亂中有『序』的狀態，進而瞭解『第 7 行主持人可開門位置

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

1、

 

』的規律和限制，

只能二擇一 (當參加者正好選中了獎品所放置的門號時；也就是附表二中第 6 行需要有

亂數值時)、或是 當參加者選擇門號與獎品所放置門號不同時而要被迫接受唯一的第三

個門號 (也就是附表二中第 6 行不需要有亂數值的情況)，這兒正是蘊含著形成理論推

導的主要線索(Clue) 之一。 另一方面，樹狀圖提供了一種分化(Divide) 和征服

(Conquer)的自然呈現方法，也是可作為較高複雜度問題之簡單化、系統化、組織化的

1/9 1/9 1/9 1/9 1/18 1/18 

3D  

1G 2G  
3G  

2H 1H  2H 1H

1D  

2G  
3G  

1G  

3H  
2H  

3H  2H

S

2D

LW WL WL W

WLL WLW LW

L

1/3 

1/3 
1/3 

1/3 

1/3 
1/3 

1/3 
1/3 

1/3 

1/2 1/2 1/2 1/2 1 1 1 1 

1/9 1/9 1/9 1/9 1/18 1/18 1/18 1/18 

1/18 1/18 
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（二）、基礎機率理論解法： 

也提供了很好的聯結關係，然而在分支多的時候就

會

其 樣 的 代 著 號

重要準則，蘊藏在其中的也存有理論推導的另一線索。 

 

樹狀圖帶給我們極佳的視覺感受，

發生技窮狀態：無法完整的呈現在一張紙上、或舖成一個完整畫面等問題。另一方面，

樣本空間的線形而窮盡表示法可作為系統化之完整呈現，亦即將樹狀圖可能延伸路徑有

系統的條列整理出來。因此，圖 1 中的樹狀圖可形成獎品放置在門 2 的子樣本空間 2S 為  

2S  = {( 2D , 1G , 3H , L, W), ( 2D , 2G , 3H , W, L), ( 2D , 2G , 1H , W, L), ( 2D , 3G , 1H , L, W) }  

中每一 本點 第 1 位置 表 圖 1 中第一層的置放超級

，

獎品門 、第 2 位置代表著

圖 1 中第二層的來賓選取門號、第 3 位置代表著圖 1 中第三層的主持人開啟門號、第 4

位置代表著圖 1 中第四層的不換門結果、第 5 位置代表著圖 1 中第五層的換了門結果，

相近的討論方式可參考陳尚婷和陳尚瑜(2002, 頁 17-20)。同理，圖 2 中的樹狀圖可形成

獎品放置在門 1、門 3 的子樣本空間 1S 、 3S  分別可表為 

1S  = {( 1D , 2G , 3H , L, W), ( 1D , 1G , H  W, ), ( 1D , 1G , 2H , W3 ,  L , L),  L, W) }、 

少 極佳的 和聯 關 方式 但 個門以上的情況，

就可

每一個子樣本空間 、 、 的機率值是均分的 1/3 ( 是隨機地出現在三門之一)，

 W, L

位 為 W

   = {( , ), 

   (第 5 置 果均 W

( 1D , 3G , 2H ,

3S  = {( , H , L, W), ( 2 , W, L), ( 3 3 1 , W, L), ( 3 2 1 , L, W) }。 3D , 1G 2 3D , 3G , H D , G , H D , G , H

雖然 了 視覺感受 結 係之呈現 ， 要推廣到 3

易如反掌地條列出完整的所有可能出象(outcome)。此隨機遊戲的整個樣本空間為 

S  =  1S ∪ 2S ∪ 3S ， 

1S 2S 3S  獎品

是分別由 4 個樣本點的不均勻分配機率值 1/9、1/18、1/18、1/9 所加總起來，亦可以從

圖 1、圖 2 中分別找到完整的對應值。依此可整理出我們所關心的事件：以EN 、 EY 來

分別表示不換門(No)、換門(Yes) 的事件(Event)；Pr(E )N 、Pr(E )Y 表示分別事 的機 。

則EN  = { ( 2D , 2G , 3H , W, L), ( 2D , 2G , 1H , W, L), ( , H ), ( 1D , 1G , 2H , W, L), 

( , H , W, L), ( D G , H , W, L) } (第 4 置不換門結果均 )、 

件 率

1D , 1G 3 ,

3D , 3G 2 3 , 3 1

EY 2D , G H  L, W), ( D , G , H , L, W), ( 1D , 2G , 3H , L, W), ( 1D , 3G , 2H , L, W1 , 3 2 3 1

       ( 3 1 2 , L, W), ( 3 2 1 , L, W) } 位 換了門結 為 )。 D , G , H D , G , H
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= 

的完整呈現和機率值之

三）、貝氏定理解法： 

視覺感受和很好的聯結關係；樣本空間的窮盡表示法則可

作系統

因此， Pr(E  1/18 + 1/18 + 1/18 + 1/18 + 1/18 + 1/18 = 6/18 = 1/3、 )N

      =  1/9 + 1/9 + 1/9 + 1/9 + 1/9 + 1/9 = 6/9 = 2/3。 Pr(E )Y  

至此，我們可體驗到樣本空間的窮盡表示法，並且可作為系統化

計算，但是在推廣到 3 個門以上時，複雜度將會快速升高。另一方面，非窮盡表示法的

貝氏定理解法可局部性掌握問題全貌，值得我們進一步來探討和比較。 

 

（

樹狀圖帶給我們極佳的

化之完整呈現，解決了部份的多元化或推廣性問題。然而想要進一步計算出我們

所關心的事件(event) 發生之機率時，樹狀圖法和樣本空間窮盡法均是分別計算出換門

或不換門的W(Win) 部份之機率值加總起來的 2/3、1/3。貝氏定理解法可局部性地掌握

問題全貌，試從圖 1、圖 2 中仔細來端詳，主辦單位隨機地在三門之中的一個門後放著

超級獎品，分別由 1 2 3D , D , D  的路徑下來，因此， 1 2 3Pr(D ) = Pr(D ) = Pr(D )          =  1/ 3，而

且我們可局部的在圖 此問題，藉此就可代 中是

由 2D 路徑下來，而參加者並不知道獎落何處的情況下，也就隨機地在三個門 1、2、3

當中擇一，而有條件機率值 1 2 2 2 3 2Pr(G | D ) = Pr(G | D ) = Pr(G | D )

1 中探討 表問題全貌的結果。因此，圖 1

           =  1/ 3 ；再往下一層的

主持人就不能完全自由而隨機的選擇，只能二擇一、或是被迫接受其中之一，正是呼應

了具體操作中附表二『第 7 行主持人可開門位置』的規律和限制，也就在這兒正蘊含著

形成理論推導的主要線索。因此，若假設主持人打開的門是 1H 而視為進一步局部化時，

我們就可依參加者隨機選擇三門之一而有三種情形 

1 1 2Pr(H | G D ) =  ;     0 、 1 2 2Pr(H | G D ) =  ;     1/ 2 、 P 1 3 2r(H | G D ) =  ;     1。 

也就是局部化的圖 1 中右半邊之兩條路徑上，可求出不換門而贏得大獎的機率是發生了

參加者正好選中獎品所放置門號之事件的可能性，亦即 2 1 2Pr(G | D ) Η  ; 或 3 1 3Pr(G | D ) Η  ; ；

換門而贏得大獎的機率則是發生了參加者沒有選中獎品 事件

即 3 1 2Pr(G | D ) Η  ; 或 2 1 3Pr(G | D ) Η  ; 。其中不換門而贏得大獎的機率是 

所放置門號之 的可能性，亦
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2 1 2
2 1 2

1 2

1 2 2 2 2

1 1 2 1 2 1 2 2 2 2 1 3 2 3 2

Pr(G D )Pr(E ) Pr(G | D ) =
Pr( D )

Pr( G ; D ) * Pr(G D )
Pr( G ; D ) * Pr(G D ) + Pr( G ; D ) * Pr(G D ) + Pr( G ; D ) * Pr(G D )

N
, Η  | 

  =   Η  ;     
Η  | 

Η  |     | 
             =  

Η  |     |   Η  |     |   Η  |     | 

     
(1/ 2) *(1/ 3) 1 ;

*(1/ 3) 1/ 2) *(1/ 3 *(1/ 3 3
  

        =     =   
0    +  (    ) +  1   )

 

Pr(E )N  = 的計算法類似且結果一致。 其中換了門而贏得大獎的機率是 3 1 3Pr(G | D ) Η  ; 

 

3 1 2
3 1 2

1 2

1 3 2 3 2

1 1 2 1 2 1 2 2 2 2 1 3 2 3 2

Pr(G D )Pr(E ) Pr(G | D )
Pr( D )

Pr( G ; D ) * Pr(G D )
Pr( G ; D ) * Pr(G D ) + Pr( G ; D ) * Pr(G D ) + Pr( G ; D ) * Pr(G D )

Y
, Η  | 

  =   Η  ;    =   
Η  | 

Η  |     | 
             =  

Η  |     |   Η  |     |   Η  |     | 

   
1* 1/ 3) 2 .

0* 1/ 3) (1/ 2) * 1/ 3) *(1/ 3) 3
  (

          =     =   
 (  +    ( + 1     

  

 = 的計算法類似且結果一致。因此，貝氏定理解法只需要取其中

之一就是完整的證明，Ki

五、結論與討論 

在兩年來的實際教學活動之研究觀察中，這些從事數學教育工作的 32 位國中、小

學老師們，較有意願來深入而廣泛地瞭解遊戲背後所蘊含的「機率理論」和推導過程。

Pr(E )Y 2 1 3Pr(G | D ) Η  ; 

nney (1997, page 25-28)有類似的證明方式可供參考，但是並不

容易理解其中的重要線索、符號方式、導引技巧等面向。值得注意的是， 當我們推廣

到 6 個門時，貝氏解法只需要作小幅度修改以加倍方式呈現，樹狀圖就無法完整展現成

一個簡單的視覺畫面，而樣本空間窮盡法則會從 12 個樣本點急速成長到 150 個。因此，

可局部性地掌握問題全貌的貝氏定理解法明顯地較能推廣成一般性。 

 

因此，我們嘗試以自然的樹狀圖歸類表示法，來引領老師們找尋其間的科學思維、條理

和理論線索，進而將精簡樹狀圖轉化成較為複雜的線形結構，以呼應出樣本空間和事件

的表示方式，因而在最為基礎性的「機率理論」中找到立足點，最後引用了「貝氏定理」

推導出理論結果來。值得注意的是，此研究的理論推導之主要線索可以從具體操作中來



台灣數學教師電子期刊 2010, 第二十一期 
 

 15

體會和理解：整理在附表二『第 7 行主持人開門位置』的規律和限制，主持人不能完全

自由而隨機的選擇，只能二擇一、抑或是被迫打開剩下來的唯一的門。這也是我們當初

在設計此「隨機模擬」實驗的具體操作流程中所埋下的伏筆和線索，有些同學已注意到

為何『第 6 行』亂數值的可有、可無？似可看出『第 6 行』與『第 8 行』、『第 6 行』與

『第 9 行』之間存在著同步關連性！何以「貝氏定理」中的條件假設或設計思維如此？

個人的研究觀察中顯示，在同學們經過具體操作的體驗之後，適當運用實驗流程和呈現

結果來加以解釋，有助於學習者的理論思維之形成、推導和理解。此外，這些心得分享

正呼應了陳仁義、魏志安和鄭信源 (2007) 所指出：『我們讓同學們透過一個簡單的亂數

表，來具體操作這個「隨機模擬」實驗，以體會遊戲中所蘊含「機率概念」的奧妙之處，

同學們在短時間內就有顯著的學習成效，並可呼應和適度驗證「數學語言」所呈現的理

想狀態。在此狀態中，「機率概念」所以要解釋和延伸的，並非僅止於「一個人」在「當

下」的情況，而是有多個人或多次「重複性」在「長期」的情境中孕育著、互動著和變

遷著，穩定的條理化型態逐漸成形，科學思維才可適時引用進來，理想狀態於焉浮現。』 

另一方面，經由同學們的分享學習有助於整體觀之建立，也可以將陳仁義、魏志安

和鄭

六、誌謝 

本文完成要感謝國科會計畫 NSC98-2 M 的經費補助。此外，嘉大數教所

信源(2007) 的附表三 R codes(R Development Core Team, 2009) 稍加延伸和修改，

即可以此電腦自動化方法產生不同初始位置的結果來，亦即可對照自己的結果、又可看

到其他同學的結果，甚至嘗試更多初始位置來看結果，整體觀也可以這樣子建立起來。 

 

511-S-343-001-

兩屆修課同學們的心得報告和課堂討論正是本文的重要素材。 

 

 

 

 

 



台灣數學教師電子期刊 2010, 第二十一期 
 

 16

七、參考文獻 

[1] 陳仁義、魏志安和鄭信源（20 的機率概念，台灣數學教師 

[2] 的樂趣，台北市：弘智文化。 

er.) 

[2] struction of      

[3] al Monthly, 99, 3-7. 

: 

[5] pplications, Wiliey. 

ect.org. 

07），一個隨機遊戲中

(電子)期刊，第 12 期，33-46。 

陳尚婷和陳尚瑜譯 (2002)，機率

(Isaac, Richard, “The Pleasures of Probability”, 1995, New York: Spring

Friedman, D. (1998), “Monty Hall’s Three Doors: Construction and Decon

a Choice Anomaly,” The American Economic Review, 88, 933-946. 

Gillman, L. (1992), “The Car and Goats,” The American Mathematic

[4] Morgan, J.P., Chaganty, N.R., Dahiya, R.C., and Doviak, M.J. (1991), “Let’s Make a Deal

The Player’s Dilemma”, The American Statistician, 45, 284-287. 

Kinney, J.J. (1997), Probability: An Introduction with Statistical A

[6] R Development Core Team (2009). R: A language and environment for 

   statistical computing. R Foundation for Statistical Computing, 

   Vienna, Austria. ISBN 3-900051-07-0, URL http://www.R-proj

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



台灣數學教師電子期刊 2010, 第二十一期 
 

八、附錄 

附表一  亂 數 表 

個人起始值 設定之後，後續值 由上而下、由左而右亂 數 表 中 分成三組， ： 

[ , 0]   [ , 1]   [ , 2]   [ , 3]   [ , 4]  [ , 5]   [ , 6]   [ , 7]   [ , 8]   [ , 9]  

 [1 ,]  

[
1, ]  0.147  0.040  0.566  0.889  0.871  0.982  0.880  0.510  0.334  0.613 

1, ]  0.409  0.823  0.535  0.491  0.014  0.643  0.320  0.534  0.954  0.040 

=T) 

 [0, ]  0.372  0.044  0.710  0.658  0.250  0.300  0.585  0.333  0.622  0.546 
0.880  0.707  0.732  0.932  0.455  0.590  0.820  0.224  0.412  0.039 

 [2, ]  0.701  0.957  0.213  0.661  0.923  0.796  0.071  0.389  0.406  0.659 
 [3, ]  0.423  0.321  0.198  0.163  0.523  0.913  0.207  0.814  0.020  0.925 
 [4, ]  0.435  0.442  0.761  0.333  0.394  0.233  0.072  0.913  0.772  0.108 
 [5, ]  0.079  0.434  0.680  0.734  0.453  0.784  0.680  0.519  0.691  0.588 
 [6, ]  0.815  0.810  0.610  0.993  0.843  0.716  0.019  0.305  0.883  0.941 
 [7, ]  0.234  0.937  0.567  0.843  0.821  0.280  0.047  0.225  0.673  0.959 
 [8, ]  0.685  0.776  0.776  0.983  0.010  0.953  0.323  0.428  0.134  0.018 
[9, ]  0.656  0.915  0.715  0.183  0.240  0.836  0.386  0.233  0.069  0.062 

 
10, ]  0.125  0.023  0.392  0.860  0.718  0.339  0.081  0.037  0.773  0.995 

[1
[12, ]  0.398  0.140  0.079  0.550  0.261  0.810  0.545  0.474  0.664  0.092 
[13, ]  0.651  0.368  0.246  0.299  0.559  0.480  0.477  0.936  0.470  0.678 
[14, ]  0.934  0.274  0.947  0.313  0.876  0.167  0.469  0.652  0.034  0.435 
[15, ]  0.150  0.459  0.619  0.956  0.101  0.228  0.555  0.771  0.480  0.881 
[16, ]  0.968  0.690  0.867  0.560  0.305  0.999  0.293  0.903  0.042  0.599 
[17, ]  0.681  0.983  0.502  0.743  0.911  0.988  0.765  0.821  0.940  0.672 
[18, ]  0.907  0.762  0.486  0.250  0.359  0.009  0.236  0.106  0.611  0.205 
[19, ]  0.215  0.016  0.328  0.270  0.914  0.418  0.691  0.900  0.208  0.461 
 
[20, ]  0.606  0.563  0.277  0.226  0.984  0.098  0.880  0.233  0.772  0.472 
[2
[22, ]  0.285  0.492  0.481  0.438  0.438  0.186  0.945  0.145  0.779  0.813 
[23, ]  0.220  0.317  0.264  0.522  0.203  0.653  0.277  0.409  0.837  0.435 
[24, ]  0.254  0.856  0.220  0.186  0.022  0.465  0.297  0.189  0.668  0.281 
[25, ]  0.220  0.490  0.225  0.821  0.382  0.627  0.952  0.778  0.107  0.230 
[26, ]  0.217  0.693  0.597  0.279  0.443  0.897  0.054  0.664  0.829  0.752 
[27, ]  0.034  0.646  0.963  0.361  0.970  0.492  0.932  0.601  0.352  0.088 
[28, ]  0.182  0.110  0.368  0.009  0.079  0.299  0.586  0.703  0.749  0.314 
[29, ]  0.387  0.988  0.681  0.889  0.319  0.462  0.405  0.926  0.327  0.111 
Generating method by R:> set.seed(101) 

> rnum <- round(1000*(runif(300)))/1000 

> rnmtrx <- matrix(rnum, c(30,10), byrow

 17
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附表二 

 

實驗  亂數值  獎品   亂數值   參賽者   亂數值  主持人    不換門    換門 

次別          位置           選取位置         開門位置   而中獎   而中獎        

  1   0.327     1    0.546     2        ------     3         L        W 
  2   0.039     1    0.659     2        ------     3         L        W 
  3   0.925     3    0.108     1        ------     2         L        W 
  4   0.588     2    0.941     3        ------     1         L        W 

5   0.959     3    0.018     1        ------     2         L        W 
6   0.062     1    0.995     3        ------     2         L        W 
7   0.613     2    0.092     1        ------     3         L        W 

  8   0.678     3    0.435     2        ------     1         L        W 
  9   0.881     3    0.599     2        ------     1         L        W 
 10   0.672     3    0.205     1        ------     2         L        W 
 11   0.461     2    0.472     2       0.040     1         W        L 
 12   0.813     3    0.435     2        ------     1         L        W 
 13   0.281     1    0.230     1       0.752     3         W        L 
 14   0.088     1    0.314     1       0.111     2         W        L 
 15   0.372     2    0.880     3        ------     1         L        W 
 16   0.701     3    0.423     2        ------     1         L        W 
 17   0.435     2    0.079     1        ------     3         L        W 
 18   0.815     3    0.234     1        ------     2         L        W 
 19   0.685     3    0.656     2        ------     1         L        W 
 20   0.125     1    0.147     1       0.398     2         W        L 
 21   0.651     2    0.934     3        ------     1         L        W 
 22   0.150     1    0.968     3        ------     2         L        W 
 23   0.681     3    0.907     3       0.215     1         W        L 
 24   0.606     2    0.409     2       0.285     1         W        L 
 25   0.220     1    0.254     1       0.220     2         W        L 
 26   0.217     1    0.034     1       0.182     2         W        L 
 27   0.387     2    0.044     1        ------     3         L        W 
 28   0.707     3    0.957     3       0.321     1         W        L 
 29   0.442     2    0.434     2       0.810     3         W        L 
 30   0.937     3    0.776     3       0.915     2         W        L 
 31   0.023    1     0.040     1       0.140    2         W        L 
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 32   0.368    2     0.274     1       ------     3         L        W 
 33   0.459    2     0.690     3       ------     1         L        W 
 34   0.983    3     0.762     3       0.016    1         W        L 
 35   0.563    2     0.823     3       ------     1         L        W 
 36   0.492    2     0.317     1       ------     3         L        W 
 37   0.856    3     0.490     2       ------     1         L        W 
 38   0.693    3     0.646     2       ------     1         L        W 
 39   0.110    1     0.988     3       ------     2         L        W 
 40   0.710    3     0.732     3       0.213    1         W        L 
 41   0.198    1     0.761     3       ------     2         L        W 
 42   0.680    3     0.610     2       ------     1         L        W 
 43   0.567    2     0.776     3       ------     1         L        W 
 44   0.715    3     0.392     2       ------     1         L        W 
 45   0.566    2     0.079     1       ------     3         L        W 
 46   0.246    1     0.947     3       ------     2         L        W 
 47   0.619    2     0.867     3       ------     1         L        W 
 48   0.502    2     0.486     2       0.328    1         W        L 
 49   0.277    1     0.535     2       ------     3         L        W 
 50   0.481    2     0.264     1       ------     3         L        W 
 51   0.220    1     0.225     1       0.597    3         W        L 
 52   0.963    3     0.368     2       ------     1         L        W 
 53   0.681    3     0.658     2       ------     1         L        W 
 54   0.932    3     0.661     2       ------     1         L        W 
 55   0.163    1     0.333     1       0.734    3         W        L 
 56   0.993    3     0.843     3       0.983    2         W        L 
 57   0.183    1     0.860     3       ------     2         L        W 
 58   0.889    3     0.550     2       ------     1         L        W 
 59   0.299    1     0.313     1       0.956    3         W        L 
 60   0.560    2     0.743     3       ------     1         L        W 
 

最後統計一下分別中獎的實驗次數。 

 

不換門中獎的實驗次數: 共   19   次;  

換門而中獎的實驗次數: 共   41   次。 
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三至五歲幼兒基本加減法的發展: 

「性別」&「社經地位」的差異開始了嗎? 

賴孟龍、陳芸鍾 

國立嘉義大學幼兒教育所 

摘要 

本研究的目的在探究「不同年齡」、「不同性別」，以及「不同社經背景」的學齡

前幼兒在基本加減法原則的理解。針對 108 名三、四、五歲公、私立幼稚園中的幼兒

進行臨床性晤談(利用遊戲的方式，一對一的訪談)，研究中發現，大部分的四歲幼兒

已經可以理解「減法否定(e.g., 3 – 3 = 0)」和「減法同一(e.g., 3 – 0 = 3)」

原則，而且部份的(三分之一)五歲幼兒則可以理解抽象且複雜的「加減法反逆原則

(e.g., 4 + 3 –3 = 4)」。此外，因社經背景所產生的差異已經明顯的反應在學齡前

幼兒的表現，中高社經幼兒在數量發展與理解遠優於低社經的幼兒，但是性別差異沒

有影響。令人訝異的是，「加減法反逆原則」的習得與基礎的認數能力 (number 

recognition)、「減法否定原則」、和「減法同一原則」的相關不顯著。未來的研究可

深入探究何種數學能力(或是其他因素)會影響「加減法反逆原則」的習得。 

 

關鍵字：基本加減法原則、社經背景差異、幼兒數學、加減法反逆原則。 
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一、 前言 

在學習數學基本運算過程中，我們總是依序教導孩子「加法」，接著是「減法」、

「乘法」、「除法」等概念，而「加減法反逆」概念 （e.g., a + b – b = a），亦即是加法

與減法可以互相抵消，卻鮮少被提及，導致許許多多的孩子一直到學習的後期才發現

原來「加法」與「減法」的關係是如此的密切（Siegler & Stern, 1998）。 

過去的研究（e.g., Starkey, Klein, & Wakeley, 2004）發現學齡前幼兒已經具有許多

數學概念（i.e., 非正式數學），例如：三歲的幼兒能在實驗的情境之下，以數數的方

式完成簡單加減法問題；四歲幼兒則是能在心裡計算小數目的簡單加減法問題；大部

分五歲幼兒可以理解基本簡單的減法問題，像是他們可以解決「四隻鴨子少了兩隻，

剩下多少隻?（4 - 2 = 2）」的問題。綜上所述，幼兒在上小學前，就已經能夠解決 4

以上的簡單加減法應用問題 （Huttenlocher, Jordan, & Levine, 1994），同時研究人員

也發現以具體方式表徵的數學概念是未來學習正式數學的基礎。 

然而，幼兒的數學概念似乎不如我們想像的樂觀，因為發展或是其他因素的影響

（e.g., 有限的工作記憶, Klein & Bisanz, 2000），年紀小的幼兒比較無法解決「加減

法反逆」的問題，如：「原本有七個花片，後來放入四個，然後再拿走四個（7 + 4 – 4 

= 7），最後剩下的花片跟原本的花片比起來，花片是變多？變少？還是一樣多？」

Baroody & Lai （2007）的研究發現，直到五歲的幼兒才能開始理解加減法反逆的數

學概念（但是，Klein & Bisanz 認為四歲幼兒就開始，因為實驗方法的不同，以致於

實驗結果有不小的差距）。 

本研究的目的之一為了解「加減法反逆原則」是如何發展的，目的之二為探究影

響加減法反逆原則的外在因素（例如：性別與家庭背景等等）。為了達到第一個研究

目的，本研究將利用數學遊戲，來探究幼兒在加減法基本運算、口語認數與「加減法

反逆原則」的表現，以期能了解「加減法反逆原則」如何發展（i.e., 需要什麼能力

做基礎），以及幼兒何時可以理解「加減法反逆原則」概念。此外，為了達到第二個

研究目的，本研究將探討「不同年齡層」的幼兒對於加減法反逆原則的理解程度，同
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時更進一步探討「不同性別」與「社經地位」對於幼兒在加減法反逆原則的理解程度

所造成的影響。 

 

二、 文獻探討 

(一)、 基本數學加減法的相關研究 

在正式數學的基本數學加減法中，有三個重要的原理原則，分別為「減法否定原

則」、「減法同一原則」，以及「加減法反逆原則」；減法否定原則（Subtractive-Negation 

Principle, SNP），是指集合的個數減去或刪除全部，即得結果為「0」個，若以符號表

示則為（a – a = 0）；減法同一原則（Subtractive-Identity Principle, SIP），指集合的個

數減去或刪除 0 個，即得原本集合的個數，若以符號表示則為（a – 0 = a）；加減法反

逆原則（Addition-Subtraction Inverse Principle, ASIP），指集合的個數先加入某一個

數，再減去相同的數，即得到原本集合的個數；或是，集合的個數先減去某一個數，

再加入相同的數，即得到原本集合的個數，若以符號表示則為（a + b – b = a 或 a – b 

+ b = a）。 

台灣的數學課程安排，學童大約是在國小一、二年級時會學習基本的加減法運

算。然而，令人感到好奇的是，學齡前幼兒有沒有基本加減法的“概念＂？ 又他們

何時可以學會或是理解非正式數學加減法呢？根據過去的研究發現（Baroody & Lai, 

2007），學齡前幼兒對於加減法運算的理解並不高，但這卻是在學習正式數學前的基

本要素與基礎（Siegler & Stern, 1998）。學齡前幼兒究竟是在何時萌發對於基本數學

的加減法原理原則的了解？又是需要具備哪些數學能力，才能進一步了解基本數學的

加減法原理原則？Baroody、Lai、Li與Baroody（2009）透過非正式的數學遊戲，發現

幼兒大約在 4 歲左右已經能夠理解「減法否定原則」和「減法同一原則」；Klein與Bisanz

（2000）以及Rasmussen與Bisanz（2003）也都曾利用非符號的方式，來測驗幼兒對

加減法反逆原則概念的理解程度，發現許多 4 歲幼兒可以理解加減法反逆概念；而

Sherman與Bisanz（2007）甚至提出 3 歲幼兒已經可以理解這個概念。 

http://csaweb115v.csa.com.proxy2.library.uiuc.edu/ids70/p_search_form.php?field=au&query=baroody+arthur+j&log=literal&SID=pobk1asvog04r6dgljmjspj4j6
http://csaweb115v.csa.com.proxy2.library.uiuc.edu/ids70/p_search_form.php?field=au&query=lai+meng+lung&log=literal&SID=pobk1asvog04r6dgljmjspj4j6
http://csaweb115v.csa.com.proxy2.library.uiuc.edu/ids70/p_search_form.php?field=au&query=li+xia&log=literal&SID=pobk1asvog04r6dgljmjspj4j6
http://csaweb115v.csa.com.proxy2.library.uiuc.edu/ids70/p_search_form.php?field=au&query=baroody+alison+e&log=literal&SID=pobk1asvog04r6dgljmjspj4j6
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由此可知，過去的研究焦點多在探究幼兒理解加減法反逆原則的年齡，卻鮮少探

究幼兒需要先具備何種能力來幫助其理解加減法反逆原則。因此，本研究的第一個研

究目的，即為加減法反逆原則、減法否定原則、減法同一原則以及口語認數能力的相

關性與發展順序。 

(二)、 不同社經背景對於數學成就差異的相關影響 

國外學者曾指出，不同家庭社經背景的學生會間接經由家庭中的價值觀、動機和

學習行為等歷程，影響學生在學習成就上的表現（Biggs，1978）。國內學者也曾對

此議題做出許多相關研究，吳元良（1997）曾探討不同的數學課程、性別、社經地位

的國小學生在數學態度及成就上的比較，發現在控制學生的智力因素後，可以得出不

同社經地位的學生在數學成就、選擇題、填充題、計算題及應用題等題型上，均有顯

著的差異，亦即高社經地位的學生顯著高於中、低社經地位的學生，並且中社經地位

的學生也顯著高於低社經地位的學生。同樣地，陳雅莉（1993）利用自編的數學成就

測驗來評量不同社經背景的小六學生，亦發現高社經背景的兒童其數學成就測驗表現

優於中社經地位者，而中社經地位的兒童數學成就測驗亦優於低社經地位者。除此之

外，張善楠與黃毅志（1997）也曾研究影響學童學業成績之因素，於研究中發現台東

縣五年級學童父母親的教育程度以及父親職業社經地位，都會對學生學業成就的高低

造成顯著的正向影響。周新富（1999）亦從研究中發現，父母親的學歷是高中職以上，

職業屬性以資產階級及經理階級為主，且其家庭的月收入在八萬元以上的中、高社經

地位家庭，其家庭中的子女的學習成就會高於其他家庭背景的學生。由此可知，家庭

的社經地位以及家長的教育程度都會影響學童的學習成就。 

是以家庭的背景對學生的學習影響至為深遠，惟，過去在探究學童的學習成就與

其家庭社經地位的相關研究中，學童的年齡層多為國中、小以上，較少研究提及學齡

前幼兒的家庭社經地位是否會影響其學習的成效。因此，本研究的第二個研究目的，

即為探討不同社經背景，是否會對於學齡前幼兒在數學加減法原理原則的理解產生學

習成就差異。 
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(三)、 在數學成就中性別差異的相關研究 

國內、外學者在數學成就的性別差異研究中，大多數的研究指出男生的數理表現

優於女生（Lummis & Stevenson, 1990；簡茂發，1995，1996，1999）。簡茂發等人曾

進行持續四年的「國民教育階段學生基本學習成就評量研究」，其中針對數學能力及

學習歷程進行性別差異的分析。結果發現，國小5年級的男生在機率項目的表現優於

女生，國中2年級男生在幾何、代數和數學解題的表現優於女生。此外，李默英（1982）

亦發現高中二年級的男生數學成就表現優於女生。國立台灣師範大學科學教育中心也

曾在1992年針對全國十二所設有數理資優班的高中三年級學生，進行數學、化學與物

理科的學力測驗，研究對象包括普通班及資優班學生，其研究結果發現，在數學測驗

中，不管是對全體學生、普通班或是資優班而言，各校男生的成績皆優於女生。無獨

有偶的，Hyde、Fennema 與 Lamonj（1990）的研究發現，在高中階段的男生數學能

力測驗的成績遠高於女生。 

然而，也有學者提出不同的性別研究結果。在TIMSS 2003的測驗中，我國四年

級和八年級學生，以及參加國家的國際平均數上，男女生的數學整體表現均無性別差

異或是女生的數學成就是優於男生（林碧珍、蔡文煥，2005；曹博盛，2005；Mullis, 

Martin, Gonzalez, & Chrostowski, 2004）。就我國而言，TIMSS 2003的數學分項主題上

仍有些許的性別差異現象，其中，4年級女生在「資料呈現與分析」的表現優於男生，

8年級的女生在「代數和幾何」的表現優於男生。在國際的分項表現上，雖然4和8年

級的男生在「測量」的表現皆優於女生，但是，4年級女生在「資料呈現與分析」和

「幾何」項目的表現卻優於男生，8年級女生在「代數」的表現也優於男生（林碧珍、

蔡文煥；曹博盛；Mullis et al.）。此外，黃國清（2008）以國中七年級的學生為研究

對象，藉由紙筆測驗來探討不同性別學生在數學學習成就上的差異，其研究發現女生

的整體數學成就表現顯著高於男生，而且在「代數」及「數與量」的課程內容表現尤

其明顯。 

有趣的是，在一跨文化的研究中，發現性別之間的差異並不明顯。Stevenson、
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Lee與Stigler（1986）分別對台灣、日本及美國三個不同國家的五、七、十一歲兒童，

進行數學成就測驗和認知測驗的研究，其研究結果發現三個不同年齡層的兒童彼此之

間，在性別上是沒有差異的，即表示不管是哪一個年齡層中的男生與女生，他們數學

成就的表現都是相同的。 

綜上所述，過去的研究（林碧珍、蔡文煥，2005；曹博盛，2005；Ma, 2004；Stevenson 

et al., 1986；Wedege, 2007）較少探究不同性別的學齡前幼兒在數理表現的上的差異。 

其中，在性別差異研究中值得一提的是，Campbell（1991）曾提出如果要探討性別差

異的因素，不應只單單探究性別本身之間的差異，應配合種族、社經地位或課程的相

關因素，才能更深入了解造成性別差異的因素。所以，本研究除了探討性別差異，同

時更深入探究不同社經背景及年齡，作為了解性別差異的相關面向。因此，本研究亦

探討在不同社經背景及年齡下，不同性別的學齡前幼兒對於數學加減法原理原則的理

解是否會有顯著差異。 

 

三、 研究方法 

(一)、 研究對象 

研究對象為三、四、五歲的學齡前幼兒，各36位（共108位幼兒），分別來自台灣

南部一所公立及一所私立幼稚園，每個年齡層的男、女生人數均等。其中，三歲幼兒

的平均年齡為3歲又6.3個月；四歲幼兒的平均年齡為4歲又5.5個月；五歲幼兒的平均

年齡為5歲又5.7個月。在本研究中，公立園所的家長職業大多為半技術性或技術性工

人，如自耕農、店員、水電工、技工等，多屬低社經地位的家庭；私立園所的家長職

業則大多為專業人員或一般公務員，如中小學教師、企業負責人等，多屬中高社經地

位的家庭。 

 

(二)、 研究工具 
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本研究測驗項目，包括：口語認數測驗、減法否定原則與減法同一原則測驗，以

及加減法反逆原則測驗。測驗形式改編自Baroody & Lai（2007）的非語言加減法測驗

（nonverbal addition-subtraction task）。口語認數測驗（verbal number recognition, VNR）

目的在了解幼兒的基本認數能力；減法否定原則和減法同一原則測驗以及加減法反逆

原則測驗目的在瞭解幼兒的基本加減法能力與概念。研究材料有玩具模型、綠色代

幣、測驗圖卡、黃色紙盒、藍色紙板、以及計分測驗紙。各測驗細節詳述如下。 

1. 口語認數測驗： 

口語認數測驗在探究幼兒是否能夠確實且清楚地辨別數量1至5；此測驗內含兩個

子測驗，分別為「無情境的」及「有故事情境的」的測驗題目。 

第一個子測驗是「這是多少？」的遊戲，是屬於「無情境的」的問題，包含1至5

的集合。施測者會一一揭示每張圖卡，每張圖卡中有隨意散佈1至10個不等的圓點圖

形，由「1」集合的問題開始。首先，施測者問幼兒：「這是1嗎?」，當幼兒回答後，

第一張圖卡會被蓋起，接著施測者會翻開第二張圖卡，以此類推，每個集合下，施測

者都會問一樣的問題。 

五個集合的圖卡分別如下：在「這是1嗎?」的圖卡中，圓點圖形依序為9點、2

點、7點、1點、3點、1點，共六張圖卡；在「這是2嗎?」的圖卡中，圓點圖形依序為

2點、7點、1點、3點、4點、2點，共六張圖卡；在「這是3嗎?」的圖卡中，圓點圖形

依序為3點、1點、5點、2點、7點、3點、4點，共七張圖卡；在「這是4嗎?」的圖卡

中，圓點圖形依序為1點、5點、3點、4點、7點、6點、4點、2點，共八張圖卡；在「這

是5嗎?」的圖卡中，圓點圖形依序為1點、7點、5點、6點、2點、3點、5點、8點，共

八張圖卡。 

第二個子測驗為「有故事情境的」的問題，例如：「這是1朵小花嗎?」，圖卡中的

圖形分別為「小花」、「小女孩」、「葉子」、「魚」和「樹」，共五種不同的圖形，分別

對應五個集合。施測過程與第一個子測驗大致一樣，差別僅在材料與施測語。 

2. 減法否定原則及減法同一原則測驗： 
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測驗包含一般減法的測驗（a – b）、減法否定原則測驗（a – a）和減法同一原則

測驗（a – 0），每種測驗各五題並以半隨機次序進行；半隨機是指同一類型測驗題連

續出現不超過兩題以上，以防止受試者亂猜答案並猜對（false positive），減少誤測的

可能性。本測驗使用「有故事情境的」的施測語，實驗材料為三種不同的玩具模型，

有「鴨子」、「南瓜」、和「恐龍」，且在測驗過程中，指導語均未提及或說出任何數字。 

在「有故事情境的」減法否定測驗中（a – a = 0），舉例來說，施測者說：「有這

麼多隻鴨子在水池玩，媽媽說要回家吃飯了，所以這麼多隻鴨子回家了。」再詢問受

試者：「請問現在水池裡有幾隻鴨子？」詳如圖1.所示。 

------------------- 

插 入 圖 1. 

------------------- 

3. 加減法反逆原則測驗： 

本測驗包含六題練習題、六題對照題及八題加減法反逆題。練習題的目的是為了

讓受試者了解本測驗；對照題（a + b – c 或 a – b + c）其題目難易度與加減法反逆題

相當，但是受試者在解答問題時無法立即運用加減法反逆原則來解題。在八題加減法

反逆題中，分為兩類，一類為先加後減（a + b – b）的題目，另一類為先減後加（a – 

b + b）的題目。每次測驗開始前，施測者會給幼兒清楚地看見有5至7個不等的綠色代

幣，並依據幼兒的發展差異放置不同數量的代幣。在先加後減 (a + b – b)的反逆題目

中，先讓幼兒清楚看見存在盒中的綠色代幣後，再用一紙盒子將綠色代幣全部覆蓋，

接著，依據幼兒的發展從右邊放入2至4個不等的綠色代幣，並停留三秒讓幼兒看見這

些代幣，再從左邊拿出2至4個的綠色代幣，並停留三秒讓幼兒看見這些代幣，最後，

施測者詢問幼兒：「現在盒子裡的綠色代幣，跟剛剛一開始盒子裡的，是「一樣多」

還是「不一樣多」？」而先減後加 (a – b + b = a) 的反逆題目，則如圖2.所示。 

-------------------- 

插 入 圖 2. 

------------------- 
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(三)、 施測流程 

進行本研究測驗的場域是在受試者就讀的幼兒園所內不受干擾的教室，是獨立的

空間，每次測驗均有兩位施測者，一位負責對研究對象（受試者）進行測驗，另一位

負責紀錄研究對象在測驗中的表現及測驗成績，並且在正式施測前均先受過本研究之

基本訓練，以了解本研究之主要目的。 

每位幼兒（受試者）在每個測驗中均分別獨立施測。測驗流程依據研究主題順序

對受試者進行研究測驗，依序為口語認數、減法否定原則與減法同一原則，以及加減

法反逆原則等三大項目，全部實驗約需3至4回合完成，每回合進行15-20分鐘。 

在測驗過程中，幼兒如果有任何不想參與測驗的念頭，便會停止施測。此外，為了建

立良好的研究關係，與幼兒見面的第一天，施測者會與受試者進行5分鐘左右的數學

小遊戲，讓受試者能熟悉時間與環境，之後，四個測驗會依序在一個月內完成。 

 

(四)、 計分方式 

每項測驗的計分方式有所不同，以下依序說明各項測驗之計分方式： 

1. 口語認數測驗： 

    在此測驗中，分別測驗集合1至5，同時包含「有故事情境的」及「無情境的」兩

類型的測驗題目。每一個小題，若幼兒能在正確數量的圖卡上回答「是」或是不正確

數量的圖卡上回答「不是」，都能得到1分；若幼兒在測驗過程中不專心、回答太慢、

錯過試題、或是計算圖卡上的數量，將視為失敗，無法得分。 

    在口語認數測驗能力的判定上，先將每一小題分別計分後，再加總兩類型題目的

分數，最後除以各集合的總題數，即為幼兒在此集合的答對率。若幼兒在該集合的答

對率高於90%，表示「對該數量的了解很清楚」；若低於90%，則表示「對該數量的了

解不是很清楚」。口語認數能力的總體表現則為各集合的答題正確率之和除以總集合

之答題率。 

2. 減法否定原則及減法同一原則測驗： 
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    在每一個減法否定、減法同一及一般減法測驗題目中，各題表現的分數是個別計

分，如果幼兒答出正確數量將得一分；如果是在第二次機會中答對則得0.5分。 

    減法否定與減法同一原則測驗的能力表現判定方式相同。在減法否定原則的能力

表現判定上，若幼兒在減法否定和一般測驗題目上均答對4題（含）以上，則評分為

高度理解（reliable successful）；若是在減法否定和一般測驗題目上均答對3題，或是

在減法否定測驗題目中只有答對3題，但一般減法測驗題目答對3題（含）以上，則評

分為中度理解（marginally reliable）；其餘情況則視為對於減法否定原則的「低度理

解」，以相同的方式來判定減法同一原則的能力表現。 

3. 加減法反逆原則測驗： 

    在加減法反逆原則測驗中，分別將六題對照題及八題反逆題各別計分。在反逆題

上，若幼兒能正確回答出「一樣」，則視為成功、答對，得1分；在對照題上，若幼兒

能正確回答出「不一樣」或是「變多」、「變少」，亦視為答對，即得1分。但是，如果

幼兒在施測過程中不專心，施測者會重新再施測一次，此時幼兒若答對，則只得0.5

分，然而，不管在對照題或是測驗題，幼兒若回答錯誤，均不得分，即為0分。 

    在加減法反逆原則的能力判斷上，若幼兒在六題對照題中能至少答對5題，並在

八題測驗題目中至少答對6題，將判定幼兒對於加減法反逆原則有高度理解；若幼兒

在六題對照題中能至少答對4題，並在八題測驗題目中至少答對5題，將判定為中度理

解（marginally reliable）；其餘情況則視為「低度理解」。 

 

四、 研究結果 

(一)、 學齡前幼兒對於加減法測驗的理解程度分析 

1. 受試幼兒在減法否定原則（SNP）的表現 

如表一所顯示，在測驗中約有94%（34/36）的五歲幼兒已經能夠達到「高度理解」

減法否定原則，約有81%（29/36）的四歲幼兒已經能夠達到「高度理解」減法否定原

則，但是只有25%（9/36）的三歲幼兒能夠達到「高度理解」減法否定原則。再以「不
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同社經背景」來看，約有76%（41/54）來自中社經家庭的幼兒已經能夠達到「高度理

解」，但是低社經幼兒僅約有57%（31/54）能夠達到對於減法否定原則的「高度理解」。 

 

---------------------------- 

插 入 表 一 

---------------------------- 

    卡方檢定的結果顯示，「不同年齡」及「不同社經背景」在減法否定原則的表現

達到顯著差異(依序為: χ2 = 47.472，p < 0.01；χ2 = 5.981，p < 0.05)，但是「不同性別」

的幼兒表現則未達顯著(χ2 = 3.704，p = 0.157)。利用變異數分析檢定上述的主要效果，

以減法否定原則的理解程度為依變項，進行 2（性別：男生、女生） x 2（不同社經

背景：中社經、低社經）x 3（年齡：3、4、5）多因子變異數分析，發現「不同年齡」

以及「不同社經背景」的學齡前幼兒在理解「減法否定」原則時，會有顯著的差異，

依序為：F [2,96] = 44.775，p < 0.01；F [1,96] = 11.025，ps < 0.01。從Tukey HSD 事

後多重比較得知，5歲幼兒和4歲幼兒的表現比3歲幼兒好（p < 0.01）；並且中社經背

景幼兒的理解程度優於低社經背景的幼兒（p = 0.001）。在交互作用方面，「不同年

齡」 x 「不同社經背景」與「不同性別」x「不同社經背景」的交互作用達到顯著（依

序為: F [2,96] = 3.675，p < 0.05；F [1,96] = 7.225，p < 0.01）；細言之，中社經背景

的三歲幼兒比低社經背景的三歲幼兒表現顯著好（p < 0.05），以及中社經背景女生

比低社經背景的女生表現顯著好（p < 0.01），如圖3.所示。 

---------------------------- 

插 入 圖 3. 

----------------------------- 

2. 受試幼兒在減法同一原則（SIP）的表現 

不同年齡、性別、與社經背景的幼兒在減法同一原則測驗的表現，如表二所示。

約有97%（35/36）的五歲幼兒已經能夠達到「高度理解」，約有81%（29/36）的四歲

幼兒已經能夠達到「高度理解」，但是三歲幼兒只有40%（15/36）能夠對於減法同一

原則達到「高度理解」。就「性別」而言，約有81%（44/54）的男性幼兒能夠達到「中

度理解」及「高度理解」，約有94%（51/54）的女生幼兒能夠達到「中度理解」及「高

度理解」。就「社經背景」而言，約有81%（44/54）的低社經幼兒能夠達到「中度理
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解」及「高度理解」，約有94%（51/54）的中社經幼兒能夠達到「中度理解」及「高

度理解」。 

 

 

---------------------------- 

插 入 表 二 

---------------------------- 

卡方檢定的結果顯示「各年齡層」的幼兒在減法同一原則的表現均達顯著，但是

「不同性別」以及「不同社經背景」的幼兒表現未達顯著，依序為：χ2 = 34.587，p < 

0.01；χ2 = 4.389，p = 0.11；χ2 = 4.389，p = 0.11。利用變異數檢定上述的主要效果，

以受測者在減法同一原則測驗的理解程度為依變項，進行2（性別：男生、女生） x 2

（不同社經背景：中社經、低社經）x 3（年齡：3、4、5）多因子變異數分析，發現

「不同年齡」、「不同性別」、以及「不同社經背景」的學齡前幼兒在理解「減法同

一」原則的表現均達顯著（依序為：F [2,96] = 30.595，p < 0.01；F [1,96] = 7.063，p < 

0.01；F [1,96] = 7.063，p < 0.01）。對不同年齡的學齡前幼兒利用 Tukey HSD 進行

事後多重比較分析後，發現5歲和4歲幼兒比3歲幼兒的表現顯著好（ps < 0.01）；對

於「不同性別」和「不同社經背景」的學齡前幼兒進行分析後發現，女生幼兒的表現

（Me = 1.74）比男生幼兒的表現（Me = 1.48）顯著好，中社經幼兒的表現（Me = 1.74）

比低社經幼兒的表現（Me = 1.48）顯著好。在交互作用方面，「不同年齡」 x 「性

別」的幼兒在理解「減法同一」原則的交互作用達顯著（F [2,96] = 5.658，p < 0.01），

發現男生幼兒中，5歲和4歲的幼兒表現都優於3歲（ps < 0.01），但是，在女生幼兒

中，只有5歲的幼兒表現優於3歲（p < 0.01）；以及「不同年齡」 x 「不同社經背景」

的幼兒在理解「減法同一」原則的交互作用達顯著（F [2,96] = 5.658 , p < 0.01），發

現低社經背景中，5歲和4歲的幼兒表現都優於3歲（ps < 0.01），但是，在中社經背

景中，只有5歲的幼兒表現優於3歲（p < 0.01），如圖4.所示。 

---------------------------- 

插 入 圖 4. 

---------------------------- 

3. 受試幼兒在加減法反逆原則（ASIP）的表現 
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不同年齡、性別、與社經背景的幼兒在加減法反逆原則（ASIP）測驗的表現，

如表三所示。約有55%（20/36）的五歲幼兒已經能夠達到「中度理解」及「高度理解」；

四歲幼兒僅約有10%（4/36）能夠達到「中度理解」及「高度理解」；三歲幼兒則是

無法理解加減法反逆原則。就「社經背景」而言，約有16%（9/36）的低社經幼兒已

經能夠達到「中度理解」及「高度理解」，而中社經幼兒則約有27%（12/36）已經能

夠達到「中度理解」及「高度理解」加減法反逆原則。 

---------------------------- 

插 入 表 三 

---------------------------- 

卡方檢定的結果顯示，「不同年齡」以及「不同社經背景」的幼兒在加減法反逆原

則測驗的表現達顯著（χ2 = 36.114， p < 0.01；χ2 = 9.171，p = 0.01），但是「不

同性別」的幼兒未達顯著差異（χ2 = 0.876，p = 0.645）。利用變異數檢定上述的

主要效果，以受測者在加減法反逆原則測驗的理解程度為依變項，進行2（性別：男

生、女生）  x  2（不同社經背景：中社經、低社經） x  3（年齡：3、4、5）多因

子變異數分析。發現「不同年齡」以及「不同社經背景」的學前幼兒在理解「加減法

反逆原則」時達顯著（依序為 F [2,96] = 25.719，p < 0.01；F [1,96] = 7.585，）。

利用 Tukey HSD 進行事後多重比較分析後，發現5歲幼兒比4歲和3歲幼兒表現顯著

好（p < 0.01）；並且，中社經幼兒比低社經幼兒的表現顯著好（p < 0.01）。在交

互作用方面，「不同年齡」 x 「不同社經背景」的幼兒在理解「加減法反逆原則」

時，其兩者表現的交互作用有顯著差異（F [2,96] = 5.096，p < 0.01），發現同為

5歲幼兒，高社經背景園所幼兒表現優於低社經背景園所幼兒，如圖5.所示。 

---------------------------- 

插 入 圖 5. 

---------------------------- 

(二)、 基本認數與加減法原理原則的發展情形 

    為了檢視「口語認數」對「減法否定」原則、「減法同一」原則、以及「加減法

反逆」原則之影響和其發展的先後順序，本研究採用符號檢定（Sign test）與 McNemar

檢定。 

利用符號檢定檢視108位學齡前幼兒的口語認數對於「減法否定原則」的影響，發
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現口語認數1、2的能力測驗表現優於減法否定原則表現的人數分別為22人、19人，但

是口語認數3的能力測驗表現優於減法否定原則表現的人數只有12人，並且口語認數4

的能力測驗表現優於減法否定原則表現的人數只有4人，如表四所示，檢定值分別為：

Z = -2.835，p = 0.005(VNR = 1)；p = 0.015 (VNR = 2)；p = 0.143 (VNR = 3)；

Z = -2.835，p < 0.01(VNR = 4)，表示習得減法否定原則前，必須先學會口語認數

1、2、與3。 

利用符號檢定檢視108位學齡前幼兒的口語認數對於「減法同一原則」的影響，

發現口語認數1、2、3的能力測驗表現優於減法同一原則表現的人數分別為16人、13

人、10人，但是口語認數4的能力測驗表現優於減法同一原則表現的人數只有4人，如

表四所示，檢定值分別為：p = 0.093(VNR = 1)；p = 0.263(VNR = 2)；p = 1.00(VNR 

= 3)；Z = -4.804，p < 0.01(VNR = 4)，表示習得減法同一原則前，必需先學會口

語認數1與2，略早於前述的減法否定原則。 

利用符號檢定檢視108位學齡前幼兒的口語認數對於「加減法反逆原則」的影響，

發現口語認數1、2、3、4的能力測驗表現優於加減法反逆原則表現的人數分別為75

人、71人、65人、38人，但是口語認數5的能力測驗表現優於加減法反逆原則表現的

人數只有13人，如表四所示，檢定值分別為：Z = -8.374，p < 0.01(VNR = 1) ；Z = 

-8.307，p < 0.01(VNR = 2)；Z = -7.938，p < 0.01(VNR = 3)；Z = -5.092，p < 0.01(VNR 

= 4)；p = 0.263 (VNR = 5)，表示口語認數1、2、3、4的學習為習得加減法反逆原

則的基礎，並且在習得口語認數5的同時，部分幼兒已經有足夠的能力學習加減法反

逆原則。 

---------------------------- 

插 入 表 四 

---------------------------- 

利用符號檢定檢視108位學齡前幼兒「減法否定」原則、「減法同一」原則、與

「加減法反逆」原則三種能力之間的發展情況，發現減法否定原則的測驗表現優於減

法同一原則表現的人數為5人，減法同一原則的測驗表現優於減法否定原則表現的人

數為12人，但是減法否定原則、減法同一原則測驗表現優於加減法反逆原則表現的人

數分別為58人、65人，如表五、表六、表七所示，檢定值分別為：p < 0.143；Z = -7.484， 

p < 0.01；Z = -7.938，p < 0.01，表示減法否定原則與減法同一原則的習得難易度
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相同，而加減法反逆原則卻是比前兩項原則更難。 

接著利用 McNemar檢定來驗證符號檢定的結果是否一致。研究結果發現

McNemar檢定與符號檢定的結果一致，減法同一原則和減法否定原則的發展大約在同

一時期，表示受試者在學會減法同一原則時，亦可同時學會減法否定原則。然而，「加

減法反逆原則」在「減法否定原則」以及「減法同一原則」兩種能力之間的發展先後

順序，發現加減法反逆原則和減法否定原則以及減法同一原則的發展順序情形是有所

差異的，檢定值分別依序為：χ2 = 56.017，p < 0.01；χ2 = 63.015，p < 0.01，表示受試

者會先理解減法否定原則和減法同一原則，再理解加減法反逆原則。 

---------------------------- 

插 入 表 五 

---------------------------- 

---------------------------- 

插 入 表 六 

---------------------------- 

---------------------------- 

插 入 表 七 

---------------------------- 

    利用皮爾森相關係數來檢定「減法否定原則」、「減法同一原則」、「加減法反

逆原則」與「口語認數能力」之間的相關性，發現，「口語認數能力」與「減法否定

原則」以及「減法同一原則」有高度相關，但是「口語認數能力」、「減法否定原則」

以及「減法同一原則」都與「加減法反逆原則」無相關，如表八。 

---------------------------- 

插 入 表 八 

---------------------------- 

 

五、 發現與討論 

基於實驗結果，可以得出下列四點研究發現： 

(一)、 學齡前幼兒已經開始具有非正式的基本加減法原則 
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本研究指出學齡前幼兒已經可以理解並建構基本數學原理與概念，也可以彈性運

用這些原理在具體物的運算上；具體而言，約四分之一的三歲幼兒及大多數的四歲與

五歲幼兒已經高度地理解「減法否定原則」，而更多的幼兒甚至對「減法同一原則」

的理解程度更高；此外，約三分之一的五歲幼兒可以理解相當抽象而且複雜的「加減

法反逆原則」，惟大部分的三歲與幼兒無法理解。對四歲幼兒而言，加減法反逆原則

的理解是在他們可以學習的範圍之內，若能給予系統性的教學，即便是很短的時間，

四歲的幼兒亦可以學習到複雜的加減法反逆原則(Lai, Baroody, Johnson, 2008)。本研

究中三、四歲幼兒在「加減法反逆原則」的表現與 Bisanz 等人(Klein & Bisanz, 2000；

Rasmussen & Bisanz, 2003；Sherman & Bisanz, 2007) 所提出三、四歲的幼兒可以理解

「加減法反逆原則」的研究發現有很大的出入；而這個差異很有可能是研究方法不同

所造成的(細節請參考 Baroody & Lai, 2007)。 

以上的證據顯示，影響幼兒策略選擇與運用的重要因素是準備度(developmental 

readiness)或是成熟度 (Baroody, Tiilikainen, Tai, 2006)；在解決減法同一或是減法否定

原則時，幼兒可以採取正確的策略，但是，若是在解決更複雜的減法反逆原則時，卻

發現幼兒無法解決或是表現很不穩定(inconsistent)，由此可見，數學的理解是局部性

的(local) 而非全面性(comprehensive)。 

在實際的教學上，我們可以拿具體的教具教導三歲的小朋友非正式加減法概念，

利用這些教具當作非正式數學與正式數學(以符號為主)的媒介，讓小朋友可以從具體

物慢慢地連結至抽象符號，理解正式數學的意義，此歷程對小朋友以後學習正式數學

時將有很大的幫助 (Baroody, Lai, Li, Baroody, 2009)。 

此外，從本研究的發現可以得知，三歲階段的幼兒已經有基本的運算概念與原

則，可見幼兒數學思考開始的時間更早，未來的研究可以探究這些基本運算概念如何

在三歲前逐漸的形成。 

(二)、 加減法反逆原則的習得是獨立於基礎的計算能力之外 

過去許多研究(e.g., Baroody & Lai, 2007；Siegler & Stern, 1998) 提出學齡前幼兒
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在學習「加減法反逆原則」時，需要以「減法否定原則」、「減法同一原則」、以及

基本的口語認數經驗為基礎；然而，也有不少學者(Bryant, Christie, & Rendu, 1999; 

Rasmussen et al., 2003; Sherman & Bisanz, 2007) 的研究發現，幼兒加減法反逆原則的

理解與其他的運算技巧與能力是沒有相關性的。本研究雖然得出「加減法反逆原則」

的習得在「減法否定原則」與「減法同一原則」之後(如符號檢定與McNemar 檢定所

示)，但是前者與後兩者的相關程度卻是相當低(rs < .3, 如表八所示)，所以，本研究

支持後者的論述，亦即幼兒在「加減法反逆原則」的習得似乎與其他三項基本數學能

力並不相關。那加減法反逆原則的習得又與何種技巧或是概念知識有關呢？未來的研

究可以探究伴隨著或是引發(trigger) 「加減法反逆原則」的因素為何。 

(三)、 社經背景對於學齡前幼兒的學習情況已經有十分明顯的影響 

本研究中，社經背景高的幼兒表現多優於社經背景低的幼兒，與Starkey、Klein

與Wakeley（2004）研究不謀而合。Starkey, Klein, & Wakeley指出社經地位對於數學

知識成就差異的影響從幼兒階段就開始了，因為低社經地位的幼兒從家庭中所得到的

支持與協助，遠遠地少於中、高社經地位的幼兒。 

再進一步探討為何高社經地位家庭子女的學習成就會高於低社經地位的家庭子

女？原因可能有以下幾點：一、家長的教育期望：在高社經地位的家庭中，父母親本

身的素質較高，因此對其子女會有較多、較高的要求與期望，以致於對於教育子女的

想法、理念、或是相關資訊都會更加留意，對於子女的教育亦會投入更多的心血與心

力，像是給予子女更多的學習機會，如多元的才藝課程、學習素材（圖書、繪本），

或是休閒活動（電腦軟體、數學遊戲、玩具）與文化刺激（美術館、圖書館、博物館）

等。如同，Alwin與Thornton（1984）研究發現當家庭的社經地位越高，家長可以提

供子女較好的社會及經驗條件，物質環境也較豐富，對於子女未來的教育經驗、學習

成就以及職業的選擇均有重大的影響。馬信行（1985）亦發現成績好的學生，其家庭

社經背景較高，家中父母對子女的學業關心及鼓勵的程度均較高。二、家長管教方式：

家長除了給予子女較豐富的物質環境，同時也對子女的管教採取積極主動的態度，主
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動了解子女的求學生活、多參與學校的親子活動等，並且給予更多的關心、關愛、以

及課業上的鼓勵，像是經由親子共讀的過程中，與子女一同學習與成長。因此，高社

經地位的家長對於子女的教育期望、教育資源、管教方式、與親子互動型態較低社經

地位的家長趨向積極，所以更有助於子女在學習成就上的優勢。 

    反觀，低社經家庭背景的幼兒或子女，其父母親所能給予的社會或教育資源較

少、接收到的文化刺激也較少，因此教育當局應該正視這樣的議題，並且協同學校、

教師或是家長協助低社經家庭的子女，給予他們更多提早介入的教育機會(early 

intervention)，避免差距越來越大，也縮減因社經背景所導致的學習成果差異。 

(四)、 學齡前階段的幼兒在數學成就性別差異上並不明顯。 

    本研究中，在「減法否定原則」的理解上，不同社經背景的男、女幼兒有不同的

理解程度。對於男生幼兒，不管是高或低社經背景，他們的理解程度均相同，但是對

於女生幼兒，高社經背景的女生幼兒理解程度比低社經背景的女生幼兒好，導致此結

果的原因可能是因為高社經地位的家長對於子女的教育期望、教育資源、管教方式、

與親子互動型態較低社經地位的家長趨向積極，所以使得幼兒的學習與成長較低社經

背景的幼兒擁有更多的優勢，而其付出在女生幼兒身上比男生幼兒擁有更好的成效。

在「減法同一原則」的理解上，不同年齡的男、女幼兒有不同的理解程度。三歲年齡

層中，女生的理解程度比男生好；四歲及五歲年齡層，則男、女生的理解程度相同，

導致此結果可能是因為幼兒大約在四歲左右可以習得「減法同一原則」，而男、女生

在此階段的學習是較無差異的，但是在三歲左右卻是女生優於男生，表示三歲男生對

於數理的理解較慢於同年齡的女生。 

整體而言，學齡前女生的數學學習成就不會比男生差，甚至可以比男生好，如同

Feigngold（1992）反對男優於女的先天差異觀點，認為外在的環境及教育經驗才是造

成男女能力差異的主要因素，所以如果給予女性充足的教育經驗，則女性能力與男性

的能力是不分軒輊的。學者Ernest（2006）研究發現，數學表現上的性別差異和教師

期望之間有一定的相關，63%的教師覺得男生的數學能力優於女生，因此除了教師的



台灣數學教師電子期刊 2010, 第二十一期 
 

 38

觀念會無意的透過言行傳遞給學生，教師也可能會無意識地給予男生多於女生的鼓勵

與支持，如同Lummis與Stevenson（1990）研究指出不論是美國、台灣或日本，在數

學學習的過程中，女生兒童接收到來自父母、學校教師及同儕間的鼓勵比男生兒童來

得少。范文貴與李傳準 (2008)也指出造成男、女生在數學成就的性別差異因素，可

能是來自社會文化背景的影響、國家社經地位的影響、家長對於性別差異的觀念、教

師或學校對於性別的潛在觀念等。 

因此，如果從幼兒階段開始，家長與教師在數理學習上就不斷給予女生幼兒更多

正面的鼓勵與支持，她們應該在數理的學習上會有更好的成就，未來的研究可以更深

入的探究這個假設。 
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七、 附錄 

施測者在一個藍色紙板上，揭示 1 到 4
個綠色的代幣，並說：「這裡有這麼多

個。」 

 

● ● 

 

    

3 至 5 秒後，將代幣推入黃色盒子裡。    

 

    

在無情境的減法否定原則測驗中，施測

者會從盒子中移出兩個代幣，揭示在紙

板上 3 至 5 秒，並說：「現在，拿出來

這麼多個。」，然後收起代幣。 

 

● ● 

  

    

施測者問：「請問，現在盒子裡面有幾

個?」 
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圖 1.   減法否定原則測驗流程 
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施測者在一個藍色紙板上揭示1到4個綠色的

代幣，並說：「這裡有這麼多個。」 

 

  

● ● 

 

 

    

3 至 5 秒後，將代幣推入黃色盒子裡。 

 

 

  

 

 

 

      

施測者會從盒子中移出兩個代幣，揭示在紙

板上3至5秒，並說：「拿出來這麼多個。」，

然後收起代幣。 

 

● ● 

  

    

施測者會先揭示兩個代幣在紙板上3至5秒，

再移進盒子中，並說：「放進去這麼多個。」。

 

  

 

 

● ●

    

施測者問：「現在，盒子裡的，跟剛剛一開始

盒子裡的，是「一樣多」還是「不一樣多」？」

  

 

 

 

圖 2.   加減法反逆原則測驗流程 
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不同年齡、性別與社經背景對減法否定測驗之交互作用
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圖 3.   不同年齡、性別與社經背景對減法否定測驗之交互作用 

 

不同性別、社經背景與年齡對於減法同一測驗之交互作用

0.6

0.8

1

1.2

1.4

1.6

1.8

2

男生 女生 低社經背景 高社經背景

平

均

數
3歲

4歲

5歲

 

圖 4.   不同性別、社經背景與年齡對減法同一測驗之交互作用 
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不同年齡與社經背景對於加減法反逆測驗之交互作用
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圖 5.   不同年齡與社經背景對加減法反逆測驗之交互作用 
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表一 

幼兒對於減法否定原則的理解程度交叉表 

 減法否定原則的理解 

年齡 性別 社經背景 高度理解 中度理解 低度理解 

中 2 2 5 
男 

低 1 0 8 

中 5 3 1 
3 

女 
低 1 0 8 

中 7 0 2 
男 

低 8 0 1 

中 9 0  
4 

女 
低 5 4  

中 9   
男 

低 9   

中 9  0 
5 

女 
低 7  2 
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表二 

幼兒對於減法同一原則的理解程度交叉表 

 減法同一原則的理解 

年齡 性別 社經背景 高度理解 中度理解 低度理解 

中 3 4 2 
男 

低 1 1 7 

中 7 2 0 
3 

女 
低 4 2 3 

中 6 2 1 
男 

低 9 0 0 

中 9 0  
4 

女 
低 5 4  

中 9 0  
男 

低 8 1  

中 9   
5 

女 
低 9   
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表三 

幼兒對於加減法反逆原則的理解程度交叉表 

 加減法反逆原則的理解 

年齡 性別 社經背景 高度理解 中度理解 低度理解 

中   9 
男 

低   9 

中   9 
3 

女 
低   9 

中 2 0 7 
男 

低 0 1 8 

中  0 9 
4 

女 
低  1 8 

中 5 2 2 
男 

低 1 3 5 

中 5 1 3 
5 

女 
低 1 2 6 
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表四 

基本加減法原則與口語認數測驗之人數交叉表 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

口 語 認 數 

1 2 3 4 5 

 

不理解 理解 不理解 理解 不理解 理解 不理解 理解 不理解 理解 

減法否定           
    不理解 14 22 17 19 24 12 32 4 34 2 
    理解 6 66 6 66 5 67 28 44 54 18 
減法同一           
    不理解 13 16 16 13 19 10 25 4 29 0 
    理解 7 72 7 72 10 69 35 44 59 20 
加減法反逆           
    不理解 19 75 23 71 29 65 56 38 81 13 
    理解 1 13 0 14 0 14 4 10 7 7 
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表五 

減法否定原則與減法同一原則之人數交叉表 

減法同一原則 

減法否定原則 不理解 理解 

不理解 24 12 

理解 5 67 

 

 

表六 

減法否定原則與加減法反逆原則之人數交叉表 

加減法反逆原則 

減法否定原則 不理解 理解 

不理解 36 0 

理解 58 14 

 

 

表七 

減法同一原則與加減法反逆原則之人數交叉表 

加減法反逆原則 

減法同一原則 不理解 理解 

不理解 29 0 

理解 65 14 
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表八 

基本加減法原理原則與口語認數能力之皮爾森相關性分析表  

 1. 2. 3. 4. 5. 6. 7. 8. 

1.減法否定原則 1 .617(**) .223(*) .559(**) .662(**) .715(**) .714(**) .641(**) 

2.減法同一原則  1 .217(*) .532(**) .574(**) .602(**) .554(**) .548(**) 

3.加減法反逆原則   1 .090 .150 .177 .225(*) .303(**) 

4.口語認數=1    1 .847(**) .758(**) .714(**) .667(**) 

5.口語認數=2     1 .831(**) .837(**) .723(**) 

6.口語認數=3      1 .870(**) .786(**) 

7.口語認數=4       1 .846(**) 

8.口語認數=5        1 

 

**  在顯著水準為0.01時 (雙尾)，相關顯著。 

*   在顯著水準為0.05時 (雙尾)，相關顯著。 
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一、 2010/04/21 (三)～2009/04/24(六) 

NCTM 2010 Annual Meeting & Exposition 

地點：San Diego, CA  

參考網址：http://www.nctm.org/conferences/default.aspx?id=52 

 
 

二、 2010/06/04(五)~2010/06/05(六) 

       第 2 屆科技與數學教育學術研討會 

       地點：國立台中教育大學(台中市西區民生路 140 號) 

       參考網址：http://mathed.ntcu.edu.tw/TME2010/www/home.html 

 

 

三、 2010/06/19(六) 

       2010 數學暨資訊教育研討會 

       地點：國立台北教育大學至善樓國際會議廳 

       參考網址：http://120.127.4.19/web/webforschool/index.html 
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四、 2010/07/18(日)~2010/07/23(五) 

       PME34   

Conference Of The International Group For The Psychology 

Of Mathematics Education 

       地點：Federal University of Minas Gerais [UFMG],  

             Belo Horizonte, Brazil 

       參考網址：http://pme34.lcc.ufmg.br/ 
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稿 約 

一、本刊徵選之數學教育刊物為： 

（一）本刊以徵選實務性的數學教

育刊物為主，舉凡任何數學創

新教學之方法或策略、數學教

學實務經驗、數學課程設計與

實踐之心得分享等皆為本刊

之首要選擇標的； 

（二）研究文章（包括以實驗、個

案、調查或歷史等研究法所得

之結果，和文獻評論、理論分

析等）； 

（三）短文（包括研究問題評析、

數學教育之構想、書評、論文

批判等）；以及 

（四）其他符合本刊宗旨之文章。 

二、本刊所刊之文章，需為報導原創

性教學或研究成果之正式文章，

且未曾於其他刊物或書籍發表者

（在本刊發表之文章未經台灣數

學教育學會同意，不得再於他處

發表）。 

（一）來稿請注意下列事項： 

1. 來稿請以中文撰寫，力求通

俗易讀，須為電腦打字，每

篇以不超過 6000 字為原則

（特約稿不在此限），以電子

郵件傳送。 

2. 來稿請附中英文篇名、作者

姓名及服務機關，作者姓名

中英文並列，若有一位以上

者，請在作者姓名及服務機

關處加註（1）、（2）、（3）等

對應符號，以便識別，服務

機關請寫正式名稱。 

3. 來稿請附中英文摘要，並於

摘要後列明關鍵詞彙（key 

words），依筆劃順序排序（以

不超過五個為原則），英文關

鍵詞彙則須與中文關鍵詞彙

相對應。 

4. 文稿若為譯文，請附原文影

本及原作者同意函，並請註

明原文出處、原作者姓名及

出版年月。 

5. 凡人名、專有名詞等若為外

語者，第一次使用時，謂用

（）加註原文。外國人名若

未有約定成俗之譯名，請逕

用原文。 

6. 附圖與附釋請於文後，並編

列號碼，並在正文中註明位

置。 

7. 文末參考文獻依作者姓氏分

別編號排序：中、日文依筆

劃多寡排列；西文（英、法、

德…等）依字母順序排列；

若中、日、西文並列時，則

先中、日文後西文。至於參
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考文獻之寫法如下： 

（1）期刊論文，請依下列順序

書寫：作者、出版年（西

元）、論文篇名、期刊名

稱、卷期、頁數。 

例：張湘君（1993）。讀者

反應理論及其對兒童文

學教育的啟示。東師語

文學刊，6，285-307。 

（2）圖書單行本，請依下列順

序書寫：作者、出版年（西

元）、書名、版次、出版地、

出版社、頁數。 

例：張春興（1996）。教育

心理學。台北：東華。頁

64-104。 

8. 稿件順序為：首頁資料（題

目、作者真實姓名及服務機

關、通訊地址及電話；若需

以筆名發表，請註明）、中文

摘要、正文（包括參考文獻

或註釋）、末頁資料（以英文

書明題目、作者姓名及服務

機關、並附英文摘要）及圖

表（編號須與正文中之編號

一致）。 

（二）本刊對來稿有權刪改，不同

意者請在稿件上註明。 

（三）來稿刊出，版權為台灣數學

教育學會所有。 

（四）作者見解，文責自負，不代

表本學會之意見。 

（五）來稿請e-mail至：

dcyang@mail.ncyu.edu.tw 
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