
 

 

 

 

 

 

  

第 36 卷第 1 期 

二 O 一五年四月 

VOL. 36 NO. 1 

April 2015 



臺灣數學教師   第 36 卷第 1 期  2015 年 4 月 

 

發行單位 國立臺灣師範大學數學系 

 台灣數學教育學會 

 

 
 
 

地址 臺北市汀州路四段 88 號國立臺灣師範大學數學系 

《臺灣數學教師》 

電話 886-2-7734-6576 

傳真 886-2-2933-2342 

電子郵件 tjmtedit@gmail.com 

網址 http://tame.tw/forum.php?mod=forumdisplay&fid=74 

附 啟 

1. 本期刊自 2014 年 35 卷起每年出版二期。 

2. 本期刊原名《台灣數學教師(電子)期刊》，自 2014 年 35 卷第 2 期起改名為        

《臺灣數學教師》。 

3. 本期刊電子郵件由自 2015 年 36 卷第 1 期起改為 tjmtedit@gmail.com。 

 

編輯委員會 

主編 左台益 國立臺灣師範大學數學系 

副主編 吳昭容 國立臺灣師範大學教育心理與輔導學系 

 楊凱琳 國立臺灣師範大學數學系 

編輯委員 洪儷瑜 國立臺灣師範大學特殊教育學系 

(依姓氏筆劃排序) 袁  媛 中原大學教育研究所 

 黃幸美 臺北市立大學學習與媒材設計學系 

 楊志堅 國立臺中教育大學教育測驗統計研究所 

 楊德清 國立嘉義大學數理教育研究所 

 劉柏宏 國立勤益科技大學通識教育學院 

 劉曼麗 國立屏東教育大學數理教育研究所 

 劉遠楨 國立臺北教育大學教育傳播與科技研究所 

 蔡文煥 國立新竹教育大學數理教育研究所 

 謝豐瑞 國立臺灣師範大學數學系 

 譚克平 國立臺灣師範大學科學教育研究所 

http://tame.tw/forum.php?mod=forumdisplay&fid=74


主編的話 

《臺灣數學教師》期刊原名為《台灣數學教師(電子)期刊》，以發行數

學教育研究與實務原創性論文為宗旨。本期刊與《臺灣數學教育期刊》同

為國立臺灣師範大學數學系與台灣數學教育學會共同發行之期刊。兩期刊

由同一主編及編輯群負責刊務。為了使兩期刊編輯內容能分別依其發行宗

旨展現各別特色，經台灣數學教育學會理監事會議討論，自下期起委由另

組編委負責編輯事務。 

教師教學除了透過本身教學經驗與反思外，若能再吸取其他實徵研究

成果與理論觀點，將有助於教學的精進。本期刊登的兩篇文章中，其中一

篇即從實徵研究討論數學素養的展現，另外一篇為文章導讀闡釋科技工具

與數學證明之間的理論觀點。 

本期第一篇由秦爾聰、劉致演與尤昭奇共同著作之＜探討七年級學生

在以臆測為中心的數學探究教學脈絡下其數學素養展現情形＞。此文透過

實徵教學探討以臆測為中心的 5E 數學探究教學模式下，七年級學生數學素

養展現的情形。第二篇是專書論文導讀，由左台益對＜Experimental 

Approach to Theoretical Thinking: Artefacts and Proofs＞該文做論文導讀與評

述。誠如作者所言，「該文從知識論、認知觀點、教學法與教學理論，多面

向闡述工具與數學證明教學之間的關係，內容豐富，事例解說詳細值得細

讀。」 

本期刊能順利發行得感謝兩位副主編鼎力協助、審查委員細心審定、

全體編委的無私奉獻以及編輯助理辛勞編輯，方能使本期刊維持高品質。

期盼各界繼續支持，踴躍賜稿。 

 

《臺灣數學教師》主編 

謹誌 
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秦爾聰、劉致演、尤昭奇（2015）。 

探討七年級學生在以臆測為中心的數學探究教學脈絡下其數學素養展現情形。 

臺灣數學教師，36（1），1-16。 

探討七年級學生在以臆測為中心的數學探究教學脈絡下 

其數學素養展現情形 

秦爾聰 1    劉致演 1    尤昭奇 2 
1國立彰化師範大學科學教育研究所 

2臺中市立清水國民中學 

本研究旨於探討在施以臆測為中心的 5E 數學探究教學模式下，國中七年級學生數學素養展現情

形。教學活動以皮克面積速算公式作為學生探究主題，採用質性研究做為資料收集及分析架構。

參與研究的個案班級為中部某公立中學的七年級學生，班級人數共 34 人，教學活動時間為期兩

週。研究結果發現，學生面對非例行性問題時，在數學臆測思維的驅動下，其數學素養五股能

力呈現彼此和諧交織的狀態。 

關鍵詞：5E探究教學、數學素養、數學臆測 
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壹、前言 

當今國際上數學教育改革的趨勢皆致力於培養國民「數學素養」（如 National Council of 

Teachers of Mathematics [NCTM], 2000; Organization for Economic Co-operation and Development 

[OECD], 2010），在如此教改的理念下，「探究教學」似乎顯得格外重要（Brown, Wilson & Fitzallen, 

2007）。此外，數學探究就是做數學，做數學包含探索與發現，而探索與發現的主要途徑就是猜

想（NCTM, 2000），透過猜想的檢驗與修正即是臆測的歷程（陳英娥、林福來，1998）；要言之，

臆測可以幫助數學推理的發展，而數學推理更是數學教育的核心（Reid, 2002）。甚者，理解是

數學學習的首要目標，而數學素養是檢驗學生是否理解的主要表徵（Kilpatrick, Swafford, & 

Findell, 2001; NCTM, 2000）。有鑒於此，本研究擬透過融入數學臆測思維的數學探究教學活動，

探討在施以臆測為中心的數學探究教學脈絡下學生數學素養展現情形。 

貳、文獻探討 

一、數學臆測 

數學臆測脈絡緣起於 Lakatos（1976, 1978）的擬經驗主義，他認為數學既非純粹理性的產

物也不完全等同於其他經驗學科，反之，數學應是擬經驗的（quasi-empirical）、是可能犯錯的。

陳英娥與林福來（1998）以 Lakatos 數學理論知識創造歷程作為研究理論架構進行實徵性研究，

根據研究結果建構出臆測思維的一般化模式如圖 1。Pólya（1954）認為臆測的過程是在特殊化

（specializing）與一般化（generalizing）的上升與下降過程中來來回回。面對非例行性問題時通

常我們會將問題加以簡化，並透過簡單的試驗來檢驗，經過多次的試驗後將結果加以擴充並形

成一般性通則；簡化問題以及試驗的過程即是特殊化，形成通則的過程稱為一般化。綜上所述，

數學臆測是在猜測、檢驗、相信與反駁間的遞迴歷程。若說數學探究的是做數學，那我們可以

理解做數學的過程即是數學臆測思維的歷程，並且此歷程是奠基在一般化及特殊化的核心思維

之上。 
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圖 1  數學臆測思維模式。引自「數學臆測的思維模式」，陳英娥、林福來，1998，科學教育學

刊，6（2），205。 

二、數學探究教學 

Franke、Kazemi 與 Battey（2007）指出數學教學旨於建構一個數學學習環境，在這環境中

教師應致力於協助學生主動發現學科知識獨有的表徵。然而，文獻中並未提出有關數學探究教

學的明確架構，對於初次嘗試數學探究教學的教師而言，實有施行上的困難。有鑑於此，5E 學

習環的探究教學模式，可視為教師發展數學探究教學的參考架構。5E 學習環是 Trowbridge 與

Bybee（1990）以建構主義觀點為基礎所發展而得，包括參與（engagement）、探索（exploration）、

解釋（explanation）、精緻化（elaboration）、評鑑（evaluation）等五個教學階段；（一）參與：

教學活動能夠引發學生興趣、學習動機，使學生願意主動參與教學活動；（二）探索：鼓勵學生

透過進行合作學習，教師在活動進行中觀察學生互動，必要時提出問題進行探討，引導學生探

究方向；（三）解釋：鼓勵學生用原有經驗來解釋自己的想法並提出佐證，並提出正式的定義與

解釋；（四）精緻化：預期學生能使用正式的定義與解釋，並鼓勵學生應用已知概念，自行建構

概念理解、擴展知識和技能；（五）評鑑：教師引導並鼓勵學生主動評量自己學習的理解，並提

供回饋以供教師修正教學策略與措施。 

三、數學素養 

美國國家研究會曾籌組一項數學學習研究，內容的主要宗旨之一在於明確界定何謂成功的

數學學習，研究結果主張數學素養是數學學習者的成功表徵（Kilpatrick et.al., 2001）。數學素養

是指由五股數學能力所交織，分別為：（一）概念理解（conceptual understanding），為數學概念

間的整合性及功能性中樞；（二）程序流暢（procedural fluency），指對於程序性知識的瞭解以及
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如何適當使用程序知識，以及彈性、準確而有效率地、合適地運用程序性知識及執行的過程技

能；（三）策略運用（strategic competence），指能夠形成、表徵和解決數學問題的能力；（四）

適性推論（adaptive reasoning），指能夠在概念及情境間進行邏輯性思維的能力；（五）建設性傾

向（productive disposition），是指將數學視為有理、有用且有價值的學問，並且相信自己有能力

且願意努力成為有效率的學習者，以及數學知識的實踐者。 

參、研究方法 

一、教學活動設計 

本教學活動設計是以 5E 學習環探究模式（Trowbridge & Bybee, 1990）作為探究教學主體架

構，強調學生的自主學習、考量學生的先備知識，利用學生的好奇心來引起動機（engagement），

提供真實情境的問題讓學生思考、探索並擬定解題計畫（exploration），透過驗證活動收集與整

理資料以提出猜想，並藉由小組討論與分享來進行辯證（explanation & elaboration），最後對問

題的答案形成全班的共識（evaluation）。另本研究在 5E 探究教學活動架構下，引入猜測、檢驗、

相信及反駁等數學臆測思維，教師在歷程中搭建一般化及特殊化的思維鷹架，幫助學生驅動數

學臆測思維並融入 5E 探究學習環，本研究將教學架構具體化如圖 1。本教學活動內容設計以皮

克定理做為教案發想起點，皮克定理是奧地利數學家喬治皮克（Georg Pick，1859～1943）所發

現的一個面積速算法，以格點為頂點的多邊形叫格點多邊形。若已知在多邊形內部的格點稱為 

內格點（代號 x），在多邊形邊上的格點稱為邊格點（代號 y），則面積可以透過 1
2

y
x  而得。 

活動設計共分為個人探究與小組探究兩階段，個人探究階段請學生在方格紙中，分別建立兩個

直角座標平面，在第一個直角座標平面中標出 A（4, 1）、B（-3, 1）、C（-3, 5）的點，並計算△ ABC

的面積。並在第二個座標平面中標出 D（4, 0）、E（6, -5）、F（0, -3）的點，並計算△ DEF 的面

積。並給定兩個問題：（1）你認為正確的答案是什麼？（2）如果有面積的速算公式，你認為面

積跟什麼有關係？面積的速算公式是什麼？小組探究階段請學生在方格紙中，分別設計三種三

角形圖案，頂點必須在格點上，請分別計算出其面積 S 及其內格點 x 與邊格點 y 之個數。小組

合作根據組員所設計的三角形圖案，及計算出其面積 S 及其內格點 x 與邊格點 y 之個數，加以

整理後觀察隱藏其中的皮克面積速算公式規律。 
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圖 2  以臆測為中心的 5E 數學探究教學架構 

二、研究參與者 

（一）數學探究教學者 

本研究實施探究教學教師為師範體系的數學系本科畢業，已有七年的教學資歷，過去一直

以傳統講述的方式授課。因為進修的關係，加入了一個由在職與職前數學教師所組成的教師專

業成長團體而接觸到探究教學與臆測相關理論，再加上服務學校鼓勵教師採取創新教學與多元

評量，因此激勵了該教師從事教學改變，屬於探究教學新手。 

（二）研究對象 

研究對象為中部某國中之七年級的一個常態班，男生 20 位、女生 14 位，全班共 34 人。本

研究以立意取樣，除以全班為觀察對象外，各小組按照學習成就進行異質性分組，總計分為 6

組、每組 5-7 人。為觀察學生數學素養之展現情形，特選定其中一組 7 人為主要觀察及晤談對

象。 

三、資料收集 

資料蒐集來自多元管道，共有學生探究活動學習單、教師反思日誌、學生反思日誌與課室

錄影。學習單主要目的為了解學生臆測歷程與探究活動的進行情形，教師日誌旨於作為日後進

行改進教學設計的參考依據，學生反思日誌則幫助我們了解學生所遭遇的困難及其建設性傾向，

而課室錄影用以蒐集小組討論互動及論述，以提升資料來源之效度。 

四、資料分析 

（一）研究效度 
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本研究所收集之質性資料分析架構主要整合 Glaser 與 Strauss（1967）持續比較的分析方法，

以及 Strauss 與 Corbin（1990）的對於質性資料進行開放性編碼及主軸譯碼，再依現象觀察結果

加以有系統性的歸納，以分析出支持學生五股素養展現之證據。數學素養五股能力資料編碼，

以 Kilpatrick et.al.（2001）五股數學素養為主，並參考美國國家評量指導委員會所訂定之 NAEP

數學評量架構（National Assessment Governing Board [NAGB], 2002）、NCTM（2000）和 Niss（2003）

數學學習核心能力等標準，形成數學素養五股能力檢核表，如下： 

表 1  

數學素養五股能力檢核表 

數學素養 編碼 內容 

概念理解（C） 

C1 能充分了解數學概念的定義 

C2 能理解做數學的過程，如演算、公式等所表達的含意 

C3 能以不同的表徵呈現數學概念 

C4 能理解不同概念或表徵之間的關連性 

程序流暢（P） 

P1 能運用基本數學定義和性質進行演算 

P2 能熟練地使用各種數學演算流程 

P3 能解釋運算程序中蘊含的數學概念 

P4 能根據問題情境靈活運用不同的演算程序 

策略應用（S） 

S1 能運用以前的數學知識和經驗進行解題 

S2 能建構一個或多個數學表徵以呈現問題的數學關係 

S3 會選擇比較有效的方法解題 

S4 能看出不同問題的共同數學結構，將問題一般化 

適性推論（A） 

A1 會檢驗自己或他人的想法 

A2 能為自己或他人的想法進行解釋與辯證 

A3 能根據數學知識對自己或他人的想法提出質疑 

A4 能比較不同的解題策略並進行修正或得出結論 

建設性傾向（D） 

D1 會主動參與數學活動 

D2 只要持續努力，相信自己能學好數學 

D3 認為數學對日常生活有幫助 

D4 會將數學學習經驗應用在其它學習領域 
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另外，針對學生在數學探究活動進行過程中之猜測、檢驗、反駁、相信、特殊化、一般化

的編碼原則為：（1）猜測：學生能面對問題時，能提出一個合理的敘述，在未經實證之前即為

猜測（Yerushalmy, 1993）；（2）檢驗：學生能利用自己的先備知識，針對自己或他人的猜測進行

辨證；（3）反駁：指學生反對自己或他人所提出的猜測、證明或論述；（4）相信：指學生接受

自己或他人所提出的猜測、證明或論述；（5）特殊化：特殊化是將問題轉換成為簡易的範例，

尋找在一般情形下具有較特殊性的性質藉以瞭解原問題（Mason, Burton, & Stacey, 2010）；（6）

一般化：學生有系統地將特殊化後的結果歸納成一般性的規則或樣式（patterns）（Stacey, 1989）。

此外，由於一般化無法自辯證（justification）中切割（Lannin, 2005），因此針對學生在論述過程

中援用先備知識進行辨證，本研究特將之編碼為先備一般化。另猜測與猜想皆譯自原文

Conjecture，當名詞時譯為“猜想”；當動詞時譯為“猜測”，如提出猜想。 

（二）研究信度 

本研究藉由「多元資料來源」和「多位分析參與者」進行資料分析之三角校正；多元資料

來源指的是前述質性資料；多位分析者參與則是由三位研究人員針對多元資料所做的現象觀察

進行討論磋商，直到形成共識後才作成研究結論。 

（三）資料分析 

分析進行方式由教師及研究者分別進行閱讀文本資料，以數學臆測及數學養共同編碼

（coding）後撰寫研究結果。本研究擬於研究結果第一小節中，呈現開放性編碼註記及其分析結

果，以作為分析範例。 

肆、研究結果 

一、數學臆測驅動策略推論、概念理解與程序流暢 

在小組探究階段，針對面積 S、內格點 x 與邊格點 y 之個數關係進行論述與探討結果，有

些小組發現三角形面積是跟三角形的邊長有關，有些小組則發現面積與座標位置有關。在發表、

辯證、與反駁的精緻化過程中，學生無法彈性的應用已知的解題策略（學生在先前已學習過利

用填補三角形成為矩形的方式計算三角形面積），即習慣計算三角形面積時一定要是「水平」的

三角形，以至於在直角坐標平面上思考三角形面積計算問題時，遇到非平擺的三角形面積計算

反例時即產生認知衝突。根據下列對話轉錄可以發現學生 S32 在 C4（能理解不同概念或表徵之

間的關聯性）、P4（能根據問題情境靈活運用不同的演算程序）及 S1（能運用以前的數學知識

和經驗進行解題）等三個項目上顯得有所不足，以致於當數學問題情境轉變時顯得有些捉襟見
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肘。 

S32：我們這組想到的是面積跟座標有關（猜想）（S1），因為把座標標出來，就可

以看出面積的長和寬多少（檢驗）（C1、P1、P2）。 

S13：斜的怎麼算出面積？（猜測）（A3） 

S32：你說的斜是哪一種斜法？（A3）（S13上台畫出平的三角形，如圖3左） 

S32：你用這裡..跟y軸的距離跟這裡跟y軸的距離，就算出面積了。（特殊化）（A2） 

S31：啥！那是斜的捏？（A3）斜的你要怎麼算？（A3） 

S32：就是這邊（指左邊點）加跟這邊（指右邊點）跟y軸的距離，就變成它的長了。

（特殊化）（C1、P1、P2） 

S17：如果這邊是斜的呢？（A3）（上台畫更斜的底，如圖3右）不要跟y軸平行呢？

（A3） 

T  ：就是如果三角形的底，底不是平的，是斜的怎麼辦？有什麼辦法可以算出面積？ 

S32：對吼！…想一下！…不可以！找不到答案！（A3、S1） 

       

圖 3  學生 S13 上台畫出心中的三角形 

T  ：你在發表的時候，畫了一個三角形，你當時是怎麼想的？ 

S32：就畫出來，看一看，就可以（算出面積）了。（特殊化）（C1、C2、P1） 

T  ：看它的座標，看它下面水平的座標，就可以了。 

S32：對啊。我想的是下面是平的。（先備一般化）（A2） 

T  ：下面是平的，那它的面積怎麼算？ 

S32：就它的高跟它的底，水平的。（先備一般化）（A2） 

T  ：後來同學畫這條是什麼意思？斜的這一條。 

S32：斜的那一條，他是問我斜的那一條底怎麼算？（特殊化）（A1、A2） 

T  ：所以你原來考慮的都是平的？（A1） 

S32：對啊。 
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T  ：那時候怎麼沒有考慮到斜的？ 

S32：沒想那麼多。 

T  ：所以後來他們畫斜的，你就發現了？（特殊化）（A1） 

S32：對啊。（相信）（A4） 

教師針對學生 S32 進行深入了解與對話時，發現學生對於三角形面積計算方式來自於先備

知識的一般化結果，當學生遇到反例時，在缺乏概念理解、程序流暢及適性推論的情況下便無

法彈性的進行數學思考，然而，在後續的學生發表中，可以發現三角形底部非平擺的圖形面積

計算並不是困擾，反而是用來驗證皮克面積速算公式的極佳例證（如圖 4）。此點呼應了 Ernest 

（1991）客觀知識建構觀點，數學知識的創造來自於客觀知識與主觀知識的相互交流，由主觀

知識引導個體與社群進行互動，經由發表與批判形成客觀新知。在此段論述中，主觀知識可能

包含了自身無法理解的認知衝突。然而在此階段裡，學生仍停留在接受批判與反思的階段，在

下階段學生與教師的論述中，可以發現學生有新的進展。 

S34：我們猜想面積與圖形的邊長有關（猜測）（C2），如果是一個三角形的話（畫

了一個接近直角的三角形）（特殊化），我們只要找出旁邊這兩個的邊長，就

可以找出這個三角形的面積了（C2、C3）。 

S09：為什麼不用第三個邊長？你說跟兩個邊有關，可不可以跟三個邊有關？（A3） 

S34：只要任何兩個邊都可以（用手比出任意兩邊）（一般化）（C2） 

T  ：妳的意思是只要跟兩個邊的邊長有關係就好嗎？ 

S17：如果只有兩個邊，另外一邊怎麼辦？（A3） 

S10：而且這兩邊又不是直角，這兩邊不可以當高、當底。（一般化）（C2）（S34

迅速擦掉原來的三角形） 

（教師介入澄清兩個邊長不能形成固定三角形，因為面積會改變，就不能求出面積，

固定三個邊長則可以求出面積，所以應該說面積跟三邊長有關係較合理。） 

學生嘗試將特殊化所產生的衝突情境，再次利用特殊化的策略形成新的解題思維，將三角

形特殊化成為直角三角形，以利面積求解，然而再次遭遇到挑戰與質疑。誠如 Mason 與

Johnston-Wilder（2004, p.142）主張：「學生在臆測的氛圍（特殊化與一般化）裡，能被激勵於

構建極致及典範性的例證，並嘗試尋找反例（透過探索先前未曾被注意到之可能的變項維度），

並且在能在過程中主動思考與建構新知」。從上述學生與教師間的言談轉錄文本中發現，學生嘗

試在面積、邊長與座標間尋求對於反例的合理解釋，因著特殊化驅動了學生的適性推論，在編

碼中「A3 根據數學知識，對自己或別人的想法產生質疑」出現頻率最高，也連帶驅動了程序流

暢與概念理解，因為學生提出質疑後，通常會回到原本已知的數學知識進行驗證與理解。根據
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編碼註記的統計亦證實了這樣的推論，在數學素養範疇的開放性編碼統計結果中共計有 29 次註

記，其中策略推論出現 14 次佔 48%，概念理解出現 9 次佔 31%，程序流暢出現 5 次佔 17%。

根據上述例證，我們可以理解學生能在特殊化臆測過程裡主動展現策略運用、概念理解、程序

流暢等數學素養，因此，數學臆測可視為驅動學生探索可能的變項維度，並主動思考與建構客

觀新知。在下一小節的研究結果中可發現，學生在推論皮克面積速算公式過程時，能在數學臆

測思維中遞迴並驅動數學素養能力交織展現。 

二、數學素養五股能力交織展現 

皮克面積速算公式的數學探究活動，最終教學目標是希望學生藉由觀察及計算內格點數 x、

邊格點數 y 與三角形面積 S 之間的關係，推論出一般化的公式。由圖 4 可知，小組成員藉由

分工合作得到龐大的相關實驗數據，彙整成表格進行觀察。整體而言，大多數小組都能夠發現

其中蘊藏的規律，在小組發表過程中可以看學生靈活應用不同的策略進行解題。 

 

圖 4  小組發表皮克公式的推論結果 

透過對於觀察組（S31 為代表）學生的小組互動觀察，發現小組成員透過特殊化的歷程個

別畫出不同的三角形再個別求出內格點、邊格點與面積，將大量的實驗數據加以歸納並整理成

表格後，嘗試推論一般化的結果。該小組後發現表格中所隱藏的樣式（pattern），即：當內格點

固定時，面積的差的 2 倍與邊格點的差相同；當固定外格點時，又可以觀察得到面積的差與內 

格點相同。學生雖然沒有直接發現皮克面積速算公式 1
2

y
x  ，但反而發現更抽象的概念。根據 

S31 的發表結果，我們可以將多邊形面積 S、內格點 x、邊格點 y 的關係寫成 2 2 2S y x   ，

並且將兩關係式 1 1 12 2 2S y x   、 2 2 22 2 2S y x   加以相減得到 1 2 1 2 1 2( ) ( ) 2( )S S y y x x     ，

此時我們便可理解當 x 相同時 1 2 0x x  ，則 1 2 1 2S S y y   ，當 y 相同時 1 2 0y y  則

1 2 1 2S S x x   ；這樣的形式化推論源自於圖 5 中學生對於皮克斯公式推論所得之理解：如 x

相同，2 數 S 相減等於 2 數 y 相減、如 y 相同，2 數 S 相減等於 2 數 x 相減。雖然學 
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生僅用寫出一般性的概念，而非直接推論出皮克面積速算公式 1
2

y
x  ，但學生已經能夠覺察兩 

組數據中所隱藏的一般式彼此間的關係，顯示學生在數學臆測的過程中已開發出某種形式化推

論能力的潛能。 

     

圖 5  S31 組一般化及特殊化歷程 

相較於其他組別（S32 為代表），雖然一樣利用小組成員的所有資訊，透過特殊化到一般化

的過程，將所得資料與以表格化，藉由觀察數字間的規律發現公式，但是僅知其然、不知其所

以然。根據學生（圖 6）的論述：「我們先找 x 一樣的，但 y 不一樣而 S2 就等於 y，然後我們 

再找出 x 一樣的，但 y 不一樣的我們就找出 1
2

y
x  」，在此陳述中用了兩次相同的敘述“x  

一樣的，但 y 不一樣”，（猜測第二個條件可能是想表達“y 一樣的，但 x 不一樣”），因此

無法得知公式的發展脈絡，並且學生在發表過程中亦無法清楚說明公式的由來。 

 

圖 6  S32 小組皮克面積公式猜想 

T  ：你覺得討論式的上課方式，跟傳統的上課方式的感覺呢？ 

S32：沒什麼差別，除了換位子、討論。 

T  ：你覺得你比較適合哪一種上課方式？ 

S32：正常上課！ 

T  ：為什麼？ 
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S32：因為我不喜歡跟別人討論，討論好無聊不好玩，因為討論就是一直講話，不然

就聽別人講話，討論不好玩。 

學生在上一節中已能藉由特殊化的方式嘗試推論一般化的結果，但是數學臆測之猜想並非

建立在毫無根據的基礎上，反之，合理的猜想來自於初步的分析基礎（Fischbein, 1987），S32

小組雖能猜想出皮克面積速算公式，但在缺乏合理分析基礎與正面的建設性傾向的情況下，學

生便無法在社會脈絡中將主觀知識轉化為客觀新知。相較與 S32 小組，研究者觀察到另外一組

的推論（S10 為代表），在一般化與特殊化的來回歷程中（Mason, 2002; Pólya, 1954），發現令人

驚豔的結果。 

 

圖 7  S10 一般化與特殊化的來回歷程 

在小組討論初期，學生雖能善用特殊化技巧，但在邊格點數 y 與內格點數 x 的組合中，

一直苦於無法找出一般性的規律，因此老師建議學生從彙整表格、固定變數著手。學生 S10 小

組在探索皮克公式的過程中，巧妙利用老師所搭建的鷹架，先固定內格點 x＝1 畫出各種可能的

三角形，接著找出邊格點 y 與面積 S 關係之規律，令 x＝1 得到 S＝y / 2 的結論；接著他們利

用所得的結論，檢驗固定 x＝2、S＝4 與 y＝6 時的結果，發現並不適用，但他們並沒有因此放

棄，反倒是再從錯誤的結果中，重新尋找可能的規律，最後發現只要先將 y 的值除以 2 後加上 

x 的值再減 1 就是 S 的值。 

T  ：你們怎麼找出公式的？ 

S10：我們先固定 x 讓它等於 1，發現在三組資料中，S 是 y 的 1/2 

T  ：接下來呢？ 

S10：我們嘗試令 x 等於 2，發現 S 與 y 的關係跟上一次的結果不一樣，所以我們

又讓 S 固定為 4 及令 y 等於 6 再試試看。 

T  ：結果你們發現什麼？ 
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S10：還是沒有找到 S 是 y 的 1/2 的結果。但是，我們想到 S 一定是由 x 跟 y 組

合出來。 

T  ：所以？ 

S10：所以，我們把前面整理好的表格中每個 y 都先除以 2，發現它加上x後再減 1

後就會等於 S 了。 

T  ：非常好（全班鼓掌叫好）。 

我們發現 S10 小組得到一般化的結論後，將原本自行設計表格中的數字嘗試代入檢驗，藉

以證明其合理性，甚至在工作單上註記「所以算式沒有錯」。在評鑑階段時學生 S10 在正四邊形

與自行設計的凹凸多邊形檢驗中，再次證明他們所發現的公式，具有可推論的特質，也為自己

發現很自豪地說「非常適用啦！」。我們在學生的解題過程中發現，融入臆測思維的數學探究教

學，可以幫助學生自然地運用特殊化與一般化策略，在猜測、檢驗、反駁與相信間遞迴，學生

也能自然而然地在數學探究的過程中增進其建設性傾向，甚至體會到數學可錯的動態性與奧妙

性。 

 

圖 8  學生 S10 一般化公式的應用 

剛開始都不知道要幹嘛，後來固定數字才得到結果。最後，找到一個速算公式可以把

全部圖形求出，雖然可算面積，但是方法很多，可以速算公式也很多，不一定只有一

種方法可以算面積。                                   （S19 學生反思日誌） 
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數學越來越難，很有挑戰性，解出的同時也有成就。又更了解數學的奧妙，非常好。 

（S32 學生反思日誌） 

Lakatos（1976, 1978）認為擬經驗論的基本原則是：針對問題尋找最具潛力的方法，然後施

以嚴格的檢驗，以尋找反駁的可能性，在這個過程裡進步的動力來自於極富想像力的猜想。學

生 S10 的小組成員們的表現，充分詮釋了這樣的觀點，他們透過特殊化策略，在過渡到一般化

結果的過程中不斷遭遇反例的挑戰，然其對於合理猜想的堅持幫助他們實證公式存在的可能，

過程中可以發現學生的概念理解如發現面積與格點關係、程序流暢如面積計算、策略應用如將

數據關係加以一般化、適性推論如修正解題策略、建設性傾向如了解數學知識的動態本質等數

學素養五股能力是彼此和諧交織的。 

伍、結論與建議 

本研究結果顯示，數學臆測是數學素養的驅力，學生面對非例行性問題情境時，在以臆測

為中心的數學探究教學脈絡下，其數學素養五股能力呈現彼此和諧交織的狀態。這樣的結果亦

為 Lin（2006）的主張：「一個好的課程必須提供學習者主動思考及建構的機會，並且，數學臆

測不僅是數學化的核心更是數學素養的驅動力」，提供了實徵性研究證據的支持，更實證了

Kilpatrick et.al.（2001）的觀點「數學素養是彼此交織的五股能力」。此外，Richards（1991, p.38）

認為學生不會意外地成為主動的學習者，除非經由計劃性的設計，始能讓學生進行結構性的探

索與探究，因此，皮克面積速算公式的主題活動，是國一學生在學習座標平面上求解多邊形面

積後，利用先備知識解決非例行性問題的極佳的數學探究活動，除能幫助學生結合學習經驗與

先備知識外，更能幫助學生透過數學臆測驅動數學素養並強化學習成效。最後，本研究發現教

師在引導小組探究過程中數度聚焦於管控班級秩序，事實上，小組探究的合作效能是建構在自

發性遵守的常規上，因此建議未來嘗試實施以臆測為中心的數學探究教學之教師，能夠先行建

立數學合作學習常規，尤其是社會性數學常規（sociomathematical norms）（Yackel & Cobb, 

1996）。 

陸、研究限制 

本研究主要研究對象為國中七年級學生，其研究結果可能受限於課程內容、性別、數學教

師之探究教學能力。研究證據發現，數學臆測之所以能驅動學生數學素養，主要由於教師在其

假設性學習軌線（Simon, 1995）中引導學生透過有系統的特殊化進行猜想並形成一般化的結果。

教師針對不同課室學生可能設計不同的假設性學習軌線，當對象或教學方法不同時是否能獲致
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相同結果，則需由教學者依實務經驗應時、應地而制宜，不宜將本研究結果作過度推論。 
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專書論文導讀 

 

Experimental Approach to Theoretical Thinking: Artefacts and Proofs

 

 

一、緣起 

本期刊於近期編輯會議中建議能在期刊中增添書評文章，以豐富本期刊內容之多樣性。依

此規劃，本文原構想朝向以數學證明為主題之專書評論，唯所選讀之專書內容豐富且限於時間

處理，故僅擇其中一篇有關科技工具與數學證明一章評述導讀。本文所評論之文章為 Arzarello , 

Bartolini-Bussi, Leung, Mariotti與 Stevenson（2012）所作的＜Experimental Approach to Theoretical 

Thinking: Artefacts and Proofs＞，以下以「該文」稱之。該文出自 ICMI Study 19 研討會後，由

Hanna與 de Villiers（2012）主編之專刊書籍《Proof and proving in mathematics education》一書

之第五章。 

國際數學教育委員會（International Commission on Mathematical Instruction, ICMI）每年召集

會議（ICMI Study Conference），就當時國際間數學教學與學習的核心議題舉辦工作群討論與論

文發表。2009年 5月 10日至 15日的 ICMI Study 19研討會為期六天在台北，由國立臺灣師範

大學承辦，主題為 Proof and proving in mathematics education。除了徵稿發表文章外，共有六個

工作群組（working group），從不同面向就數學證明與論證之教與學進行討論。研討會後，再從

中選求徵稿，由加拿大數學教育學者 Gila Hanna和南非數學教育學者Michael de Villiers共同主

編彙刊成專書《Proof and proving in mathematics education》。 

所導讀之該文作者群有五位，均為近年來在數學教育中積極從事科技工具與數學教育之研

究人員，其中 Ferdinando Arzarello, Maria Giuseppina Bartolini Bussi與Maria Alessandra Mariotti

三位來自義大利，Allen Yuk Lun Leung來自香港浸會大學，和 Ian Stevenson來自英國。他們五

位在工作群討論後，分別從各自的專長領域編寫，使該文內容充實，願景深遠，且貼近數學證

明教學的實務面，值得細讀。本文報導以該文內容為主，添之本人一些評論，期待能有助於之

後讀者易於閱讀。 

二、概覽 

從該文標題＜Experimental Approach to Theoretical Thinking: Artefacts and Proofs＞約略可知

其重點在證明的教與學。作者們分別從實驗操作與演繹推理兩個面向討論數學證明的教學和學

習。該文也同時從古代與現代科技工具論述工具的使用及其在數學證明的角色：不僅作為實務
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工具，且是概念的塑造者。內文中引述數學史及一些研究實例，來闡釋實驗與演繹之間的動態

張力，以及工具使用的探索活動與邏輯推理的形式證明之間的相互關係。最後該文嘗試整合活

動理論，發展科技工具與數學證明的教學模組。 

該文作者於文章簡介的一開始即主張在數學歷史中，科技工具和數學抽象概念與想法之源

起和發展相互交織。科技的使用帶進數學實驗操作的面向，和要求嚴謹形式化的演繹本質之間

形成一個動態張力。近來電腦與視訊科技的發展提供多樣地數學實驗與視覺理論於數學知識及

發展的過程，因此需要重新思考數學學習過程的本質，特別是從知識論與認知觀點考慮數學證

明的學習現象。該文作者曾詳細檢驗數學活動關鍵方法，不僅有演繹法，尚有溯因與歸納法，

因而強調證明教學中實驗元素的重要性。 

該文組織結構除簡介一節外，主要分成三個部分。第一部分作者從西方數學史中的一些事

證論述器具在數學概念的發展扮演關鍵角色。第二部分從一些教學研究實例分析學生使用工具

於證明活動的現象與效果。第三部分整合活動理論推導出一個理論架構解釋用以適當的教學情

境。 

三、第一部分－張力 

該文第一部分主要在闡釋數學的兩個面向－實驗操作與演繹推理之間的動態張力，以及工

具和教師在此張力中的作用與重要性。首先，作者們從西方古典幾何到現代數學的發展，論述

工具在探索解題（如尺規工具的作圖探索）的功能，同時也受數學的規範所造成實驗與演繹之

間的張力。接著，引進三個數學教育研究的案例，討論在此探索推理教學活動的張力中，教師

角色的重要性。作者從數學史知識論與實徵研究案例總結教師、學生、教學與工具在教學活動

中的關係。 

1.歷史見證：實徵與理論之間的動態張力 

該文第一部分首先以幾何作圖為範例，展示從歐幾里得以來工具支助運作的執行，也能塑

造概念。如作者所述，「幾何作圖無論其是否有明顯地實務目的，它們也具有理論意義。」作圖

工具如直尺、圓規，固然能提供實務操作的探索經驗，然而工具及其使用是受理論系統的公理、

定義與定理規範，是以作圖問題本身是特定理論系統下的理論問題。例如，倍立方、三等分角

與化圓為方等傳統歐氏幾何的尺規理論系統的不能作圖問題，但如果引用其他工具系統，如可

以繪製螺線（conchoid）的尼可美底亞規（Nicomedes compass）這些問題即成為理論可解問題。 

西方傳統歐氏幾何在十七世紀時已累積相當多繪圖工具及幾何物件的理論狀態。該文作者

透過笛卡兒（Descartes）首度引用連續運動與方程式兩種方式表徵曲線以及所發明的「圓規」

工具，來闡述改變繪圖工具，也就改變了可解問題組。因此，一個幾何作圖的實務問題，以不

同的工具使用而成為幾何理論的進路。 

從十九世紀起，歐洲數學在幾何作圖與工具使用能對幾何產生直觀觀察的假設逐漸消失，

取而代之的是如 epsilon-delta的純邏輯關係。直到最近電腦科技的發展，這種計算工具同時提供
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數學發現與學習的新路程。對此該文呈現樂觀的看法，「事實上，幾何作圖具有豐富的意義且也

完美地適合在今日教室中實現」。 

2.教室事証－教師在動態張力中的重要角色 

該文第一部分中引述三個使用不同工具的研究案例，來討論在實驗與理論數學面向之間的

張力中，教師角色的重要性。三個研究案例都是使用工具探索數學現象，其教學目標在於學生

發展理論觀點。第一個研究案例使用實體工具直尺、圓規進行幾何作圖。第二個研究案例中，

學生先使用尺規作圖，再以 Cabri 動態幾何虛擬世界繪圖，所繪製的圖形不僅是圖形，而是受

Cabri限制，並能受拉曳檢驗物件階層結構的圖形。第三個研究案例是在電腦代數系統（Computer 

Algebra System, CAS）探索函數的行為。作者從這三個研究案例中觀察到學生運用工具探索，

形成臆測，但走向理論證明需要教師明確的引導。 

從上述研究個案，作者理解教師在推動學生從幾何探索到理論證明中的關鍵角色；教師不

僅要選擇適合學生操作探索的作業，更要導引學生從實務行動轉換到理論論證的複雜過程。他

們將教師、學生、數學與工具製品在教學活動中的關係模式以圖 1表示。 

 

圖 1 教師、學生、數學與工具製品關係。引自”Experimental approach to theoretical thinking: 

Artefacts and proofs,” by F. Arzarello, M. Bartolini-Bussi, A. Leung, M. A. Mariotti, and I. Stevenson, 

2012, in G. Hanna and M. de Villiers (Eds.), Proof and proving in mathematics education: The 19th 

ICMI study (p.107). Berlin: Springer. 

在圖 1的以工具為核心的教學活動中，上半部是學生探索空間，下半部為數學的本質文化。

左半部表示教師設計與數學有關的活動作業。學生在此設計的活動作業中，使用工具操作探索

實驗產品。右半部表示學生透過工具操作實驗活動，發現與產出學校課程所需的數學知識。從

左上角至右下角，表達教師的關鍵角色。教師設計作業，學生操作工具探索，教師幫助學生將

其個人發現的意涵轉換成一般理解的數學。該文作者認為此其間教師負有兩個重要責任（1）選
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擇適當作業（左半部）；（2）監控與管理學生生產數學敘述與證明的過程（右半部）。 

四、第二部分－轉化 

第二部分是該文的核心，透過一些詳細的例子討論從實驗探索轉化至演繹證明的心智過程。

其中溯因（abduction）推理是論述的主要理論基礎，該文闡述在實驗操作中的溯因思維如何引

領至理論層面的演繹證明。該文作者認為這種轉化過程可以經由動態幾何系統（DGS）或電腦

代數系統（CAS）這類工具及適當的教學設計來支助達成。在動態幾何系統中的拉曳能維持某

種幾何不變性，稱為維持不變拉曳（Maintaining Dragging, MD），這種器具性行動將隱藏的幾何

性質視覺化，有助於臆測的形成與潛在性的證明。間接證明是此部分討論的重要議題，作者亦

以案例說明如何透過系統軟體的中介溯因思考來支助間接證明。 

1.溯因推理 

該文在第二部分，首先引進幾近實驗行動（almost-empirical action），並以 Arzarello（2009）

的研究案例解說幾近實驗行動處理數學問題如同實驗科學般進行實驗探索。所有這些實驗都有

一般典型步驟：（1）選取變數，（2）設計實驗，（3）收集資料，（4）建構數學模型，（5）驗證

模型有效。然而，幾近實驗以實驗方法探索數學，但所處理的對象並非科學實驗的物理量，而

是電腦計算或模擬的數學物件。就如作者所言，幾近實驗行動不僅是實務方法，也具有知識本

質，它能支助產生溯因理論，而由此從歸納實驗模組轉化至此形式化的演繹推理。 

除了歸納和演繹方法外，溯因推理也成為探究過程的一部分。在眾多溯因推理的定義中，

作者說明 Peirce兩個在數學教育中比較有用的定義：（1）三段論的溯因，以及（2）說明假設的

溯因。Baccaglini-Frank（2010）指出這兩種溯因推理都是在形成解釋原因的假設，只是第一種

從眾多可能原因中擇一；第二種是在建構一個說明理由的假設。溯因為推理過程，參照一些確

定事實及法則，提出假設語句用以說明觀察現象。該文作者認為在 DGS環境中可以產生溯因推

理，因而橋接介於知覺事實與理論轉換間的缺口；若配合適當的教學設計，透過溯因推理可支

助介於探索與證明兩層面的張力間的結構地認知一致性（cognitive unity）。 

該文作者在內文中引用研究案例說明學生展現溯因推理與完成證明過程。熟悉動態幾何軟

體操作且修習過幾何課程的 11-12 年級學生被安排使用動態幾何系統，探索四邊形四頂點共圓

的開放性問題。作者提出學生在探索過程中主要展現兩種特徵：（1）產生溯因理論，（2）結構

地一致性。學生們透過拉曳物件形成臆測，且嘗試說明其因，而發展出解釋性假設。在證明過

程中，學生們強烈地表現出與探索、臆測、溯因過程的一致性。 

2.認知一致 

上述動態幾何系統中，學生進行幾近實驗行動產生溯因推理，其要素在MD。MD為器具行

動包含認知特定圖形，以及透過滑鼠移動保持特定的不變性質。若MD行動能內化成心理工具，

則有助於學生從實驗端轉化至理論端。因此，認知一致是從實驗到理論，從論證到證明的關鍵
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因素。事實上 Boero, Garuti, Lemut與Mariotti（1996）即定義認知一致為介於形成臆測至產生證

明間的論證連續性。該文作者認為認知一致性與論證層次兩觀念，於分析學生在數位環境中，

從論證到證明的思維過程特別有效，尤其在間接證明的過程。 

該文在討論動態幾何系統中的間接證明中，引入 Lopez-Real 與 Leung（2006）的平行系統

觀念。他們認為形式公理化歐氏幾何（Formal Axiomatic Euclidean Geometry, FAEG）和動態幾

何環境（Dynamic Geometry Environment, DGE）是平行系統。兩個是不同的記號現象，而非具

有層次關係。MD 拉曳策略結合所建構的物件及軌跡，連結所伴隨的推理行動，此二平行系統

如圖 2。 

 

圖 2 FAEG和 DGE兩個記號系統。引自”Experimental approach to theoretical thinking: Artefacts 

and proofs,” by F. Arzarello, M. Bartolini-Bussi, A. Leung, M. A. Mariotti, and I. Stevenson, 2012, in 

G. Hanna and M. de Villiers (Eds.), Proof and proving in mathematics education: The 19th ICMI study 

(p.127). Berlin: Springer. 

在 DGE下的組合證明如同 FAEG和 DGE的混合。學生在歐氏形式推理與 DGE的探索溯因

交織中完成證明。 

五、第三部分－推理 

該文第三部分首先應用活動理論提出一個模型，來突顯在張力轉化過程中技術工具的角色，

之後討論數位科技在幾何學習的仲介角色與發展證明的運用。圖 3 為由活動理論所導出之，而

用以描述使用製品工具進行證明過程的架構。 
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圖 3 活動理論之器具證明架構。引自”Experimental approach to theoretical thinking: Artefacts and 

proofs,” by F. Arzarello, M. Bartolini-Bussi, A. Leung, M. A. Mariotti, and I. Stevenson, 2012, in G. 

Hanna and M. de Villiers (Eds.), Proof and proving in mathematics education: The 19th ICMI study 

(p.128). Berlin: Springer. 

此理論系統的物件（object）由問題形成，以激發與驅動證明過程，結果（outcome）即是

此系統產生的證明。工具製品（artefacts）是在證明過程中的物質材料，如直尺、圓規及 DGS

等。主體（subject）是個體，也是活動群體（community）的一部份。此社群經由有力的結構所

管理（management），他賦予情境角色與狀態。規則（rules）組合各種關係以定義系統的不同面

向。 

六、結語 

該文從知識論、認知觀點、教學法與教學理論，多面向闡述工具與數學證明教學之間的關

係，內容豐富，事例解說詳細值得細讀。該文雖歸於研究立場論文，但強調教師在證明教學活

動中的重要角色，因此也值得教師教學參考。在設計數學證明課程時，不是僅單純地運用演繹

邏輯推理使學生確信定理為真，更須帶領學生進行實驗操作、探索臆測數學性質。數學證明本

身為數學研究工作的核心，更具有學習的價值。數學證明過程複雜，牽涉甚多的認知因素，如

何設計教學活動激發學生動機與興趣，需要考量。或許該文建議之實驗探索、演繹論證與應用

反思證明數學三部曲值得參考。 
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