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摘要 

    本研究利用數字板設計數列，用以探索 33 位國小 6 年級學生一般化策略運用的表

現，作業內容包含辨識數字關係、尋找樣式組合、一般化解題和擴展、臆測等活動。

資料分兩部分分析，量化資料針對學生產出之策略予以類型分析與應用人次、百分比

比較；質性資料則深入分析學生採用此策略之理由。研究發現：學生會運用基礎數論

特徵，說明數列關係；能採取循環策略組合有效的樣式進行解題；對數列中的未知數

會採用多元策略解題，並利用逆算法求解；利用先前建立的樣式規則擴展至其他情境，

正確的進行臆測。研究建議：教師應促進學生一般化活動中樣式辨識與代數推理的連

結，激發有效樣式的產出；加強學生樣式的形式與解題方法之間的轉化，協助數學概

念建立；強化學生符號的思考與運用，促進代數推理能力，以協助學生解決樣式規則

擴展和臆測歷程產生的樣式辨識錯誤、執著於數字運算而忽略其他有效解題樣式等問

題。 
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壹、緒論 

    許多學者(Carpenter, Franke, & Levi, 2003；Kaput, 1999；Kieran, 2004；Mason, 

1996)認為一般化指的是不同數學概念與表徵之間關係的推理、探究與檢驗。因此，數

學教育的核心任務應在於喚醒學生對數學一般化本質的覺知，促使學生運用數學模式

表達數量關係，使用代數符號呈現數學結構，以進一步理解樣式及函數。數學一般化

若能透過特殊案例的分析，進行系統組織、臆測和歸納，將樣式裡的規則抽離出來，

呈現結構知識並轉化物件之間的關係，且能表達和論證一般化，不但能提供學生思考

路徑及發現規則等實質效益，還能促進解題能力與技巧的發展(Blanton & Kaput, 

2005)。 

    實施一般化活動對學生數學概念的建構和發展非常重要，美國數學教師學會

(National Council of Teachers of Mathematics［NCTM］, 1989)之《Curriculum and 

evaluation standards for school mathematics》主張數學課程的教導，需包含能促

進學生參與樣式、關係與函數理解的活動。教育部(2003)也宣稱六年級學生應能利用

數量關係，列出適當的算式，進行解題，並檢驗答案的合理性。然而研究發現從算術

轉換至代數推理的一般化歷程，已成為許多學生困難所在(Carpenter, Franke, & Levi, 

2003；Kaput, 1999；Kieran, 2004；Mason, 1996)，包括缺乏描述關係所需的合適語

言、運用錯誤策略描述一般化的趨勢，無法利用空間知覺推理樣式規則，也無法將情

境的數字與樣式做連結。這些困難若持續下去，將來會造成學生偏向重視運算結果，

而忽略一般化步驟的規律，進而阻礙推理能力的擴展。 

    檢驗樣式一般化的研究發現，學生雖然可以辨識樣式的變化，但無法獲得有用的

代數式或利用一般化擴展至其他樣式(Blanton & Kaput, 2002; English & Warren, 

1995; Lee, 1996)，一些研究也指出：由於學生解題常傾向循環而非函數的關係，因

此在一般化的擴展和應用表現就產生障礙(李美蓮，2003；李佩玟，2004；陳嘉皇，2007，

2010；Schliemann, Carraher., & Brizuela, 2007)。學生一般化表現產生的問題，
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一方面出於實務現場教師教學方式的影響，雖然算術為小學課程的核心，教師仍以計

算技巧的熟練及精算為主，較少著墨於關係思考與一般化能力的培養，以致於學生在

代數推理的表現較不顯著；另方面顯示教師對一般化知識和技巧的缺乏，無法將合適

的素材與策略應用於教學實務上，指導提升學生一般化歸納推理的策略和技巧。一般

化是項重要的能力，是數學學習的基石，但對小學師生而言，是屬於一新的且不熟悉

的議題，要讓一般化活動能在小學課程扎根，順利進行教學，勢必要提升教師在此方

面的知識、概念與能力。 

    「數與計算」是小學數學課程教學的重點，學生藉由算術經驗與技巧解決面對的

問題。因此，要理解與促進學生一般化能力，可藉由提供數字樣式(numerical pattern)

的活動，引導探索、推理、歸納問題中的數學概念，藉由樣式變化的規則推演算式並

應用解題。數字板(尤其是百格板，Hundred chart)是小學課室裡常用的教學工具，教

師用他來教導十進位、乘法或具餘數之除法的數學概念。數字板可提供學生利用視覺

辨識、比較與推理，歸納數學結構，並以數列的單位關係導出樣式規則，能以代數式

解釋其關係，所以，數字板也是明瞭與建構樣式一般化的利器。樣式是數學的核心，

學生組織與發展樣式的能力與他是否能運用數學推理的能力息息相關(White, 

Alexander & Daugherty, 1998)，數字板具有重複樣式與數字樣式的特徵，足以激發

學生探索建構樣式規則，提供研究者與教師對其在一般化歷程解題策略與思考方法的

理解。基於上述理由，本研究藉由數字板設計數列問題，探究六年級學生一般化的表

現，明瞭其在一般化歷程中，會運用何種策略進行解題，其模式為何？進而將研究發

現提供未來代數推理教學與課程設計參考。本研究目的如下： 

 

一、探索學生辨識數列關係的策略，以明瞭一般化教學的方向。 

二、探討學生發現有效樣式運作的策略，做為指導一般化課程設計之參考。 

三、探討學生數列解題的策略？以提升學生一般化表現成就。 

四、探討學生一般化擴展臆測至不同情境的表現，提供改善教學實施之依據。 
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貳、文獻探討 

一、一般化的定義與活動設計 

代數常被視為是「一般化的算術」，因此可在數字樣式裡透過算術一般化的概念而

洞察代數概念的本質。一般化是什麼？Dreyfus(1991)認為是：對特殊案例進行推理或化

約，辨識其間的共通性，並正確的加以擴展。Kaput(1999)則將一般化定義：對數學問題

加以推理與溝通並擴展可能的範圍，能明確辨識與說明不同樣式的共通性，轉移推理與

溝通至其他樣式或情境。以 Kaput(1999)的觀點來說，一般化與以下活動相互連結：(1)

辨識不同例證之間的共通性，(2)擴展推理，以超越原初的範圍，或是(3)從特殊的例證

中衍生出較廣泛的結果。從上述定義可以理解：學生進行一般化，需能正確的辨識問題

變項的意義，有效運用合宜的策略進行推理，歸納問題的規則或結構的方式呈現關係。

所以，一般化可視為是規則的創造，類似歸納的觀念，能描述成物件共通性的確認；一

般化也可視為是演繹的歷程，擴展某人的推理。不管是規則的創造，或推理的擴展，這

些表現都與數學概念的抽離歷程有關。 

Lee (1996)宣稱：如果想促進學生正確的一般化，首要之務，應探索他們如何洞察

與理解樣式。因此，小學實施樣式一般化教學，目的應協助學生發展推理、歸納的能力，

並採用有意義與正確的方法表達一般化。基本的樣式作業指的是能讓學生參與有意義和

多樣化的一般化活動，此種活動能組合學生的知覺和符號推論的能力，以便建立和論證

合理與有用的代數結構，並能在公理的形式下獲得確認(Lee, 1996)。Shipley (1993)認為

一般化的進行應包含兩項作業：(1)組合：從線索中導引出公式，即便線索不完整仍可提供合

理範圍的項目，藉由一些方式而彼此組合；(2)外推：採用檢測將推論的步驟投射到其他的要素

上，並使其連結。從 Shipley 的觀點可以理解：學生要從有限、不完整類型之樣式進行一

般化，組合和推理的知識扮演著非常重要的角色。從組合的歷程來看，有意義的樣式應

該是種具有順序結構的物件，學生可針對作業物件或項次之間的一致性關係，促進執行

時採用一種做數學的態度，完成關係的連結與擴充。在外推部分，由於樣式結構的形成
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是種主觀建構的活動，學生必須明白如何將關係的知覺與對符號推論加以有效的組合，

說明樣式結構的變化，應用到已知或未知的項次。 

研究發現，要讓學生發展有意義的推理步驟，引導一般化知識的建構，須有正確且

可執行的一般化作業，因為這些作業與數學抽離等議題緊密連結，可協助產出組合與推

理的行為，化約一般化所需的時間及能量(Dreyfus, 1991)。Rivera (2010)認為有意義的一

般化活動包含兩項交互作用：(1)對物件推理和化約，實際的驗證樣式各項次的變項，包

含使用代數式，如不同的計數與分離樣式中部分物件的方法；(2)符號化的行動，包含對

樣式形式的轉化。Rivera 認為，當學生探索合理的規則時，可同時說明與採用已知項次

所具備的知識，對不完整的未知項次加以建構。亦即學生需針對所給予的樣式，提供假

設性的解釋，包含在擴展項次的關係時，能對樣式中相關要素辨識、關係組合、樣式類

型的推理，進而將歸納產出之規則引導至進一步的確信。Rivera 提出的一般化交互作用

歷程，事實上，亦如 Lee 宣稱的一般化重點，即應組合學生的知覺和符號推論的能力，

才能建立和論證合理與有用的代數結構。因此，完整的一般化作業，應包含樣式要素的

知覺、推理、關係組合、符號表徵與解題等活動，並讓其解釋所以然。 

為配合上述論點的要求，本研究採取學生經驗熟悉且常接觸的數字板，設計相關作

業，做為探索學生一般化表現的工具，期盼能透過其所具有的數字樣式特質，探索學生

是否能對樣式要素進行辨認，具體化產出規則，解釋問題結構的關係，並將這些規則予

以臆測，擴展應用至更廣泛的範例上，協助引導學生從算術至代數推理平順的轉化。 

 

二、數列樣式之一般化研究 

樣式是數學的核心，是數學知識的基礎，所以數學常被指稱為樣式的科學(Resnick, 

1997)。數學家常以觀察樣式、臆測、檢驗、討論、言語表述、及一般化樣式描述「做

數學」的意涵。例如，教育部(2003)頒佈的《國民中小學九年一貫課程綱要：數學學

習領域》之代數能力指標，明示六年級學生能利用常用的數量關係，列出適當的算式，
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進行解題並檢驗解的合理性。雖然條例並未明說「樣式」此術語，但可理解的是數量

關係的表徵即是具有特定性質的樣式，如此學生才能從觀察樣式的變化與發展，抽離

出重要的規則，利用符號表達物件結構的關係，進而臆測、檢驗這些規則，形成重要

的數學概念。 

在小學的教材裡，算術問題為學生學習的重心，為讓學生明瞭數學問題的關係與

結構，設計的問題大多具有基礎數論(elementary number theory)有關「重複樣式」與「數

列樣式」的特徵。重複樣式是種具有可辨識的重複單位(Threlfall, 1999)，此樣式具有

循環的結構，可以透過小部分的樣式重複應用而產生，例如 A, B, A, B,...的樣式，或

是每週的天數，這些重複的單位可當成最小的元素集合，透過連續應用而產出樣式，

例如 ABAB ...或 ABABAB ...皆可同時產出重複樣式 ABABAB ...重複的單位皆由 AB

構成。 

數列樣式是由數字構成的樣式，其範圍只能侷限於一些具有數值元素的樣式，即

此樣式能被轉換至非數字的樣式，但不會喪失原來樣式的一些特徵，例如，樣式 1, 2, 3, 

4, 3, 2, 1 可以轉換成 abcdcba，雖然成了非數字樣式，但仍是運用數字當成個別元素的

樣式。而像 1, 2, 1, 1, 2, 1, 1, 1, 2,...當他轉換成 abaabaaab ...，並未喪失樣式的本質。 

重複樣式的作業，可當成教導數學概念一個有用的基礎，將做樣式的行動當成具

體與熟悉的經驗，可有意義的推論到新概念的討論(Threlfall, 1999)。小學數學教材對

樣式的處理，基本上集中於重複樣式，經驗大多是每週的天數、每月的日數等循環特

質的樣式。學生顯示不同的重複樣式作業，包括複製、辨認與表達重複的單位、擴展

與外推或填滿空格、轉換與改變成不同的模式、及創造或產出自己的重複樣式(Threlfall, 

1999)。而數列樣式操作的過程常包含四種基本的作業：解題與提供規則(非正式或正

式的表達產出樣式的要素)、擴展與持續樣式、辨認與決定數列樣式的存在，以及創造

和建構自己的數列樣式(Heargreaves, Threlfall, Frobisher, & Shorrocks - Taylor, 1999)。

數字板具有重複樣式和數列樣式的特質與數學教育的功能，所以本研究擬透過數列的
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設計，探討學生對樣式要素的辨識、有效樣式組合、解題、擴展與臆測等一般化歷程，

會採取何種策略因應，並探索其背後隱含的意義。 

理解基礎數論概念是認識其他數學領域的基礎。有關基礎數論應用於學生表現的

研究，部分是關於證明或解題的數學議題(Lester & Mau, 1993; Martin & Harel, 1989; 

Movshovitz-Hadar & Hadass, 1991)，部分研究則透過解題探索數字的乘法結構(Ball, 

1990; Graeber, Tirosh & Glover, 1989; Greer, 1992)，部分則探索教師對基礎數論概念的

理解(Campbell & Zazkis, 2002; Zazkis, 1998; Zazkis & Campbell, 1996a, 1996b)，另外

Olson(1991)建議可利用幾何觀點配合基礎數論探究「最大公因數」(greatest common 

divisor, gcd)的表現，但沒有探索基礎數論對最大公因數理解的影響。 

Rowland、Martyn、Barber 和 Heal (2000)設計 3 個連續數字總合的問題，例如 3

＋4＋5＝3×4，8＋9＋10＝3×9 以及 29＋30＋31＝3×30 的問題，要求實習教師歸納這

3 個範例，並寫下文字說明，許多人無法完成，一些則寫下錯誤的解釋如：3 個連續整

數加在一起等於前 2 個數字的乘積。Rowland 等人將此種現象稱為窄化視野的效果

(tunnel vision effect)，亦即個體常將注意力置於某範例，而忽略其他可以幫助概括的範

例所扮演臆測的角色。要改變此缺失，Rowland 等人建議可要求學生依數列順序逐項

的吟誦這些等式，促使注意力可集中並發現變化。 

關於基礎數論應用於小學學生數學表現的探討，以往的研究大多集中在線性數列

結構(數線)，要求學生觀察數列數字的變化，找尋規則，進而運用四則運算解題，求

出未知數(項次)的答案、或計算出算術集(Arithmetic progression, A.P)的和，然而對抽

離數列規則，轉化成符號或代數式表達結構關係之一般化要求則較不明確，致使學生

從算術轉化至代數的歷程產生困難(李美蓮，2003；李佩玟，2004；陳嘉皇，2007，2010； 

Tall, 1992)。Tall的研究發現，提供學生連續數字的數列作業，他們能覺察到數列順序

的律動模式及共同的公差，很快的計算連續項次的數字，使用的策略只是將數列當成

循環的樣式處理，無法賦予數列代數公式，使得算術一般化的效用受到阻礙，因此建
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議一般化的活動作業應同時呈現循環、代數公式和可迭代的其他方法。 

本研究採用之數列模式，主要參考 Rowland、Martyn、Barber 和 Heal (2000)設計

3 個連續數字總合的問題，利用數字板空間幾何樣式的特性，結合基礎基礎數論，創

發不同數列作業，以激發學生數學推理及一般化能力的展現，從中理解學生採用何種

策略解題，其思考方式為何？  

 

參、研究方法與步驟 

本研究採用作業調查法方式進行學生一般化表現資料的蒐集，採取個別測驗的方

式實施。首先提供研究者自編之「數字樣式一般化作業」予學生作答，根據學生作業

表現之正確與否及解題運用的方式，對各作業解題運用的策略特徵與行為，歸納策略

類型，再統計分析各策略運用之人次；作答歷程並配合每項作業完成後之訪談，以深

入理解學生採用此策略之理由。 

一、研究樣本 

參與研究的學生來自於南部某國小 6 年級同一班級 33 位學生。參與研究班級的教

師教學採取問題思考法，常詰問學生要求對問題線索思索，並對同儕的解答加以辯論

與解釋，教師也常在課後提供補充數學教材訓練學生解題探究，故學生勇於接受問題

挑戰。決定採用該班學生參與研究的原因，一方面考量一般化作業對學生而言較不熟

悉，較困難且會卻步，為尋找勇於接受挑戰，了解學生成功的解題表現，故以該班學

生為樣本；另方面，這些學生習慣在課室表現與說明解題策略與方法，協助提供其他

學生作答參考，因此擬藉由其對問題的解題表現，深入探究學生對數列作業的反應。

參與研究之學生在 5 年級下學期時已學過「未知數」、「找規律」等單元活動，本研

究進行前，亦已學過「列式與解題」。 

二、研究工具 

本研究以設計之數字板數列樣式做為研究工具，此工具是參考 Rowland、Martyn、

 8



台灣數學教師電子期刊 2012, 第三十期 
 

Barber 和 Heal (2000)設計 3 個連續數字總合的問題，利用數字板空間幾何樣式的特

性，結合基礎數論擴展而成，包含 4 類作業(如附件 1)。 

第 1 項作業為「辨識數列總和之數字關係」，提供 4 種 3 個數字連接之數列(橫、

直、左斜、右斜)，要求學生描述數列總和的數字關係，目的在了解學生是否明白不同

模式構成的數列具有不同的結構關係，從中理解學生採用何種策略表達這些數字的關

係，並藉由這些類型的策略做為基礎，進一步探索與其他一般化作業的關係； 

第 2 項作業為「發現數列總和之有效樣式」，有 4 種類型數列(橫、直、左斜、右

斜)，要求學生以快速的方式得出數列之數字總和，並解釋其所用的策略？此作業在於

了解學生面對複雜繁瑣的數字總和計算時，能否從中發現有效之樣式進行解題，並藉

由說明了解其發現樣式所用之策略。 

第 3 項作業為「一般化解題」，安排數列具 3 個數字總和可以形成「3×中間數字

值」的樣式 7 種，樣式裡隱藏某未知數，要求學生利用其所建立的樣式規則解題，並

說明解題所用的策略，此作業的目的在於驗證學生是否明白且可運用其所發現的樣式

規則進行解題。學生可用符號方式對策略進行說明，因為符號扮演塑造與描述數列結

構關係的角色(Gravemeijer, 2004)，可以支持學生探究正式數學，促進做數學的意義。 

第 4 項作業為「擴展與臆測」，將數列數字個數擴增為 5 個，分為兩部分進行，

一為擴展作業，提供 4 種數列(橫、直、垂直交叉、斜線交叉)，要求學生利用有效的

策略得出其總和；另一為臆測作業，提供數字任意排列之數列，要求學生利用先前發

現的策略進行臆測，並探討是否適用。本作業在於了解學生是否能將先前發現之樣式

概念予以擴展，並臆測此規則是否可應用於任何數列情境。 

調查活動採取個別作業方式進行，為免除學生急於利用紙筆運算，並能充分思考

解題步驟與策略，故逐次依相關問題呈現給學生作答。為鼓勵學生產出有效策略，研

究者透過引導詢問「想一想是否有其他方法可用！」激勵學生思考，因此，學生對於

每一試題可提供多種的解題策略。學生所採取的解題策略可藉由其在 4 種作業產出的
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語文說明或動作表徵加以推測與解釋，並將具相似特徵的策略歸為一類，賦予名稱。

以作業一、辨識數列關係為例，學生對線性數列可指出或說明各項次的公差，則此方

法稱為「循環策略」；以數字在數字板所處空間位置說明數字關係，則可歸類為「單

位關係策略」；若將數列上下數字加減 1，轉變公差的關係，說明數字關係，則歸類為

「轉換策略」。 

作業編製完成後，進行信、效度的考驗。效度方面，研究者將試題提供 2 位國小

教師審查進行專家效度考驗，在第 1 項辨識樣式要素作業方面，教師要求能將各組數

列給予不同顏色加以區別，以讓學生容易判別；在第 2 項發現有效樣式作業方面，希

望試題能平均分佈數字板各處，勿集中於大的數字範圍，以減少學生作答耗費時間與

認知上的負荷；在第 4 項擴展與臆測作業方面亦建議試題能提供非線性的數列 (多種

組合方式)，以考驗學生是否理解。信度方面，試題經 241 位六年級學生預測後，依據

其作答正確比例計算並經統計分析，總共抽取出四項作業因素，其信度係數之

Cronbach α值分別為.94、.81、.79、.75，總體作業之 α值為.87。各作業因素所形成之

分量表信度係數介於.75 至.94 之間，皆在編製作業可接受之範圍內。 

三、資料分析 

蒐集之資料由研究者與 2 位國小教師先行判讀是否正確，然後再行策略的分類。

由於設計的數字板問題，是以基礎數論之加法問題為主，目的在於探索學生一般化歷

程產出之策略及其思考模式，因此編碼的基礎環繞在以數字加法轉換至乘法結構(N 個

數字其總和等於 N×中間數字 C)的連續體上，也因為數字板隱藏的樣式可透過視覺化

策略引出，因此學生作業結果的分析，可透過其思考的說明和解題策略的特徵予以歸

類。關於學生各活動表現的分析，分為兩部分說明，一以描述統計方式計數各策略或

解釋類型之人次與百分比，以瞭解學生對各作業最常使用的解題方法與思考模式。因

學生在單一試題解題上可提供多種策略，因此其策略比例的分析，採使用人數除以總

人數方式計算；另則以質性方式深入探討學生採用策略背後所蘊含的意義。資料採取
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4 碼編碼方式進行分析，第 1 碼(A、B、C、D、) 代表一般化的 4 種作業；第 2 碼(T1、

T2、T3、T4…)表示作業各試題編號；第 3 碼(a、b、c、d…)表示學生在各作業產出的

解題策略或思考模式；第 4 碼(1、2、3、4…) 則表示受試學生之編號。研究者與 2 位

教師依據蒐集的學生資料進行編碼，內部一致性為.91，關於不一致部分則透過觀看相

關的影帶與學生作業表現的資料再行確認。 

為使研究具有良好之信、效度，在信度上採用兩種策略，(1)資料的真實性：對於

資料的呈現盡量以原始記錄及訪談記錄為依據，詳實的轉譯成逐字稿；(2)與研究人員

討論修正：研究者於研究過程中與陳教授、2 位教師進行討論修正，以避免主觀偏見。

效度的提升則採取(1)研究人員之三角檢定：研究過程中及資料蒐集後之轉譯分析，研

究者與其他成員持續針對資料進行分析討論，以提供研究者不同面向之思考，減低研

究者疏失及主觀偏見，並取得共識；(2)資料來源的三角校正：研究者運用回溯法獲得

之訪談轉譯稿資料、錄影(音)、學生作業表現、教師現場記錄進行交叉比較與檢驗。

目的希冀能運用豐富及多元之資料檢驗學生一般化的表現。 

四、研究步驟 

本研究參考文獻，編製調查工具，經過預試、修正之後，於 2009 年 12 月至 2010

年 6 月期間實施。調查採用個別作業方式，以學生充分完成作答考量，作業時間約為

40 至 50 分鐘，作業的歷程皆予以錄影(音)，以做資料分析之用。在施測之前，先說明

作業目的、作答方式，要求學生思考，做出最佳判斷及提供合適之解題策略，每題都

須作答，不能遺漏。每項作業一完成，研究者即針對作業內容的反應，要求學生立刻

做說明，學生可運用動作、言語、繪畫等各種表徵解釋與表達其策略應用的理由。俟

作業與訪談結束，即整理相關資料進行分類、統計，繕寫研究結果。 
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肆、研究結果與發現 

學生一般化各作業表現結果，依辨識數列關係、發現有效樣式、一般化解題、擴

展和臆測等分析資料呈現，進一步討論學生數字樣式一般化表現的情形。 

 

一、辨識數列關係之策略分析 

學生辨識數列關係採用之策略與人次分佈如表 1、2 所示。 

表 1：學生辨識數列關係採用之策略 

解釋關係之策略 說          明 

a.循環策略 以公差說明數字關係 

b.空間關係策略 以數字在數字板所處空間位置說明數字關係 

c.轉換策略 將數列數字加減 1，說明數字關係 

 

表 2：學生辨識數列關係各試題採用策略之人數統計 

          試題 

策略類型 

運  用  人  次 

1(橫式數列) 2(左斜數列) 3(右斜數列) 4(直式數列) 

a.循環策略 30(90.9%) 26(78.8%) 24(72.7%) 30(90.9%) 

b.轉換策略 18(54.5%) 3(9.1%) 3(9.1%) 18(54.5%) 

c.空間關係策略 0 3(9.1%) 3(9.1%) 0 

 

從資料得知，對於數字板上不同數列的數字關係，學生運用了 3 種策略解釋數字之

間的關係，其中以循環策略使用的人次最多，因為利用經驗將數字進行加減，就能發現

數列的公差，而解釋其間的規則與關係。例如： 

 

79 比 88 少 9，88 比 97 少 9，79＜88＜97；95 比 84 多 11，84 比 73 多 11，95＞84＞

73。【AT3a09】 

 

此種解釋最常出現在橫式與直式的數列(試題 1、4)，因為透過加減運算或視覺比

對，就能發現相同的規則而解釋數字板數字的關係。較特別的是，對斜式數列數字關
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係的解釋，除利用循環策略外，有 3 位學生對試題 2、3 採用空間關係的策略說明數字

關係，他們將數字板數字所處之空間關係「定錨」，明白同列越靠右邊者數字越大，同

行而跨列的數字則每列相差 10；採轉換策略說明數字間的關係，則發現呈現的斜線數

列與直(橫)式數列的數字有所關聯(加減 10 或 1)，並與數字板的單位做連結，得出斜

線數列的規則(左上右下會多 11，右上左下會多 9)。原案如下： 

 
以 73、84、95 來說，是以 10 為單位的數字板，每一行上下的數之間都差 10(74、

84、94)，74 減 1 就是 73，與 84 就差 11，95 比 94 多 1，比 84 多 11，這 3 個數都

是差 11。【AT2b03，AT2b18，AT2b019】 

 

由學生的反應顯示，對於研究提供之數列設計，大部分學生會利用視覺觀察數字

之間差異的特質，瞭解數列中各數字彼此的關係，找出數字之間的公差作為數列的要

素，利用循環策略協助其辨識與解釋數列的關係。3 位學生則擴展循環策略，將情境

中相關要素，例如斜線數列與線性數列之間的變化關係(多與不足)，轉換並建構成解

題的規則，解釋數列中數字的關係。 

 

二、發現有效樣式之策略分析 

有關學生發現有效樣式採用之策略與各試題分佈之人次如表 3、4 所示。 

表 3：學生發現有效樣式使用的一般化策略 

樣式的類型 說        明 

循 
環 
策 
略 

a.S×3＋
D×3 

S 為數列中最小的數字，D 為各項次的公差 (例如 73、82、91，
S 為 73，D 為 9)，總數即為 3S＋3D 

b.L×3－
D×3 

L 為數列中最大的數字，D 為各項次的公差(例如：73、82、91，
L 為 91，D 為 9)，總數即為 3L－3D 

轉 
換 
策 
略 
 

c.C×3 C 為數列中間的數字，因其前後或上下數字的公差可互補，和為

3 個 C 值 
d. A＋B＋C
－3D 

以直式數列後的 3 個數字為基準 A、B、C，數列內的數字分別

較其少 1 公差，所以數列數字的和為 A＋B＋C 再－3D(例如：

69、79、89，A 為 70、B 為 80、C 為 90)。 
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表 4：學生發現有效樣式各試題採用策略之人數統計 

         試題 

策略類型 

運用人次 

1(右斜數列) 2(左斜數列) 3(橫式數列) 4(直式數列) 

a. 3S＋3D 21(63.6%) 24(72.7%) 26(78.8%) 26(78.8%) 

b. 3S－3D 0 0 3 0 
c. C×3 13(39.4%) 13(39.4%) 18(54.5%) 15(45.5%) 

d. A＋B＋C－3D 0 0 3(9.1%) 3(9.1%) 

 

從上述資料得知，學生發現的樣式類型會隨著數列的空間結構而有所不同，排除

運用數字連續加法的策略外，大部分學生皆可發現有效的樣式進行解題。其中發現的

樣式以 a 策略為最多，此種類型是以公差之循環策略做基礎，發現數字之間的樣式關

係後，即將數列中最小的數字(S)做為基準，發現第 2 個數字與 S 有 1 個公差 (1D)，

第 3 個數字與 S 有 2 個公差(2D)，因此以 S×3＋D×3 的樣式呈現數列關係。有 3 位學

生則採取 b 策略以 3S－3D 的樣式解題，b 策略與 a 策略相似，但基準數是以數列中最

大的數字為主。其次，發現有效的樣式模式為 C×3 此類型，學生將循環策略加以轉換，

觀察數字空間位置與公差的關係，發現數字和可以中間數字(C)做基準，其他 2 個數字

與 C 的公差在加總時可相互抵銷，因此可採用 3×C 的樣式處理。原案如下： 

 

我發現 73 比 82 少 9，91 比 82 多 9，73＋82＋91 可以變成(82－9)＋82＋(82＋9)，

－9 和＋9 相互抵銷變成 0，和是 3 個 82。【BT1c03】 

 

69 比 79 少 10，89 比 79 多 10，一個減 10，一個加 10，69 和 89 這 2 個數合起來等

於 2 個 79，69＋79＋89＝79×3。【BT4c10】 

 

另有 3 名學生發現可利用 d 策略的樣式計算數字總和，此種思考是以「位置轉換

策略」做為基礎，特別是數列數字接近 10 時，以鄰近位置之 10 的數字作為基礎，然

後再將數列數字與其公差加總起來，獲得數字總和。 
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97、98、99 都接近 100，我把他們想成都是 100，97 與 100 相差 3，98 與 100 相差

2，99 與 100 相差 1，97＋98＋99 可想成是 3 個 100 然後減 3、減 2 再減掉 1。【BT3d03，

BT3d18，BT3d19】 

 

69 比 70 少 1，79 比 80 少 1，89 比 90 少 1，69、79、89 總和等於(70－1)＋(80－1) 

＋(90－1)，等於 70＋80＋90－3。【BT4c03，BT4c18，BT4c19】 

 

由於研究要求學生不能使用連加的方式計算數字總和，因此迫使學生放棄舊有經

驗，嘗試新的策略解題。學生透過觀察數列空間位置的特質與數值之間的關係，找出

合適之數字當成基準物件，發現數字之間的公差具有倍數關係或可相互抵銷運算，可

簡化加法繁瑣的流程，正確解題。從學生作業表現顯示，要進一步歸納出有效樣式進

行解題，除理解數列的關係(循環策略)，仍須將決定有效樣式相關重要的元素抽離出

來(例如公差具倍數關係、可相互抵銷)，並加以應用。Lee (199)認為學生對於發現樣

式並非沒有能力，但阻礙他們成功解題的原因，在於沒有發現代數有用的樣式此能力。

本研究發現部分學生針對提供的作業，無法將數字的公差視為樣式重要的元素，視為

數列結構中一項重要因子，因此無法利用他歸結出有效的樣式進而解題。但不少學生

可深化循環的策略成轉換策略，簡化問題結構(例如利用 3×C)，更易解決數字樣式問

題。 

三、樣式一般化解題之策略分析 

學生採用樣式規則解題的策略與各試題分佈之人次如表 5、6 所示。 

表 5：學生一般化解題使用之策略 

解題所用策略 說         明 

a.A±D  將數列中已知數字 A，加減數字的公差 D，做為探索未知數的

依據(例如數列 35,36,X, X＝36＋1) 
b.A±D/2  以數列中已知數字 A，加減數列上下或前後兩個數字之公差

D，再除 2，即可得到中間的未知數(例如數列 35,X,49, X＝

(49-35)/2＋35) 
c.S÷N S(總和)÷N(數字個數)即可得到數列中間的未知數 
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表 6：學生一般化解題各試題採用策略之人數統計 

    試題 

策略類型 

運  用  人  次 

試題 1 試題 2 試題 3 試題 4 試題 5 試題 6 試題 7

a.A±D 32(97.0%) 0 0 30(90.9%) 31(93.9%) 26(78.8%) 24(72.7%)

b.A±D/2 0 10(30.3%) 8(24.2%) 0 0 0 0
c.S÷N 0 18(54.5%) 18(54.5%) 0 0 0 0

總結上述資料得知，學生運用的一般化解題策略，會隨著未知數在數列的位置不

同而有所差異。未知數若在數列前後的位置，學生較易使用循環策略，以 A±D 的策略，

利用已知數加減公差即可解題。例如：  

 

和是 270，中間的數是 90，97 比 90 多 7，這個空格比 90 少 7，是 83，加 7 與減 7

等於 0，3 個數等於 93×3＝270。【CT5a01】 

 

73 比 67 多 6，空格的數是 79，79 比 73 多 6，這個多的與這個少的合起來可以抵銷，

73×3 等於 219。【CT7a11】 

 

這是由左上向右下斜的數列，空格是 82－11＝71，82 的上面是 72，空格在 72 的左

邊，也就是 71。【CT4a03】 

 

73＋6＝79 是空格的答案，67 的旁邊是 66，66 和 73 相差 7，空格的答案是 79，73

下面的數字是 80，73＋7 是 80，80 的左邊也就是 79。【CT7a19】 

 

由資料亦知，數列的排列方式會影響學生解題的正確性，如試題 6、7 為斜式數列，

學生會利用循環策略進行運算，但在計算過程則產生錯誤。另外未知數處於中間位置

的數列，參與的學生，有些會利用 A±D/2 的策略解題，他們發現數字之間「等差」與

「單位關係」，前後兩數字與中間數字的公差相同，且前後數字公差加總可以相互抵銷

的特質，將他們的差數除以 2(策略 b)，獲得 3 個數字間的公差關係，而得到中間數字

的值。例如： 
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61 和 75 相差 14，這是以 7 為單位的 3 連子，這個數是 68，因為 61 的下面就是 68，

68 的下面就是 75。【CT3b28】 

 

75 和 61 相差 14，每個數都相差 7，14÷2＝7，這邊的數會比中間多 7，這邊會比他

少 7，兩個加起來等於 0，中間的數字是 68。【CT3b03】 

 

另外資料也顯示一些學生(18 位)已瞭解連續數字的數列，可藉由 C×3＝總和的規

則解題，因此可利用 C×3＝總和，逆算求得中間數字 C 的值。例如 

 

這 3 個數的和是 231，把他除以 3，就是中間的數，67 比 77 少 10，87 比 77 多 10，

加起來是 77×3＝231。【CT2c18】 

連續數字可用中間的數乘以有幾個就是答案，中間的數就用全部除以個數就可以得

到。【CT3b19】 

 

上述結果顯示，對於應用樣式規則進行數列未知數解題，最基本的能力需能發現

並將數列有關的結構因素予以連結，例如構成數列的循環單位、數字間的公差等特徵，

將能順利解題；但若能進一步推想樣式規則之間的轉化，例如洞察出連續數字(奇數)

的數列，中間的數字可由 C×3＝總和逆算得出，對於將樣式規則擴展臆測至其他樣式，

學習數學一般化將更容易。 

 

四、一般化擴展與臆測之策略分析 

關於學生是否能將前述作業發現的一般化策略，擴展與臆測到其他情境，其表現

從兩個部分加以說明。 

(一)一般化策略擴展表現 

關於學生如何運用先前習得的策略擴展應用到 5 連子數列總和，所用之策略與運

用人次如表 7、8 所示： 
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表 7：學生一般化擴展採用之策略 

所用策略 說          明 

a.N×5 策略 將公差相互抵銷，以中間數字乘以 5 表示數列結果 

b. A±D 策略 以數列前後數字為基礎，加上其公差得出結果 

c.轉換策略 將數列分成 2 個 3 連續數列，分別加上數列中之公差得出

結果 
 

表 8：學生一般化擴展各試題採用策略之人數統計 

             試題

策略類型 

運用人次 

1(橫式數列) 2(直式數列) 3(直式交叉) 4(橫式交叉) 

a. C×5 策略 18(54.5%) 20(60.6%) 20(60.6%) 16(48.5%) 

b. A±D 策略 26(78.8%) 26(78.8%) 12(36.4%) 10(30.3%) 
c.轉換策略 0 0 12(36.4%) 11(33.3%) 

 

從上述資料得知，大多數學生經由前項一般化作業的練習與關係檢驗，至此問題

時，會利用先前嘗試與比對的策略包含循環策略、轉換策略及「C×5」策略，擴展到 5

連子的解題。例如： 

 

這 5 個數跟前面 3 個連續數一樣，能找到一個中間的數，33 和 53 兩數與 43 都相差

10，加起來後可以抵銷，42、44 與 43 相差 1，加起來後也可以抵銷，和等於 5 個

43，只要 43×5 就可以得到答案。【DT3c11】 

 

38 比 49 少 11，而 60 比 49 多 11，一個多一個少等於 0，而 40 比 49 少 9，58 又比

49 多 9，抵銷變成 0，只要將 49×5 就可以算出來了。【DT4c14】 

 

另發現數列設計的形式會影響學生解題運用的策略與正確性，雖然循環和 C×5 策

略是學生較常使用的策略，然而面對 5 連子交叉數列，由於此種數列設計是兩種具不

一樣的公差數列構成，學生需先觀察然後予以分離運算，不能將其視為皆具公差的結

構，否則容易造成錯誤。許多學生僅觀察單一數列變化的現象，未和另一數列比對，

誤認兩數列具同樣結構，雖獲得正確答案，但一般化的概念錯誤，這有如 Rowland 等
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人描述的窄化視野的效果，亦即學生常將注意力置於某範例，而忽略其他可以幫助概

括的範例所扮演臆測的角色。例如： 

 

40、49、58 相差 9，都相差 9，用 49×5 就可算出答案。【DT4b31】 

 

33 比 43 少 10，53 比 43 多 10，每個數都比 43 多 10 或少 10，一個多一個少等於 0，

這裡可用 43×3 算出答案，這裡也可用 43×3 算出答案。（研究者質疑，交叉的數列

每個數字都與中間數差 10）？不對！直的差 10，橫的不是，橫的都差 1。【DT3b14】 

 

一些學生則發現 5 連子的數列是由兩個 3 連子數列交叉構成，雖然其公差不同，

但可各自相互抵銷，所以可藉由兩個「C×3」的規則應用轉換策略，簡易快速的得出

這些數字總和。 

 
38、49 與 60 和前面的 3 連子一樣，可以用 49×3，40、49 與 58 是另一個 3 連子，

也可以用 49×3，全部就是 49×6，這兩個交叉，49 重複 2 次，應該再扣掉 49。【DT4c03】 

 

要求學生解釋「C×個數」的規則是否能應用到任何數列時，參與的學生有 28 位

回覆此一般化的規則只能應用於奇數數目的連續數字數列上，因為奇數數目的數列才

能看到中間的數字，公差才有「對稱」、互相抵銷的情形產生，偶數的數列則無法應用

此規則。原案如下： 

 

奇數數目的數列，可以將中間的數以 A 表示，左邊的數目可用 A－1、A－2、A－3

表示，和 A 相差 1、2、3，而右邊的數用 A＋1、A＋2、A＋3 表示、和中間的 A 也

相差 1、2、3，可以相互抵銷，可以運用這個規則算出答案。【DT1a18】 

 

49 是中間的數，38 和 49 的差與 60 和 49 的差可以抵銷，40 和 58 可以抵銷，可用

49×5 的規則算出答案。【DT4b03】 

 

左邊有 1 個數，右邊也應該有 1 個數，上面有 1 個，下面也要有 1 個，一定要對稱

才能將他們和中間數的差相互抵銷，也才能用「數字×C」的規則算答案(試題 3)。

【ET3b19】 
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(二) 一般化策略臆測表現 

進一步提供臆測之圖形讓學生檢驗是否能正確的運用「C×5」的規則，其結果如

表 9 所示： 

 

表 9：學生應用「C×5」的規則之臆測表現(受試樣本 33 人) 

作業 作業 5.1 作業 5.2 

試題 1 2 3 4 5 1 2 3 4 5 

正確人數 

比例(%) 

23 

69.7 

30

90.1

29

87.9

29

87.9

29

87.9

29

87.9

31

93.9

21 

63.6 

24 

72.7 

24 

72.7 
 

從表 9 可知，除作業 5.1 之(1)題，與 5.2 之(3)、(4)、(5)等 4 題有較多學生產出錯

誤外，其餘試題學生大多能正確臆測與說明。關於錯誤產出的原因，學生大多以圖形

空間的視覺效果作為判斷基準，認為圖形具有對稱(尤以線對稱圖形)特徵即可應用

「C×5」的規則解題，無視這些對稱的空格是否具有等差可以互補的另一特徵；另外

產出錯誤原因在於仍想以算術運算方式，將圖形內之空格填入相關數字進行檢驗，只

是無法建構出合適之數列關係，因此透過猜想認定這些圖形可應用樣式規則解題。錯

誤的原案說明如下： 

 

5.1 作業的第(1)個圖形可用中間數×5 的方法，這裡可當成中間的數，這裡有 2 格，

這邊也有 2 格，可以抵銷。【CT1d02】 

 

第(4)個圖形(作業 5.2)像一架新型的飛機，中間這個像機頭，兩邊是他的機翼，機翼

一樣大小而且對稱，可以應用中間數×5 解題。【CT4d16】 

第(3)(4)(5)的圖形(作業 5.2)都有一個中間的格子，兩邊的圖形都一樣，而且都是兩

個格子，可以應用中間數×5 算出答案。【CT345d17】 

 

中間這一個數字(作業 5.2 第(5)小題)訂為 35，左邊這兩格的數字就是 34 和 44，右

邊這兩格就是 36 和 46，左邊和 35 分別少 1 和 10，右邊是多 1 和 10，可以互補，

可以利用中間數×5 算出答案。【CT5d15】 
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只以圖型「對稱」作為正確臆測的條件是不足的，對上述問題正確判斷的學生大

多數仍會代入公差或藉由符號算式之說明，做為論證之用，而確定此圖形是否可應用

C×5 的規則解題。 

 
我把中間這個數當成 A 來看(作業 5.2 第(5)小題)，左邊這格是 A－1，右邊這格是 A

＋1，這兩格可以互相抵銷，A 下面一格可想成是 A＋10，左邊是 A＋9，右邊是 A

＋11，一個＋9，一個＋11，這兩格沒有辦法抵銷，這個圖形不能應用中間數字×5。

【Cd03】 

 

中間這格的數字(作業 5.2 第(3)小題)我把他想成是 54，他的上面一格是 44，比 54

少 10，44 的右邊就是 45，他和 54 相差 9，54 的左邊這一格是 53，比 54 少 1，53

下面這一格是 63，比 54 多 9，這個 9 和這個 9 可以抵銷，這裡少 10，這一格少 1，

不能抵銷，不能用中間數字×5 的規則。【Cd18】 

 

這(作業 5.2 第(3)小題)是斜的數列，用中間數×5 算出，這 2 個格子一個在上一個在

左，他們和中間數的差沒有辦法抵銷，不能用中間數×5 的規則。【Cd19】 

 

這個圖形(作業 5.2 第(4)小題)如果要用中間數×5 的規則，那麼要將下面的兩格移到

中間空格的右邊，或將左邊這兩格移到上面來，圖形就會對稱，而且可以互補，因

為中間數是 A 的時候，下面空格可以當成 A＋10 和 A＋20，上面的空格就是 A－10

和 A－20，就可以抵銷，變成 5×A。【Cd03】 

 

上述結果顯示，大部分學生可利用先前習得的「C×個數」的樣式規則，擴展該概

念並對不同的數列進行臆測，經由驗證、說明而獲得數學概念。少部分學生受限於圖

形視覺化和算術經驗的影響仍有所錯誤。研究者認為圖形可提供學生樣式規則視覺化

搜尋比較的線索，但要正確解題，仍須有推理與歸納關係的能力協助，才能正確完成

一般化的作業。如 Presmeg(1986)的宣稱：只有對圖像線索的知覺是不夠的，這些線索

必需被用來當成分析推理的要素，學生呈現出知覺推理的傾向，只能當成在解題初始

感知變項發展的一種可能的策略，或當成一種分析方法的補充而已，否則學生就容易

掉入 Rowland 等人描述的窄化視野的效果，亦即將注意力置於某範例，而忽略其他可
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以幫助概括的範例所扮演臆測的角色。 

 

伍、結論與建議 

本研究旨在透過數字板設計的數列問題，探究學生建構數列關係時運用的策略，

如何發現有效樣式？如何進行數列解題？以明瞭學生一般化擴展臆測至不同數列情境

的表現，提供改善一般化課程與教學設計之參考。根據研究結果，總結如下： 

 

一、學生依數列的特性，採取多種策略說明數字關係，以循環和空間關係

策略最常運用 

本研究設計之數列是以基礎數論的特徵做為重點，要求學生觀察數列的空間位置

特性與數字之間的公差，正確的描述數列關係。研究發現學生能解釋數字之間的關係，

且以觀察公差之「循環策略」與「空間關係」策略做為解釋的依據，而提供的特殊數

列(斜式)可誘發學生擴展循環策略成轉換策略而解釋數字之間的關係。很明顯的，學

生可透過數列的特徵，發現數列重要的變項線索及發展的規則，明確的說明數字在數

列結構上的關係，這對於建構一般化能力而言是項重要的基礎，可協助研究者與教師

探索學生如何洞察與理解樣式建構的要素，具體的說明數字關係，因此，未來有關代

數推理課程與教學設計，可思考利用數字板的數列建構學生一般化學習的材料。 

 

二、大多數學生能依數列結構變化採取多元策略，建構有效樣式進行解題 

一般化歷程中一項重要的能力在於能明確辨識與說明不同樣式的共通性(Dreyfus, 

1991; Kaput, 1999)，在數列裡，學生要能有效迅速的得出數字總和，較佳的方式就是

發現各數字間的公差具有不變數的特徵，可以抽離成為進行加減或倍數的計數單位。

研究結果得知學生在發現有效樣式的作業裡，會以數字間的公差做為思考策略，這些

公差是不同數列具有的共通性，大部分學生能夠加以辨識和運用，並與原有數字結構
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結合成一有效解題的樣式。分析學生有效解題的樣式，其組成的策略可分為「部分結

構組合」的循環策略，與「整體結構組合」的轉換策略兩種模式，前者將基準量與公

差分開思考，分別以基準量與公差的倍數計算數字整和；後者則推演出連續奇數的數

列可以中間數字做為基準量，將各數字的共同差異量加以抵銷轉化後，以基準量的倍

數進行計數。研究發現，快速解決數字和之有效樣式產出，知覺數列數字之公差呈現

規則的變化外，仍需配合進一步的推理與歸納，將公差與數字結構加以組合，才能推

演出有效的解題樣式。亦即知覺與辨識數列中各數字之間具有等差此不變數，仍需將

他化約成解題有效的結構關係。 

辨認樣式中的公差並將他化約組合成有效之關係結構，對學生而言並非簡單之

事，教師可利用數字版的數列設計，鼓勵與誘發學生對產出的樣式關係加以連結，從

不同的觀點激發學生進行一般化的推理。 

 

三、學生對數列中的未知數會採用多元策略解題，並利用逆算法求解 

研究發現學生在未知數求解問題上，大多能利用數字間公差之循環策略進行數列

未知數的解題，並獲得正確答案。在解題過程中，學生發現各數字間的公差為一不變

數，利用此不變數的特質對已知數字進行運算，並對其他數列進行策略的檢測、推論，

以驗證答案的正確與否。另學生發現透過循環策的轉換可將數列中間數字訂為基準

量，其前後數字與該基準量的差皆為 1 單位的公差，可以抵銷，而形成數字個數×中

間數值的樣式規則，若要求數列中的未知數，利用此規則逆算後，再加減公差即可得

到答案。 

研究亦發現，學生對數列所建立的數字關係與有效樣式的結構組合，會影響其對

數列中未知數的解題策略，例如運用循環策略組合樣式的學生，求未知數答案時亦多

採取基準量加減公差的方式解題，而運用公差互補或位置轉換策略的學生，則容易傾

向思考抵銷或位置轉換的方式解題。此現象與 Rivera(2010)的研究發現一致，即學生
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於一般化初始階段對提供之樣式採取的辨識與知覺方式，會影響其一般化擴展與解題

採取的策略。因此，在教導學生一般化的作業時，如何激發學生產出有效的樣式，以

利後續一般化擴展和驗證的進行，實為一般化教學重要的關鍵。 

 

四、學生會擴展建立的樣式規則至其他情境，並正確的進行臆測 

從3連子連續數列轉變至5連子或不同排列形狀的樣式，是種自然的擴展，雖然樣

式相似，但需包含更多的計數與代數思考策略才能成功。本研究發現：大部分學生皆

能利用先前3連子作業習得的樣式規則：連續數字的數列，其總和可用數字個數×中間

值之公式得出而進行擴展與臆測，並得到正確的結果。這些學生從先前範例概括建立

的數學概念，透過思考論證而建立樣式規則，並採取推演的形式與合適的方法，表達

一般化擴展和類推的過程，宛如Blanton和Kaput (2005)所描述的「代數推理」過程。

由於本研究提供的數列，讓存在於數字與空間樣式裡的關係可運用文字、動作、圖形

和符號呈現，因此，學生可創造與解釋樣式一般化，並運用這些關係作臆測，獲得對

產出的樣式規則驗證的機會。然而數列特徵產出Rowland等人描述的窄化視野的效

果，亦即將注意力置於某範例，而忽略其他可以幫助概括的範例所扮演臆測的角色，

亦有所存在，因此學生在數字樣式一般化活動的歷程，樣式要素的辨識與分析需同時

結合，才能精進學生一般化解題策略的產出，並獲得正確答案。 

本研究透過數字板數列的設計，發現學生採用多元策略進行數字關係的辨識，形

成有效之樣式並進行解題，並能將發現的一般化規則擴展應用到不同數列的臆測。運

用數列方式探索一般化有其優點存在，其採用的數字不僅能適用於國小階段整數的運

算，還可以用於連續性的函數關係，且可擴展到更大的數值情境。在教室裡運用數字

板的數列作業，對於提升學生解題與發展豐富的代數推理和數學概念的理解而言，是

有價值的。探索學生這些作業策略的表現，可提供分析樣式一般化教學的要點，用來

提升代數推理課程的設計與研發。針對研究發現：學生對於樣式規則擴展和臆測歷程
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產生的樣式辨識錯誤、執著於數字運算而忽略其他有效解題樣式等問題，提出下列建

議，以提供日後研究設計與教師教學改善的參考。 

 

一、加強一般化活動樣式辨識與代數推理的連結，激發有效樣式的產出 

一般化教學初始，教師可將重點放在視覺化策略，配合數字關係的辨識與數字計

數的方法，與期待能觀察到數學方式(有效樣式)做結合，此種手段－目的方法之間的

引導，可指引學生更多洞察的方法出現，利於一般化的擴展。 

 

二、擴展一般化歷程數列形式與解題方法間的轉化，協助數學概念建立 

由於注意與觀察樣式的行動是複雜的，開始時並非數學的，所以有的學生會採取

方便實務的解題策略，誤認數學總是數字的操弄，忽略其他解題線索，形成所謂窄化

視野的效果。如何發展對樣式視覺理解的能力，首先，可提供多元樣式的數列問題，

鼓勵學生洞察樣式動態中固定變化的數值(不變數)，並探索這些數值可能帶來解題的

效益；其次，比較相同的樣式所產出不同算式或解題策略相異之處，分析與說明何種

一般化的策略較容易得到答案，並能擴展至更大的樣式上。 

 

三、鼓勵學生利用符號思考與呈現數列結構關係，促進代數推理能力 

雖然視覺化可提供學生樣式變化的線索，但如何促進思考呈現結構關係，而非以

單一案例的線索或是圖形某一特徵(例如對稱)進行一般化的擴展和臆測，避免落入

Rowland 等人所謂視野狹窄的效果現象，則可強化符號運用的功能，因為符號可對不

變數的結構，以及數學物件之間的關係，提供構念、臆測與論證等系統性的手段，可

彌補視覺化至符號化過程的縫隙。 
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附件 1：數字樣式一般化作業(如圖片檔) 

一、數字關係辨識

1.54、55和56有何關係？請你說明 2.73、84和95有何關係？請你說明
3.79、88和97有何關係？請你說明 4.62、72和82有何關係？請你說明

100999897969594939291

90898887868584838281

80797877767574737271

70696867666564636261

60595857565554535251

50494847464544434241

40393837363534333231

30292827262524232221

20191817161514131211

10987654321

二、發現樣式

10
0

999897969594939291
90898887868584838281
80797877767574737271
70696867666564636261
60595857565554535251
50494847464544434241
40393837363534333231
30292827262524232221
20191817161514131211
10987654321

1.請你找出總和和三個數字之間的關係？你發現什麼？請你說說看。

2.你發現的方法在百格板裡都可以應用嗎？試試看。

3為何（不）可以應用？解釋你的理由。
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二、發現樣式

10
0

999897969594939291
90898887868584838281
80797877767574737271
70696867666564636261
60595857565554535251
50494847464544434241
40393837363534333231
30292827262524232221
20191817161514131211
10987654321

1.粉紅色區塊數字總和多少？2.藍色區塊數字總和是多少？3.綠色區
塊數字總和是多少？4.黃色區塊數字總和是多少？

★說說看你用的方法？

三、樣式一般化解題

1.紅色區塊的數字總和是282，那麼空格的
數字應該是多少？說說看你的想法

9493
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三、樣式一般化解題

87

67

2.粉紅色區塊的數字總和是231，
那麼空格的數字應該是多少？說
說看你的想法

75

61

3.總和204

三、樣式一般化解題

93

82

4.藍色區塊的數字總和是
246，那麼空格的數字應該是
多少？說說看你的想法

97

90

5.總和270
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三、樣式一般化解題

88

79

6.棕色區塊的數字總和是
264，那麼空格的數字應該
是多少？說說看你的想法

73

67

7.總和是219

四、擴展

100999897969594939291
908988788685848382
80

81
797877767574737271

70696867666564636261
605958575655545352
50

51
494847464544434241

403938373635343332
30292827

31
2625242322

201918171615141312
1098765432

21
11
1

（1）紅色區
（2）綠色區
（3）藍色區
（4）紫色區
（5）從上面 ？說說看？

塊的數字總和是多少？你是怎麼算出答案的？
塊的數字總和是多少？你是怎麼算出答案的？
塊的數字總和是多少？你是怎麼算出答案的？
塊的數字總和是多少？你是怎麼算出答案的？
的範例，發現什麼規律？這些規律要怎麼解釋
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四、臆測

(1)                 (2)                        (3)              (4)                 (5)

以上的區塊，哪一個數字的總和會等於中間的數
字×5，並說說看你的解釋

四、臆測

(1)                 (2)                        (3)              (4)                        (5)

以上的區塊，哪一個數字的總和會等於中間的數
字×5，並說說看你的解釋
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